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En  ouvrant  cette  nouvelle  série  l'Institut  scientifique  et  littéraire 
de  la  fondation  Teyler  a  Thonneur  d'informer  les  lecteurs  des 
Archives,  que  M.  M.  les  Directeurs  ont  résolu  de  lui  en  confier 
dorénavant  la  rédaction,  qui,  à  partir  de  ce  jour,  se  fera  sous  sa 
responsabilité. 

Les  Archives,  comme  l'indique  déjà  leur  titre,  contiendront  d'abord 
la  description  scientifique  des  principaux  instruments  de  précision 
et  des  diverses  collections  que  la  fondation  possède,  ainsi  que  les 
résultats  des  expériences  et  des  études,  qui  seront  faites,  par  leur 
moyen,  soit  que  ce  travail  soit  fait  par  les  conservateurs  de  ces 
collections,  soit  par  d'autres,  auxquels  les  Directeurs  en  auront 
accordé  l'usage. 

En  second  lieu,  et  pour  tant  que  l'espace  disponible  ne  sera  pas 
occupé  par  ces  publications  obligatoires,  les  pages  des  Archives 
seront  ouvertes  aux  savants,  dont  les  travaux  scientifiques  ont 
rapport  à  une  des  branches,  dont  la  culture  a  été  recommandée 
à  rinstitut  par  son  fondateur. 

Pour  de  plus  amples  informations  à  cet  égard  on  est  prié  de 
s'adresser  au  Secrétaire  de  l'Institut, 

E.  VAN  DER  VEN. 

Haablem,  janvier  ISSl. 


PROGRAMM 

DER 

TEYLERSCHEN  THEOLOGISCHEN  GESELLSCHAFT 

ZU  HAARLEM, 
fur  das  Jahr   1896. 


Die  Teylersche  Theologische  Gesellschaft  hat  als  neue  Preis- 
aufgabe  festgesetzt,  und  zwar  fur  einen  zweijahrigen  Termin,  sodass 
die  Antworten  vor  dem  1.  Januar  1898  erwartet  werden: 

„Eine  Geschichte  der  religiôsen,  theologischen 
und  kirchlichen  Strômungen  im  Protestantismua 
in  den  Niederlanden  wàhrend  der  letzten  vierzig 
Jahre/' 

Zur  beantwortung  vor  dem  1.  Januar  1897  bleibt  die  schon 
im  vorigen  Jahre  gestellte  Frage  angeboten: 

„Ziemlich  allgemein  wird  angenommen,  dass 
mehrere  bei  den  J'uden  nach  dem  Exil  vorkom- 
mende  Vorstellungen,  namentlich  betreffend  die 
Eschatologie,  die  Angelologie  und  die  Demono- 
logie,  dem  Einfluss  des  Pârsismus  zuzuschreiben 
sind. 

„In  wiefern  ist  dièse  Hypothèse  hinreichend 
begrïmdet,  oder  ist  es  môglich  die  gesagten  Vor- 
stellungen ganz  oder  theilweise  aus  der  inneren 
Entwickelung  der  Israëlitischen  Religion  befrie- 
digend  zu  erklâren?" 

Der  Preis  besteht  in  eîner  goldenen  Médaille  von  /  400  an 
înnerem  Werth. 


Man  kann  sich  bei  der  Beantwortung  des  HoUândischen,  Latei- 
iiischen,  Franzôsischen,  Englischen  oder  Deutschen  (nur  mit  La- 
teinischer  Schrift)  bedienen.  Auch  mûssen  die  Antworten  vo li- 
sta ndig  eingesandt  werden,  da  keine  unvoUstandige  zur  Preis- 
bewerbung  zugelassen  werden.  Aile  eingeschickte  Antworten  fallen 
der  Gesellschaft  als  Eigenthuin  anheim,  welche  die  gekrônte,  mit 
oder  ohne  Uebersetzung,  in  ihre  Werke  aufnimmt,  sodass  die 
Verfasser  sie  nicht  ohne  Erlaubniss  der  Stîftung  herausgeben  dûr- 
fen.  Auch  behalt  die  Gesellschaft  sich  vor,  von  den  nicht  preis- 
wùrdigen  nach  Gutfinden  gebrauch  zu  machen,  mit  Verschweigung 
oder  Meldung  des  Namens  der  Verfasser,  doch  im  letzten  Falle 
nicht  ohne  ihre  Bewilligung.  Auch  kônnen  die  Einsender  nicht 
anders  Abschriften  ihrer  Antworten  bekommen  als  auf  ihre  Kosten. 
Die  Antworten  mussen  nebst  einem  versiiegelten  Namenszettel,  mit 
einem  Denkspruch  versehen,  eingesandt  werden  an  die  Adresse: 
Pundatiehuis  van  wijlen  den  Heer  P.  TEYLER  VAN  DER 
HULST,  te  Haarlem. 


PROGRAMMA 

VAN 

TEYLER^S  TWEEDE  GENOOTSCHiP 

TE  HAARLEM, 

voor  het  jaar  1896. 


Sedert,  tôt  toetsiiig  van  de  denkbeelden  en  theoriën  van  Faraday, 
Maxwell  en  Sir  W.  Thomson,  Hertz  zîjne  onderzoekingen  instelde, 
hebben  tal  van  natuurkundigen  hunne  krachten  gewijd  aan  gelijk- 
namigen  arbeid  en  met  de  vruchten  van  dien  arbeid  de  weten- 
schap  verrijkt. 

Maar  het  veld  is  uitgestrekt,  de  oppervlakte  lang  reeds  ont- 
gonnen  en  het  aantal  arbeiders  betrekkelijk  gering. 

Met  het  oog  hierop  meent  Teyler's  Tweede  Genootschap  de 
middelen,  die  het  in  deze  richting  ten  dienste  staan,  te  moeten 
aanwenden  om  tôt  dien  arbeid  op  te  wekken.  En  aangezien  elk 
proefondervindelijk  onderzoek,  dat  met  de  electriciteits-leer  ver- 
band  houdt,  geacht  kan  worden  deel  van  dien  arbeid  uittemaken, 
zoo  is  het  dat  het  Genootschap  over  het  jaar  1896  de  volgende 
vraag  aan  de  orde  stelt: 

„Een  proefondervindelijk  onderzoek  betreffende 
„een  onderwerp  uit  de  electriciteits-leer/' 

De  prijs  voor  het  best  en  voldoend  gekeurd  antwoord  op  deze 
vraag  bestaat  in  een  gouden  eerepenning,  op  den  stempel  des 
Genootschaps  geslagen,  ter  innerlijke  waarde  van  vierhonderd 
gulden. 

De  verhandelingen  moeten  in  het  Nederlandsch,  Fransch,  En- 
gelsch  of  Hoogduitsch,  met  eene  Latijnsche  letter,  vooral  goed  en 
leesbaar  geschreven  zijn  door  eene  andere  liand,  dan  die  van  den 
opstellei'.   Ook  moeten  zij    vôôr  den  bepaalden  tijd  in  haar  geheel 


Taorvlen  ingezonden;  geene  antwoorden,  waaraan  eenig  gedeelte 
t*:j  de  inlevering  ontbreekt,  zullen  tôt  het  dingen  naar  den  ge- 
melden  eereprijs  worden  toegelaten. 

De  antwoorden  worden  v66r  den  1^^^  April  1897  ingewacht, 
opdat  zij  vôôr  den  1^"  Mei  1898  kunnen  beoordeeld  worden. 

Aile  ingezonden  stukken  blijven  het  eigendom  des  Genootschaps, 
dat  de  bekroonde,  met  of  zonder  vertaling,  in  zijne  werken  op- 
neemt,  zonder  dat  de  schrijvers,  anders  dan  met  toestemming  der 
Stichting,  die  mogen  uitgeven.  Ook  behoudt  het  Genootschap  aan 
zich  het  recht  om  van  de  niet  bekroonde  stiikken  zoodanig  ge- 
bruik  te  maken  als  het  raadzaam  zal  oordeelen,  hetzij  zonder  of 
met  vermelding  van  den  naam  des  schrijvers  ;  in  het  laatste  geval 
echter  niet  zonder  zijne  toestemming.  Ook  worden  geene  afschriften 
van  de  niet  bekroonde  stukken  aan  de  schrijvers  verleend,  dan 
ten  hunnen  koste.  De  in  te  zenden  antwoorden  moeten,  zonder 
naam  en  alleen  met  eene  spreuk  onderteekend,  vergezeld  van  een 
verzegeld  briefje,  dezelfde  spreuk  tôt  opschrift  voerende  en  van 
binnen  des  schrijvers  naam  en  woonplaats  behelzende,  gezonden 
worden  aan  het  Fundatiehuis  van  wijlen  den  Heer  P.  TE YLER 
VAN  DER  HULST  te  Haarlem. 
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SUR  L'EXAMEN  DES  SEMENCES  COMMERCIALES 

D'HERBE  ET  DE  TRÈFLE 

AU  POINT  DE  VUE  DE  LEUR  PURETÉ 

ET    SUR 

LES  IMPURETÉS  QU'ON  Y  RENCONTRE. 

PAR 

F.  F.  BRUIJNING  J«. 


I.      SUR  LA   PURETÉ  ET   LES   IMPURETÉS   EN  GÉNÉRAL  ; 
SUR  LA  DÉTERMINATION   DE  l'ORIGINE. 

Parmi  tous  les  facteurs  qui  doivent  contribuer  à  une  bonne 
récoite,  Tun  des  plus  importants  est  l'usage  de  bonne  semence.  Et 
cependant  il  n'y  a  précisément  pas  de  facteur  qui  ait  été,  jusque 
dans  ces  tout  derniers  temps,  si  complètement  négligé  même  par 
les  cultivateurs  les  plus  intelligents. 

La  cause  de  ce  phénomène  doit  être  principalement  cherchée 
dans  l'ignorance  où  se  trouve  le  cultivateur  des  propriétés  d'une 
semence  réellement  bonne,  dans  son  lent  pouvoir  d'assimilation 
des  idées  et  des  théories  nouvelles  sur  le  domaine  de  l'agriculture, 
enfin  dans  l'absence  de  bonnes  méthodes  d'examen  des.  qualités 
des  semences,  méthodes  susceptibles  de  donner  entre  les  mains  du 
laboureur  des  résultat-s  satisfaisants. 

Les  procédés  jadis  en  usage  pour  juger  des  qualités  d'une  semence 
étaient  essentiellement  subjectives.  C'est  ainsi  qu'on  faisait  p^rti^ 
culièrement  attention  à  la  couleur  des  graines  ;  mais  souvent  cette 
couleur  était  modifiée,  „améliorée"  par  divers  artifices,  par  l'emploi 
d'acide  sulfurique,  de  pigments,  etc.  En  général  les  graines  prennent 
avec  l'âge  une  coloration  de  plus  en  plus  foncée,  surtout  quand 
le  spermoderme  renferme  des  matières  tanniques.  Le  jaune  par 
exemple  passe  souvent  peu  à  peu  au  brun;  le  bleu  devient  noir, 
etc.  D'autres  graines  au  contraire  prennent  des  tons  sales  (beaucoup 
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de  légumineuses);  dans  quelques  cas  isolés  (le  ricin  par  exemple) 
nous  voyons  la  teinte  devenir  plus  pâle. 

Les  recherches  faites  dans  le  but  d'établir  la  signification  de  la 
couleur  pour  l'estimation  du  pouvoir  germinatif  ont  donné  des 
résultats  divergents.  On  sait  par  la  pratique  que  des  graines  brunies 
par  échauffemeut  spontané  ont  perdu  entièrement  ou  à  peu  près 
leur  pouvoir  germinatif  '  ).  Je  renvoie  aux  recherches  de  MM. 
Haberlandt  ^),  WiLHELM,  DiMiTRiwicz  ct  NoBBE  ^),  et  me  con- 
tenterai d'ajouter  la  remarque,  qu'à  en  juger  d'après  les  résultats 
de  recherches  (non  encore  publiées)  que  j'ai  spécialement  insti- 
tuées à  cet  effet,*  du  vieux  trèfle  rouge,  par  exemple,  a  conservé 
un  pouvoir  germinatif  d'autant  plus  considérable  qu'il  renferme 
moins  de  graines  brunes  et  jaune  rougeâtre. 

En  vieillissant,  les  graines  perdent  d'habitude  leur  éclat  naturel. 
L'„huilage"  des  graines,  dans  le  but  de  leur  rendre  leur  éclat,  doit 
son  origine  à  cette  circonstance.  La  couleur  et  l'éclat  sont  donc 
souvent  forcés  ou  modifiés,  et  leur  valeur  pour  l'estimation  de  la 
qualité  est  difficile  à  apprécier  pour  le  praticien. 

D'une  manière  générale,  les  anciennes  méthodes  d'estimation, 
défectueuses  et  subjectives,  se  rapportent,  comme  nous  le  voyons 
par  ces  quelques  exemples,  au  pouvoir  germinatif  de  la  semence. 
Il  nous  serait  facile  d  augmenter  ces  exemples  d'un  grand  nombre 
d'autres.  Mais  pour  ne  pas  trop  nous  écarter  de  notre  véritable 
sujet  nous  nous  bornerons  à  rappeler  la  méthode  „ d'éclatement" 
pour  la  semence  de  lin  *),  l'^épreuve  du  feu"  de  Digeon,  souvent 
employée  dans  les  Pays-Bas  pour  „restimation"  (?)  des  graines  de 
tabac,  l'épreuve  à  l'aniline  de  Cugini  pour  les  graines  oléagineuses  ^), 
la  méthode  de  Casali,  l'examen  de  la  couleur  des  embryons  d'après 
DiMiTRiwioz  ^),  etc.,  etc. 

La  pureté  des  semences  commerciales  était  jadis  à  peu  près  com- 
plètement négligée,  et  ce  fut  M.  Nobbe  qui  le  premier  fixa  l'attention 
sur  ce  point  et  donna  la  première  impulsion.  Ce  sont  de  grands  et 
inoubliables  mérites  que  s'est  acquis  ce  savant,  mon  maître  afiec- 


1)  Voir  p.  ex.  Jahreaber.  Norddeutsch.  Feldaamenh.,  1890,  Mûller  &  Co.,  Hamburg. 

2)  Fbûhling's  Neue  landw.  Zeitutig,  1879,  p.  425. 

3)  Handbuch  der  Samenkunde. 

*)  Voir  p.  ex.  Sonntag,  Katechismus  des  FJachsbaues,  1870. 

^)  Bot  Centralhl  1880,  p.  887. 

•)  DiMiTRiwicz,  Inaug.  Diss.,  Leipzig,  1876. 
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tueux  et  au  si  noble  caractère,  par  les  nouvelles  méthodes  ration- 
nelles d'examen  des  semences,  méthodes  entièrement  créées  par  lui. 
Il  s'agissait  de  nettoyer  les  écuries  d'Augias,  et  c'est  M.  Nobbe 
qui  tout  le  premier  s'est  merveilleusement  acquitté  de  ce  soin. 
Depuis  l'ouverture  en  1869,  sous  sa  direction,  de  la  station  de  con- 
trôle à  .Tharandt,  et  depuis  que,  une  ou  deux  années  après,  a  paru 
son  „HandJmch  der  Samenhunde^-,  tout  ce  qui  touche  au  commerce 
des  graines  s'est  considérablement  amélioré. 

Depuis  les  recherches  de  M.  Nobbe,  on  s'est  mis  d'accord  sur 
les  qualités  auxquelles  doivent  satisfaire  en  premier  lieu  les  graines 
d'herbe  et  de  trèfle,  pour  représenter  réellement  de  la  semence 
de  qualitité  supérieure.  Une  bonne  semence  commerciale  doit  en 
tout  premier  lieu  être  excessivement  pure,  et  ne  peut  renfermer 
de  graines  de  plantes  parasites  ;  de  même  on  ne  doit  y  rencontrer 
qu'un  minimum  de  graines  de  mauvaises  herbes.  Elle  ne  peut 
être  falsifiée  ;  il  faut  en  connaître  l'origine  ;  l'énergie  et  le  pouvoir 
germinatifs  doivent  être  aussi  grands,  la  dureté  de  l'enveloppe 
aussi  petite  que  possible. 

Outre  ces  conditions  maîtresses,  la  bonne  qualité  des  graines 
en  requiert  encore  quelques  autres,  de  signification  moins  générale 
pour  le  cultivateur.  C'est  ainsi  qu'on  aime  à  voir  la  semence  pré- 
senter un  grand  poids  spécifique.  Il  est  bon  d'avoir  des  graines  d'un 
grand  poids  absolu,  attendu  qu'alors  la  quantité  des  matériaux 
de  réserve  disponible  pour  le  développement  de  la  jeune  plante 
est  plus  grande.  Un  grand  poids  sous  le  même  volume  estdésirable. 
Quelques  graines  de  graminées  doivent  être  nues,  c'est  à  dire  que 
Ton  demande  les  caryopses  seuls,  sans  les  glumes  et  les  glumelles. 

Je  me  propose,  dans  ce  petit  travail,  de  fixer  seulement  l'atten- 
tion sur  l'examen  de  la  pureté,  et  sur  les  impuretés  que  l'on 
rencontre  dans  la  semence.  Je  commencerai  par  envisager  le  côté 
théorique  de  cet  examen,  pour  passer  ensuite  à  la  manière  dont 
on  s'y  prend  dans  la  pratique. 

La  théorie  de  l'estimation  de  la  pureté  est  si  simple  en  général 
que  c'est  à  peine  si  l'on  peut  parler  ici  de  théorie.  On  pèse  une 
certaine  quantité  de  semence,  et  Ton  y  cherche  les  impuretés.  On 
détermine  le  poids  de  ces  dernières  et  l'on  rapporte  à  cent. 

Il  importe  ici  en  tout  premier  lieu  que  les  propriétés  de  la 
petite  quantité  de  semence,  que  Ton  prélève,  coïncident  entièrement 
avec  celles  du  produit  à  examiner.  En  d'autres  termes,  il  faut  prendre 

1* 
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cette  quantité  avec  circonspection  dans  un  bon  échantillon  moyen. 

Le  lecteur  saura  sans  doute  comment  on  prélève  un  •bon  échan- 
tillon moyen  sur  des  quantités  de  graines  plus  ou  moins  grandes^ 
Chaque  station  de  contrôle  de  semence  donne  d'ailleurs  au  besoin 
les  renseignements  nécessaires. 

La  petite  quantité  moyenne  que  nous  employons  pour  procéder 
à  l'analyse  sera  prélevée  de  la  manière-  la  plus  simple,  en  étalant 
l'échantillon  moyen  dans  une  grande  caisse  de  bois  ou  dé  carton. 
On  la  mélange  et  l'étalé  de  nouveau,  puis  on  prend  en  des  endroits 
aussi  différents  que  possible  de  petites  quantités,  jusqu'à  ce  que 
Ton  ait  obtenu  la  masse  nécessaire  à  l'analyse. 

Avant  de  procéder  à  cette  opération,  on  pèse,  dans  presque 
toutes  les  stations  de  contrôle,  les  échantillons  entiers.  Ceci  est 
surtout  important  au  cas  où  il  surgirait  plus  tard  une  différence 
d'opinion  au  sujet  de  l'identité  de  Téchantillon,  ou  sur  le  point 
de  savoir  si  les  dimensions  en  avaient  été  oui  ou  non  suffisantes. 

La  prise  d'une  bonne  quantité  moyenne  aux  dépens  d'un 
échantillon  de  quelque  volume  est  d'une  grande  importance,  plus 
importante  même  que  le  choix  de  très  grandes  quantités. 

Le  poids  à  employer  dépend  de  la  grosseur  des  graines;  on 
se  sert  pour  chaque  épreuve  d'un  plus  grand  poids  si  la  semence 
est  grossière. 

Je  reviendrai  sur  ces  détails  quand  il  s'agira  de  la  réalisation 
pratique  des  expériences. 

Supposons  que  nous  ayions  pesé  la  quantité  requise,  et  que  nous 
nous  proposions  d'y  rechercher  les  impuretés. 

Il  faut  tout  d  abord  que  l'on  connaisse  bien  la  graine  pure  elle 
môme.  Faisant  momentanément  abstraction  des  différences  plus  déli- 
cates provenant  des  diverses  variétés,  chaque  personne  pourra  sans 
peine  acquérir  cette  connaissance  des  graines  de  légumineuses  et  de 
graminées  généralement  en  usage  en  se  formant  une  petite  collection, 
et  en  étudiant  les  traités  connus,  plus  ou  moins  développés,  qui  s'oc- 
cupent de  la  connaissance  des  graines,  tels  que  ceux  de  Nobbe,  Harz, 
Settegast,  etc.  J'admets  donc  que  le  lecteur  quelque  peu  botaniste 
sera  au  courant,  au  moins  en  général,  du  diagnostic  macroscopique  des 
graines;  qu'il  saura  par  conséquent  comment  les  graines  des  diverses 
espèces  de  Trifolium,  Medicago,  AntJvyllis,  les  semences  des  espèces  de 
graminées  généralement  répandues  dans  le  commerce,  etc.,  se  laissent 
distinguer  les  unes  des  autres;  qu'il  connaîtra  ces  différentes  espèces. 
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La  connaissance  de  la  structure  intime,  anatomique,  des  enve- 
loppes de  la  graine,  etc.  n'est  pas  indispensable  à  Texamen  ordi- 
naire, des  semences.  Ce  n'est  qu'exceptionnellement  qu'il  faudra 
être  au  courant  de  ces  choses.  Il  s'agit  ici  d'ailleurs  d'une  étude 
spéciale,  et  la  technique  de  la  préparation  des  coupes  nécessaires 
réclame  quelque  expérience  particulière. 

Notre  lecteur,  connaissant  donc  la  graine  pure,  se  met  à  la 
recherche  des  impuretés  Ceci,  doit  évidemment  se  faire  avec  le 
plus  grand  soin  ;  il  faut  éviter  d'interrompre  l'opération  ;  il  est  à 
recommander  en  outre  d  y  procéder  avec  rapidité.  On  veillera  assi- 
dûment à  éviter  toute  perte  de  matière,  qui  diminuerait  l'exacti- 
tude de  l'analyse. 

J'entends  par  impuretés  tout  ce  qui  n'appartient  pas  à  la  se- 
mence proprement  dite  et  aux  espèces  botaniques  qui  sont  censées 
la  constituer.  Ce  sont  donc  les  graines  de  mauvaises  herbes,  de 
plantes  parasites,  d'autres  plantes  de  culture;  des  restes  de  fruits, 
des  graines  vides  ou  des  fruits  vides  dans  le  cas  des  graminées,  du 
sable,  du  son,  de  petits  cailloux,  éventuellement  des  falsifications,  etc. 

Les  exemplaires  détériorés  de  la  graine  pure  sont  d'ailleurs  éga- 
lement rangés  au  nombre  des  impuretés,  si  la  détérioration  entraîne 
indubitablement  la  perte  du  pouvoir  germinatif.  Dans  la  fig.  27 
pi.  IV,  nous  voyons  deux  graines  de  trèfle  détériorées,  en  repré- 
sentation schématique,  dont  Tune  6.  devrait  être  considérée  comme 
une  impureté  parce  que  l'embryon  a  souffert,  une  partie  de  la 
radicule  ayant  été  enlevée.  La  graine  a  au  contraire  devrait  être 
comptée  au  nombre  de  la  semence  pure,  car  seuls  les  cotylédons 
ont  été  quelque  peu  endommagés  *).  . 


*)  L'efifet  d'une  détérioration  de  la  graine  est  tout  diflférent  suivant  Tespèce  et 
le  dommage  subi.  Nous  devons  à  M.  van  Tieghem  des  expérienœs  nombreuses 
à  ce  sujet  (Ann.  des  Se,  nat,  Sér.  V,  T.  XVII,  p.  20&  ;  voir  aussi  ibid.  les  inté- 
ressantes recherches  sur  la  substitution  artificielle  de  matériaux  de  réserve).  On 
peut,  par  division  prudente,  obtenir  quatre  individus  aux  dépens  d'un  seul  em- 
bryon. Les  cotylédons  de  graines  riches  en  albuminoïdes,  auxquelles  on  a  enlevé 
l'embryon,  peuvent  produire  de  nouvelles  racines  à  la  surface  de  section;  ils 
peuvent  se  développer,  .  verdir  et  se  nourrir  eux  mêmes.  La  plumule  est  elle 
perdue,  des  bourgeons  axillaires  des  cotylédons  germent.  Plus  la  plantule  est 
âgée,  et  moins  elle  est  sensible  à  la  détérioration  de  ses  cotylédons.  L'embryon 
du  MirabiliSf  privé  de  Tendosperme,  se  développe  au  début  d'une  manière  com- 
plètement normale,  mais  s  affaiblit  rapidement.  On  consultera  aussi  Detmeb, 
Physiologie  des  KeimungsprocesseSf  où  les  recherches  de  Sachs  et  de  Blocis- 
ZEWSKi  se  trouvent  également  discutées. 
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Quand  nous  avons  recherché  toutes  les  impuretés,  nous  déter- 
minons le  poids  de  la  graine  pure  et  des  impuretés.  Après  déter- 
mination de  la  petite  perte  inévitable  de  substance  et  d'eau,  nous 
•réduisons  le  tout  en  centièmes.  La  détermination  de  la  pureté 
dans  sa  forme  la  plus  grossière  se  trouve  ainsi  terminée.  M.  Nobbe 
a  pu  constater  ainsi  il  y  a  déjà  vingt  ans  que  l'avoine  élevée  renfer- 
mait 3,8-80,0%  d'impuretés,  le  Fesiuca  praterms  L.  28,9-97,3% 
et  le  Daucus  carota  L.  5,1 — 26,7%. 

La  détermination  de  la  pureté  toutefois  ne  commence  à  nous 
intéresser  quelque  peu,  que  si  nous  soumettons  les  impuretés  à  un 
examen  plus  attentif. 

Nous  allons  à  cet  effet  séparer  les  graines  des  mauvaises  herbes 
des  graines  d'autres  plantes  de  culture,  du  sable,  du  son,  etc. 
Nous  pesons  les  divers  constituants  de  l'impureté  totale  et  nous 
comptons  en  outre  les  graines  de  mauvaises  herbes  de  difiérentes 
espèces.  Nous  procédons  ainsi  à  uûe  ^analyse  botanique". 

Nous  pouvons  en  général  rapporter  les  impuretés  à  deux  groupes 
principaux:  l""  „les  impuretés  nuisibles",  parmi  lesquelles  il  faut 
ranger  les  graines  de  mauvaises  herbes  et  de  plantes  parasites; 
2'='  les  „impiiretés  inoffensives",  au  nombre  desquelles  on  compte 
les  graines  brisées  ou  endommagées,  les  grsdnes  d'autres  plantes 
de  culture,  le  sable,  le  son,  les  petites  pierres,  etc.  Si  l'on  rencontre 
des  falsifications  il  faudra  en  faire  une  mention  spéciale. 

Une  analyse  botanique  est  surtout  d'une  grande  valeur  pour  la 
connaissance  des  impuretés  nuisibles.  A  cette  occasion  nous  passons 
en  revue  toute  la  flore  sauvage,  qui  cause  tant  d'ennuis  à  l'agri- 
culteur, mais  que  l'usage  d'une  semence  impure  nous  fait  malgré 
nous  introduire  dans  nos  champs. 

Je  convie  la  lecteur  à  examiner  avec  moi  une  ou  deux  de  ces 
„analyses  botaniques".  Nous  commencerons  par  celle  d'un  trèfle 
rouge  allemand  du  bon  vieux  temps. 

Espèce:  THfolivm  pratense  L. 

Pureté:  76,1%. — Impuretés  inoffensives  :  6,3  %.  —  Impuretés 
nuisibles:  17,3%  (dont  14,5%  du  Plantago  lanœolata  L.). 
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Liste  des  graines  de  mauvaises  herbes. 


NOM  DE  LA  PLANTE  «)• 


Nombre  de  graines. 


par  kgr. 


dans  20  kgr. 
par  hectare. 


1.  Achillea  Millefolium  L.  millefeuille,  Q|. 

2.  *Agrosti9  et  Apera,  agrostide  et  apère,  o .  .  .  . 

3.  Anthémis  arvends  L.,  anthémide  des  champs,  ê 

4.  BrxméUa  vulgaris  L.,  brunelle  commune,  Q|..  • 

5.  Capsella  Bursa postons  Mnch,bourse  à  pasteur,  o,  ê 

6.  Centamrea  Gyanus  L.,  bluet,  o,  ê 

7.  GenUiurea  Jacea  L.,  jacée,  Q|. 

8.  Cerastium  triviale  Link,  céraiste  vulgaire,  a|.   . 

9.  Glvnopodivm  vulgare  L.,  clinopode  commun,  9|.. 

10.  Orepis  vvrens  L.,  crépide  verdâtre,  o 

11.  Daueus  carota  L.,  carotte,  ê 

12.  Delphinium GonsolidaL.,  DauphinelleConsoude,  o 

13.  Euphrasia  offidnalis  L.,  euphraise  officinale,  o. 
14:.*Festuca  ruhra  L.,  fétuque  rouge,  Q|. 

15.  Galium  Mollugo  L.,  caille-lait  blanc,  9|.  .  .  .  . 

16.  Hypochoeris  radicata  L.,  porcelle  enracinée,  9|. 
l'I.*Holcus  lanatus  L.,  houlque  laineuse,  9|.  .  .  .  . 

18.  *Lolivm  perenne  L.,  ivraie  vivace,  % 

19.  Myosotis    intermedia,    Link.,    myosotis    inter- 

médiaire, 9|. 

20.  Oporinia  autumnalis  Don,  liondent  d'automne,  a|. 

21.  Oxalis  comiculata  L ,  oxalide  cornue,  o  .  .  .  . 

22.  Fapaver  dubium  L ,  pavot  douteux,  o 

23.  Pyrethrum  inodorvm  L.,  pyrêthre  inodore,  3|. . 

24.  Plantago  lomceolata  L ,  plantain  lancéolé,  3|..  . 

25.  Plantago  major  L.,  grand  plantain,  9|. 

26.  Plantago  média  L.,  plantain  moyen,  % 

^l.*Poa  pratensis,  paturin  des  prés,  9|. 

28.  Polygonum  anmxiXœre  L ,  traînasse,  o  .....  . 

29.  Ruman  aaetosa  L.,  oseille,  % 

30.  RwiMx  acetosella  L..  petite-oseille,  % 

31.  Stellaria  graminea  L.,  stellaire  graminée,  % .  . 


493 

5286 

2849 

4985 

82 

55 

82 

794 

55 

301 

1972 

27 

466 

109 

55 

82 

27 

274 

164 

82 

192 

822 

466 

97236 

7560 

2438 

27 

219 

4547 

4300 

1370 


9860 
105720 

56980 

99700 
1640 
1100 
1640 

15880 
1100 
6020 

39440 
540 
9320 
2180 
1100 
1640 
540 
5480 

3280 

1640 

3840 

16440 

9320 

1944720 

151200 

48760 

540 

4380 

90940 

86000 

27400 


')  o  =  plante  annuelle,  ê  =  bisannuelle,  9|.  =  perenne  ou  vivace. 
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NOM  DE  LA  PLANTE. 

Nombre  de  graines. 

Parker    «îans^^Okgr. 
par  Kgr.   ^^^  hectare. 

1 

32.  Stellaria  média  Vill.,  mouron  des  oiseaux,  0 . 

33.  Sonchua  dsper  VilL,  laiteron  âpre,  0  .....  . 

Z4:.*Trifolum  hyhridum  L.,  trèfle  hybride,  %,  .  ,  . 
35.  Trifolium  procumbens  L.,  trèfle  couché,  0,  ê  • 
36    Valerianella  Morisonii D.  C,  valérianelle  dentée,  0 
37.   Veronica  serpyllifolia  L.,   véronique  à  feuilles 

de  sernolet,  % 

137 

27 
575 
904 
164 

55 
183 
247 

2740 

540 

11500 

18080 

3280 

1100 

38.  Vida  tetrasperma  Mnch.,  vesce  tétrasperme,  ê 

39.  Viola  triœlor  L.,  pensée,  0,  ê     •  • 

7660 
4940 

Total  .  .  . 

139911 

2798220 

On  voit  donc  que  par  kilogramme  de  la  semence,  d'où  Ton  avait 
pris  l'échantillon  examiné,  il  n'y  avait  pas  moins  de  97236  graines 
de  plantain.  Des  39  espèces  renconti'ées,  il  n'y  en  a  que  7,  précé- 
dées dans  la  liste  d'une  astérisque,  appartenant  à  des  plantes  de 
culture,  que  nous  aurions  pu  mettre  au  nombre  des  impuretés  în- 
offensives.  Un  cultivateur,  qui  sème  20  kgr.  de  cette  semence  de 
trèfle,  introduit  en  même  temps  dans  son  champ  par  hectare  cfeitx 
millions  sept  cent  quatre-vingt-dic  huit  mille  deux  cent  et  vingt  graines 
de  mauvaises  herbes.  Et  plus  tard  il  se  demande  très  naïvement  : 
„D'où  viennent-elles  donc?" 

Nous  ajouterons  directement  une  deuxième  analyse  à  la  première, 
en  prenant  cette  fois  comme  exemple  un  trèfle  rouge  américain. 


Espèce  :  Trifolium  pratense  L.  trèfle  rouge  américain. 
Pureté:  97,6%.  . 

Impuretés:    2,4%  \  '"^l''  '^;'  '^''  ^'.^\    ,       ,  ,,/ 
.  )  grames  de  mauvaises  herbes:  1,8%. 
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Liste  des  graiues  de  mauvaises  herbes. 
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NOM  DE  L'ESPÈCE. 


Nombre  de  graines. 


par  kgr. 


dans  ao  kgr. 
par  hectare. 


1 .  Amaranthus  retroflexm  L. ,  Amarante  réfléchie,  o 

2.  AmbrosUi  artemisiaefolia  L.,  o,  Q|. 

3.  Anthémis  cotula  L.,  maroute,  o 

4.  Brvmelh,  vulgaris  L.,  brunelle  commune,  3|.  . 

5.  Cerastium  triviale  link.,  céraiste  vulgaire,  3|. 

6.  Clienopodivm  album  L.,  ansérine  blanche,  o  . 

7.  ChryscmtJiemvm  leuccmthemum  L.,  grande  mar- 

guerite, 3|. 

8.  Œrdwm,  arvense  Scop.,  cirse  des  champs,  %  . 

9.  Cuscuta  racemosa  Mart 

10.  *Daucus  carota  L.,  carotte,  ê 

1 1 .  Digitaria  scmgvJmale  Scop. ,  digitaire  sanguine,  o 

12.  Echi/nochloa  crus  galli  Beauv.,  pied-de-coq.,  o 

13.  EuphorUa  x 

14.  Lepidium  campestre  R.  Br.,  passerage  cham- 

pêtre, o 

15.  Lithospermvm  arvense  L.,  grémil  des  champs,  © 

16.  Nepeta  cataria  L.,  herbe-aux-chats,  %    .... 

17.  Panicum  capillare  L.  O 

18.  *Phlefum  pratense  L.,  phléole  des  prés,  Q|.  .  .  . 

19.  Plantago  lanceolata  L.,  plantain  lancéolé,  9|.  . 

20.  Plantago  Rugelii 

21.  Polygormm  Gonvohmlus,  faux-liseron,  o.  .  .  . 

22.  Polygonvm  Persicaria  L.,  persicaire,  o  .  .  .  . 

23.  Rvmex  acetosa  L.,  oseUle,  9t. 

24.  Rumex  acetosella  L.,  petite-oseille,  % 

25.  Setaria  glauca  Beauv.,  sétaire  glauque,  o    .  . 

26.  Setaria  viridis  &  8.  vertidllata,  0 

27.  Stachys  arvensis,  épiaire  des  champs,  o.  .  .  . 

28.  Verbena  x 


Total 


33 

604 

9 

19 
5 
9 

5 

9 

61 

122 

183 

9 

42 

5 

5 

•  5 

206 

4044 

2798 

.3411 

19 

84 

75 

108 

141 

5651 

5 

14 


660 
12080 
180 
380 
100 
180 

100 

180 

1220 

2440 

3660 

180 

840 

100 

100 

100 

4120 

80880 

55960 

68220 

380 

1680 

1500 

2160 

2820 

113020 

100 

280 


17675   353500 
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Comparons  les  deux  analyses.  Il  y  avait  dans  le  trèfle  rouge 
américain  beaucoup  de  Phlewm,,  mais  peu  de  Davxnis.  Nous  y 
trouvons  les  graines  de  différentes  mauvaises  herbes,  que  nous  cher- 
cherions en  vain  dans  notre  trèfle  d'Europe.  On  considère  ces  espèces 
comme  caractéristiques  de  l'origine  américaine,  et  voilà  donc  un 
moyen  de  déterminer,  dans  bien  des  cas,  la  provenance  de  l'échan- 
tillon. On  admet  en  général  que  les  graines  suivantes  sont  carac- 
téristiques de  l'origine  américaine: 

1°  Ambrosia  artemisiaefolia  {%  et  o;  PL  II.  n°  15).  La  graine 
nue  (III)  est  cireuse,  jaunâtre  et  transparente,  et  laisse  sur  le 
papier  une  trace  graisseuse  quand  on  l'écrase.  Souvent  on  rencontre 
les  fruits  de  cette  espèce  (II)  ;  dans  beaucoup  de  cas  le  calice  y 
adhère  encore  (I). 

2°  Euphorhia  Preslii  {Euphorbia  mamlata  Willd.  PI.  II.  n°  24), 
déterminée  par  M.  Burchard  à  Hambourg.  On  voit  assez  peu 
cette  graine.  La  plante  est  assez  commune  dans  les  Etats  atlanti- 
ques de  l'Union;  elle  est  rare  dans  le  Nord  des  Etats  Unis  et 
dans  le  Canada.  Sa  patrie  est  la  Pennsylvanie  et  la  Virginie  jusqu'à 
la  Géorgie  dans  le  Sud. 

3^    Plantago    Rugelii.    De    G.    (PI   II,  n".   22;   I   face  dorsale, 

11  face  ventrale).  Cette  graine  ressemble  beaucoup  à  celle  de  notre 
Plantago  major;  mais  la  couleur  est  noire  d'habitude,  et  la  testa 
présente  également  quelques  différences.  Cette  graine  est  très  générale- 
ment répandue  dans  toutes  les  semences  de  trèfle  américaines.  Je  l'ai 
trouvée  aussi  à  plusieurs  reprises  parmi  la  semence  de  graminées. 

4°  Panicum  capillare  L.  (PL  II,  n  \  14  ;  face  dorsale)  ;  une  petite 
graine,  très  luisante,  d'un  jaune  grisâtre  pâle.  Cette  espèce  très- 
caractéristique  Jut  déterminée  par  M.  Nobbe.  On  la  trouve  de 
temps  à  temps  en  Allemagne  à  l'état  subspontané. 

5°  Cuscuta  racemosa  Mart;  etc.  Il  faut  entendre  par  cet  „etc." 
quelques  autres  espèces  et  variétés  américaines  de  cuscute  qu'il 
n'y  a  pas  moyen  d'habitude  de  déterminer  exactement.  Cependant 
les  graines  en  question  sont  notablement  plus  grandes  que  celles 
de  notre  Cuscuta  Trifolii  Bab.,  et  d'une  coloration  plus  jaune  bru- 
nâtre (voir  Gusmta  chilensis  Ker.,  PL  I,  n°.  3  et  Gusmta  chloro- 
carpa  Engelm.,  PL  I,  n°.  4). 

Ces  cinq  espèces  sont  celles  que  Ton  considère  le  plus  générale- 
ment comme  caractérisant  l'origine  américaine.  Quelques  autres 
graines,  jadis  tenues  pour  absolument  caractéristiques,  se  sont  mon- 
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trées  n'avoir  pas  cette  valeur.  Ce  sont  celles  de  VAmaranthus 
retroflexus  L.,  p.  ex.,  originaire  de  la  Pensylvanie,  mais  qui  déjà 
depuis  des  années  se  propage  en  Europe,  du  sud  vers  le  nord.  Il 
y  a  déjà  plus  de  dix  ans,  cette  plante  se  rencontrait  sporadique- 
ment dans  notre  pays. 

Dans  ces  tout  derniers  temps,  M.  Burchard  surtout  a  longue- 
ment étiidié  ces  „graines  caractéristiques"  *).  Il  y  range  encore 
les  espèces  suivantes: 

1°  pour  l'Amérique  septentrionale:  les  Plantago  aristata  Mich. 
(PI  II,  n°.  21),  Lepidium  virginicum  L.  (PL  II,  n°.  19),  qui  res- 
semble beaucoup  à  VAlyssfwm  calydnum  L.  (PL  II,  n°.  20),  le  Spo- 
ctilaria  perfoliata  De  C,  une  petite  graine  luisante  (PL  II,  n^  23), 
le  Teucrium  canadense  L.,  qui  ressemble  beaucoup  au  Teucyrivm 
montanum  L.,  de  couleur  brun  clair,  avec  un  dessin  réticulé  grossier 
en  saillie,  le  PJiacelia  tanacetifolia  Benth.,  provenant  des  Etats 
atlantiques  de  TUnion,  graine  longue  de  3  mm.  et  large  de  iVs  mm  , 
le  Paspalum  laeve  Mich.  (smoot  erect  grass),  dont  la  graine  nue  est 
d'une  transparence  de  verre  (surtout  répandue  dans  les  semences 
de  l'Union  et  du  Canada,  et  trouvé  également  parmi  les  graines 
du  Lespedeza  striata  de  l'Amérique  du  Nord),  une  Labiée:  VHedeoma 
pulegioides  Pers.,  ressemblant  à  VOriganum  vulgare  L.,  puis  encore 
quelques  graines  que  Ton  n'est  pas  encore  parvenu  à  déterminer. 

2°  pour  la  partie  plus  méridionale  de  l'Amérique  du  Nord:  le 
Plantago  Hooheriana  Fisch. 

3'  pour  r  A  mérique  du  Sud  :  les  Galandrinia  procvmbens  Moris. 
et  Nicandra  physaloides  Gârtn.  (PL  I,  n°.  12  ;  à  gauche  un  fragment 
de  testa  un  peu  plus  grossi).  Le  N.  physaloïdes  a  d'ailleurs  été  rencon- 
tré de  temps  en  temps  dans  les  Pays-Bas.  La  graine  est  aplatie  et 
lenticulaire,  de  couleur  variant  du  jaunâtre  au  rouge  brun,  luisante, 
avec  des  dépressions  hexagonales  assez  profondes  dans  la  testa  ^). 

Il  n'y  a  que  de  très-rares  diflFérences  entre  les  graines  de  trèfle 
de  divers  états  européens.  M.  Brûmmer  citait  comme  caractéristiques 
pour  les  trèfles  italiens:  Arthrolobiurri  scorpioïdes,  Centawrea  solsti- 
tialis,  Helminthia  echioides  et  Torilis  nodosa  Gaertn.  Cela  me  paraît 
très   hasardé.  Non  parce  que  jamais  je  n'ai  rencontré  ces  graines. 


*)  Burchard,  Landw.  Versuchastat ,  1892,  p.  451. 

^)  Voir  aussi:  Stewart,  The  irapureties  of  clover  seed,  Jowa  Stat.  Bull,  No.  21, 
p.  805-814. 
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à  rexception  du  Torilis  nodosay  dans  les  quelques  trèfles  italiens 
qui  me  sont  venus  entre  les  mains;  mais  surtout  parce  que  les 
Arthrolohiwïïi  sœrpioides  De  C.  et  Helmmthia  echiaides  Gaertn.  se 
rencontrent  également  dans  les  trèfles  américains.  On  a  d'ailleurs 
également  trouvé  autre  part  le  Torilis  riodosa,  entre  autres  de 
temps  en  temps  dans  les  Pays-Bas.  M.  Burchard  citait  le  CepJuL- 
laria  transsylvanica  R.  S.  et  plus  tard  encore  VHyoseris  scahra  L. 
comme  caractéristiques  de  l'origine  sud-européenne.  D'une  manière 
générale,  la  distinction  de  trèfles  de  provenance  européenne  diverse 
est  chose  très  incertaine,  jusqu'ici  encore  privée  de  toute  base  solide. 

C'est  d'ordinaire  pour  le  trèfle  rouge  seulement  que  Ton  de- 
mande des  déterminations  de  Torigine  reposant  sur  les  données 
dont  il  a  été  question  ci-dessus.  Je  rappellerai  que  tout  ce  qui  a 
été  dit  de  cette  détermination  ne  se  rapporte  qu'à  cette  seule  variété. 

Parmi  les  semences  de  graminées  américaines  —  ceci  soit  re- 
marqué en  passant  —  on  rencontre  aussi  en  grande  quantité  le 
Plantage  Rv^felii  ;  M.  Burchard  y  a  trouvé  aussi  le  Paspalvm  cilir 
atifolivm  Michx.,  dont  la  graine  ressemble  beaucoup  au  Panicvmh 
capillare  L.  Les  Plantago  Rugelii  et  Panicvm  capillare  sont  égale- 
ment caractéristiques  pour  la  luzerne  américaine. 

Dans  la  plupart  des  cas  les  déterminations  de  l'origine  n'ont 
rapport  qu'à  la  question  de  savoir,  si  un  échantillon  donné  de 
trèfle  rouge  est  oui  ou  non  de  provenance  américaine;  et  dans 
bien  des  cas  il  est  possible  de  donner  à  cette  question  générale  une 
réponse  définitive.  Il  n'en  est  plus  tout  à  fait  de  même,  à  mon 
avis,  si  Ton  désire  des  renseignements  détaillés.  Le  plus  souvent 
on  n'en  peut  donner  aucun;  c'est  tout  au  plus  si  dans  quelques 
cas  il  y  a  moyen  d^indiquer  l'origine  probable.  Il  serait  fortement 
à  désirer  pour  le  prestige  des  laboratoires,  qui  s'occupent  de  l'exa- 
men des  semences,  que  Ion  insistât  sur  l'incertitude  des  détermina- 
tions dans  les  cas  douteux,  —  et  ils  le  sont  très  généralement,  —  au 
lieu  de  deviner  au  hasard,  comme  on  le  fait  beaucoup  aujourd'hui. 

Mais  le  lecteur  se  sera  demandé  s'il  n'est  pas  possible  que  des 
espèces  américaines,  introduites  et  semées  en  même  temps  que  le 
trèfle  rouge  américain,  se  multiplient  chez  nous  et  deviennent  indi- 
gènes. Et  en  effet,  il  y  a  là  un  danger  pour  la  détermination  déjà 
si  incertaine  de  l'origine.  Le  Cuscuta  racemosa  et  VAmhrosia  ont 
été  trouvés  çà  et  là  à  l'état  sporadique  en  Allemagne  parmi  les 
trèfles  américains,  et  surtout  les  luzernes  américaines.  Cependant 
cette  apparition  est  demeurée  purement  sporadique.  Jamais  on  n'a 
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trouvé,  parmi  les  semences  commerciales  d'origine  incontestablement 
européenne,  les  ^graines  caractéristiques''  que  j'ai  citées.  En  général 
le   pouvoir  germinatif  de  ces  espèces  américaines  laisse  beaucoup 
à  désirer,  comme  je  l'ai  appris  par  expérience  personnelle. 

La  question  de  l'origine  de  nos  trèfles  doit  sa  grande  importance 
aux  variations  du  pouvoir  de  résistance  et  de  la  productivité,  que 
montrent  les  diverses  variétés  de  Trifolium  pratensCy  transportées 
dans  notre  climat.  On  admettait  jusque  dans  ces  tous  derniers 
temps  que  les  trèfles  américains  fournissaient  une  culture  inférieure 
aux  trèfles  indigènes,  et  qui  résistait  moins  bien  à  l'hiver. 

Il  faut  chercher  le  fondement  de  cette  opinion  bien  moins  dans 
les  résultats  d'expériences  de  culture  sérieuses  que  dans  une  forte 
proportion  de  préjugés,  d'escroquerie,  de  superstitieuse  confiance 
en  des  autorités  ou  soi-disant  autorités.  La  fourberie  doit  être 
comptée  comme  une  des  causes  de  cette  opinion  erronée  ;  car  bien 
des  quantités  de  trèfle  européen  de  valeur  marchande  à  peine  ap- 
préciable ont  été  vendues  à  bas  prix  comme  trèfle  américain. 
Mais  peu  à  peu  on  revient  de  l'erreur  d'autrefois.  Des  expériences 
récentes  et  précises  ont  montré  que  l'on  peut  obtenir  aussi  d'excellent 
trèfle  américain,  plus  pur  que  notre  trèfle  indigène,  d'un  plus  grand 
pouvoir  germinatif,  et  donnant  aussi  une  culture  résistant  bien  à 
rhiver.  Des  trèfles  de  cette  nature  proviennent  surtout  du  Canada 
Voilà  bien  une  indication  que  les  trèfles  américains  à  employer 
sont  ceux  que  Ton  cultive  le  plus  septentrionalement  possible  et 
qui  (en  conséquence?)  ont  un  grand  poids  absolu  de  graine.  Aussi  les 
trèfles  américains  à  grain  grossier  sont-ils  fréquemment  recommandés 
dans  ces  derniers  temps,  même  par  des  autorités,  qui  jadis  les  avaient 
mis  à  l'index. 

La  signification  des  déterminations  d'origine  a  donc  encore  quelque 
peu  diminué. 

Après  cette  digression  à  propos  de  la  détermination  de  l'origine, 
que  nous  pourrions  appeler  une  analyse  spéciale  de  la  pureté,  je 
me  permets  de  présenter  au  lecteur  une  analyse  botanique  d'un 
trèfle  blanc. 

Cette  analyse  nous  permet-  d'observer  un  tout  autre  aspect  de  la 
flore  sauvage.  Le  trèfle  blanc  dont  l'analyse  est  donnée  ci-dessous 
renfermait  entre  autres  beaucoup  de  cuscute,  mais  r^e  montrait  pas 
VAlysmm  calydnvm^  autrement  si  répandu  dans  cette  semence. 
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Nombre  de  graines. 


NOM  DE   L'ESPÈCE 


Dar  ker     *^*°^  ^.^• 
P*^  ^^r.    ipj^r  hectare. 


1.  Anthémis  arvensis  L.,  anthémide  des  champs,  o  j  1000  20000 

2.  Areriaria  serpyllifolia  L.,  sabline  à  feuilles  de 

serpolet,  o i  1000  20000 

3.  Brvmella  vulgaris  L.,  brunelle  commune,  %  .  2400  48000 

4.  Cerastium  triviale  Link,  céraiste  vulgaire,  %  |  4800  96000 

5.  Chenopodium  aUmm  L.,  ansérine  blanche,  o  .  .  400  8000 

6.  Cusmta  trifolii  Bab.,  cuscute  du  trèfle,  o  .  .  '  14200  284000 

7.  Géranium  j^asillum  L.,  géranium  fluet,  Q|.  .  .  i  4400  880i>0 

8.  Myosotis  intermedia  Link,  myosotis  intermé-  i 

diaire  Q|. I  400  8000 

9.  Plantago  lanceolata  L.,  plantain  lancéolé,  %.  |  4400  88000 
10.  Plantago  m/ajor  L.,  grand  plantain,  Q|.  .  .  .  .  i  1200  24000 
11. ,  Pyrethrum  inodorum  Ij.,  pyrèthre  inodore,  o,  ê  200  4000 

12.  Rvmex  acetosella  L.,  petite  oseille,  % 143200  2864000 

13.  Silène  inflata  L.,  silène  renflé,  % 400  8000 

14.  Stellaria  média  Vill.  mouron  des  oiseaux,  o  .  I  3000 ,  60000 

15.  Trifolium  procuwibenSy  trèfle  couché,  o  .  .  .  .  200 1  4000 

16.  Viola  tricoUyr  L.,  pensée,  o,  è i  400  8000 


Total 


181600  3632000 


Ce  trèfle  provient  du  printemps  de  1894.  Le  tableau  précédent 
nous  montre  donc  en  premier  lieu,  que  tout  récemment  même  on 
met  en  vente  du  trèfle  dépassant  encore  de  loin  en  impureté  le 
trèfle  rouge  allemand  d'autrefois,  tel  qu'il  a  été  décrit  ci-dessus. 
Dans  le  courant  du  printemps  dernier  j'ai  eu  entre  les  mains  des 
échantillons  de  trèfle,  dont  la  teneur  en  impuretés  nuisibles  s'élevait 
à  plus  de  18%. 

Nous  voyons  ensuite,  en  comparant  les  trois  analyses  botaniques 
précédentes,  que  la  proportion  dans  laquelle  se  rencontrent  les 
graines  des  diverses  mauvaises  herbes  est  très  variable.  C'est  ce  que 
je  vais  encore  préciser  davantage. 

Supposons  que  nous  ayions  à  déterminer  les  impuretés  d'un  très 
grand  nombre  de  trèfles:  des  trèfles  rouges  européens,  des  trèfles 
rouges  américains,  des  trèfles  blancs.  Admettons  encore  que  pour 
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cette  détermination  nous  emplojrions  toujours  une  même  quantité, 
p.  ex.  10  grammes.  Nous  notons,  dans  chaque  cas  particulier, 
combien  de  fois  nous  rencontrons  chacune  des  espèces  de  mauvaises 
herbes,  et  nous  réduisons  la  quantité  trouvée  en  centièmes.  Ce 
procédé  nous  conduit  à  un  aperçu  général  de  la  proportion  des 
difiërentes  graines  de  mauvaises  herbes  dans  les  espèces  de  trèfle 
dont  il  s'agit;  et  nous  pourrions  parler  de  la  ^fréquence  pour  cent" 
de  ces  graines.  Nous  ne  considérerons  provisoirement  que  les 
mauvaises  herbes  les  plus  généralement  répandues  dans  les  espèces 
de  trèfle  citées.  Les  valeurs  approximatives  que  nous  trouvons 
pour  „la  fréquence  pour  cent"  sont  alors  les  suivantes. 


NOM   DE   L'ESPÈCE. 


Fréquence  %  approxi- 
mative dans 

le  trèfle 

rouge 

d'Europe. 

le  trèfle 
rouge 
d'Amé- 
rique. 

le  trèfle 
blanc. 

0 

0 

60 

0 

10 

t) 

20 

0 

50 

0 

0 

40 

20 

20 

25 

0 

0 

60 

35 

30 

20 

40 

0 

0 

10 

0 

25 

10 

0 

50 

80 

20 

65 

0 

50 

0 

5 

0 

0 

80 

50 

90 

40 

60 

0 

10 

0 

0 

10 

0 

15 

25 

10 

30 

5 

0 

30 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 
10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 


Alyssum  calydnum  L 

Amaranihus  retroflexus  L 

Anthémis  arvensis  L 

Arenaria  serpyllifolia  L 

Brwnella  vulgaris  L 

Cerastivm  triviale  Link 

Chenopodium  album  L 

Daucus  Carota  L , 

Géranium  pusillum  L 

Myosotis 

Plania^/o  lanceolata  L 

Plantago  Rugelii  De  C 

Ramunculus 

Rumex  a/^tosella  L 

Setaria  viridis  et  verticillata  Beauv 

Sherardia  arvensis  L 

Spergula  arvensis  L 

Stellaria  raedia  Vill 

Viola  tricohr  L 


Partout  où,  dans  ce  tableau,  la  ^fréquence  pour  cent"  se  trouve 
représentée  par  0,  ce  fait  signifie  que  lors  de  Texamen  de  10  gram- 
mes seulement  l'espèce  en  question  a  été  trouvée  moins  de  1  fois 
par  100  épreuves. 
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Les  résultats  numériques  cités  ci-dessus  reposent  sur  mes  recher- 
ches du  printemps  de  1894,  et  ne  doivent  à  aucune  condition 
être  considérées  comme  des  valeurs  absolues.  Il  faut  surtout  consi- 
dérer les  proportions  relatives.  Les  graines  de  mauvaises  herbes, 
déterminées  dans  mes  analyses  botaniques,  et  non  introduites  dans 
le  tableau  ci-dessus,  furent  rencontrées  pour  la  plupart  dans  moins 
de  1  %  des  échantillons  examinés,  quand  je  n'employai  aux  expé- 
riences que  10  grammes  tout  au  plus.  Pour  faire  une  analyse  bo- 
tanique, nous  nous  servons  de  quantités  notablement  plus  grandes. 

Il  va  de  soi  que  pour  faire  une  bonne  analyse  botanique,  il 
faut  connaître  assez  bien  de  graines  de  mauvaises  herbes,  une 
connaissance  que  Ton  ne  peut  acquérir  que  par  la  pratique,  en 
faisant  beaucoup  d'analyses  et  en  collectionnant.  Afin  de  mettre 
le  lecteur  en  mesure  de  faire  connaissance  avec  quelques-unes  de 
ces  graines,  j'ai  figuré  ci-après  quelques-unes  des  plus  caracté- 
ristiques. 

Nous  ne  nous  sommes  pas  encore  occupés  en  détail  jusqu'ici  des 
impuretés  de  la  semence  de  graminées. 

En  général,  l'impureté  nuisible  des  semences  d'herbe  du  com- 
merce n'est  pas  aussi  grande  que  celle  de  nos  trèfles.  On  peut  dire 
hardiment  que  dans  les  bonnes  semences  commerciales  elle  dépasse 
rarement  1  %.  Il  n'est  pas  nécessaire  de  donner  ici  une  seule  ana- 
lyse botanique  à  l'appui  On  trouve  surtout,  parmi  les  graminées, 
des  graines  d'autres  espèces  de  graminées  :  spécialement  des  Bromus 
et  Holcus,  L'Hypocliaeris  radicata  est  très  répandu  dans  toutes  les 
semences  d'herbes.  La  détermination  de  l'origine  n'est  d'aucune 
importance  chez  les  graminées.  On  trouve  dans  ces  derniers  temps 
sur  le  marché  beaucoup  de  graminées  originaires  de  la  Nouvelle 
Zélande  {Dactylisl).  Ces  semences  se  distinguent  à  la  fois  par  une 
grande  pureté  et  un  excellent  pouvoir  germinatif. 

La  pureté  des  semences  de  graminées  du  commerce  a  constam- 
ment progressé.  Cela  est  vrai  surtout  de  VAgrostis  stonolifera^  jadis 
une  des  plus  mauvaises  graminées,  ayant  à  peine  plus  de  30  %  de 
valeur  culturale  et  un  poids  par  litre  d'environ  200  grammes.  Au- 
jourd'hui c'est  une  de  nos  meilleures  semences,  fournissant  rare- 
ment moins  de  80%  de  valeur  culturale  et  pesant  à  peu  près 
600  grammes  au  litre. 

La  plus  gi'ande  partie  des  impuretés,  qui  se  rencontrent  dans 
les    semences  de    graminées,   se    compose    de    fleurs    stériles,    ce 
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qu'on  appelle  des  ^grains  vides".  Ces  „grains  vides''  étaient  jadis 
ordinairement  comptés  avec  les  graines  pures,  et  employés  en  même 
temps  que  celles-ci  à  la  détermination  du  pouvoir  germinatif  C'est 
pourquoi  les  anciens  résultats  numériques  étaient  relativement  si 
bas.  Dans  ces  derniers  temps  on  est  parvenu  à  éloigner  ces  fleurs 
stériles,  et  à  rendre  ainsi  plus  exacte  la  notion  de  la  pureté  des 
herbes.  Je  reviendrai  tout  à  l'heure  sur  ce  point  à  propos  de  la 
pratique  de  l'examen. 

La  luzerne  et  la  lupuline  sont  dans  presque  tous  les  cas  d'une 
grande  pureté,  bien  plus  pures  que  les  trèfles.  liCS  mauvaises 
herbes,  que  nous  y  rencontrons,  se  rapprochent  des  espèces  à  grai- 
nes grossières  que  nous  trouvons  dans  le  trèfle.  On  a,  dans  ces 
dernières  années,  également  demandé  pour  la  luzerne  la  détermi- 
nation de  l'origine. 

Celle-ci  se  fait  de  la  même  manière  que  pour  le  trèfle  rouge; 
et  l'on  admet  généralement  avec  raison  que  les  mauvaises  herbes, 
indiquant  l'origine  américaine  des  trèfles,  sont  également  carac- 
téristiques de  l'origine  américaine  des  luzernes.  Mais  il  nous  faut 
encore  relever  ici  que  c'est  surtout  parmi  les  luzernes  américaines 
que  Ton  rencontre  les  cuscutes  américaines. 

On  peut  poser  en  règle  générale  que  dans  une  semence  donnée 
se  rencontrent  surtout  les  mauvaises  herbes,  qui  se  rapprochent 
de  l'espèce  examinée  par  la  grosseur  de  leurs  graines  et  l'époque 
de  leur  maturité. 


II.   SUR    LES   GRAINES   DES   PLANTES   PARASITES. 

Parmi  les  impuretés  nuisibles  de  nos  semences  de  culture  nous 
rencontrons  les  représentants  d'un  ou  deux  genres,  appartenant 
aux  parasites  végétaux  phanérogames.  Les  espèces  d'un  de  ces 
deux  genres,  Oascuta,  vivent  aux  dépens  des  organes  aériens  de 
leur  hôte;  le  second  genre,  Orobcmchef  s'attaque  aux  racines.  Les 
autres  parasites  phanérogames  ne  se  rencontrent  pas  parmi  les 
plantes  de  culture  européennes.  Le  Lathraea  squœmaria  L.,  trouvé 
une  ou  deux  fois  dans  le  Limbourg  hollandais,  vit  en  parasite  sur 
les  racines  de  différents  arbustes,  par  exemple  sur  le  noisetier.  Le 
Loranthus  ewropaeus  Jacq.,  fait  défaut  dans  notre  pays  comme  en 
Allemagne  (où  on  ne  le  trouve  qu'aux  environs  de  Pirna  en  Saxe, 
ARCHIVES  v.  3 
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et  en  Bohême).  Le  Viscvm  alhum  L.,  le  gui,  n'entre  pas  non  plus 
en  ligne  de  compte. 

Considérons  à  présent  la  cuscute. 

La  graine  mûre  de  cette  plante  germe  à  la  surface  du  sol  vers  le  qua- 
trième ou  le  cinquième  jour.  La  base  de  la  radicelle  est  fortement 
épaissie  et  supporte  la  tigelle  filiforme,  blanche,  verticalement  dressée, 
couronnée  au  début  par  les  restes  de  la  testa.  Le  développement 
ultérieur  de  la  jeune  plante  dépend  maintenant  de  la  présence  d'un 
hôte.  Celui-ci  fait-il  défaut,  la  plante  périt  promptement.  Mais  si  une 
plante  nourricière,  une  plante  de  trèfle  par  exemple,  se  trouve 
dans  le  voisinage,  la  cuscute  s'enroule  autour,  et  s'accroît  à  ses 
dépens,  passant  d'un  organe  à  l'autre  et  d'une  plante  à  la  plante 
voisine.  Si  nous  examinons  avec  quelque  attention  les  spirales 
décrites,  nous  remarquerons  que  la  cuscute,  en  de  nombreux  en- 
droits, forme  quelques  tours  très  serrés  autour  des  tiges  qui  la 
supportent.  En  ces  endroits  il  y  a  des  proéminences  verruqueuses, 
d*où  sortent  les  suçoirs.  Ceux-ci  pénétrent  dans  l'hôte,  lui  enlèvent 
ses  sucs  nourriciers  et  le  tuent.  Ce  n'est  qu'après  une  riche  floraison 
en  juillet  et  août,  et  après  avoir  produit  des  graines  très  nombreuses, 
que  la  plante  parasite  meurt  à  son  tour. 

Le  genre  Cuscuta  comprend  77  espèces,  et  un  grand  nombre  de 
variétés,  dont  Engelmann  *)  a  donné  une  monographie  détaillée. 
On  ne  trouve,  à  proprement  parler,  à  Tétat  indigène  chez  nous 
que  trois  espèces  :  G.  epilinum  Weihe,  sur  le  lin  ;  C.  epithymum 
Murray,  sur  diverses  mauvaises  herbes,  entre  autres  sur  le  thym; 
et  C.  europaea  L.,  l'espèce  la  plus  généralement  répandue  des  trois, 
sur  diverses  mauvaises  herbes  dans  la  basse  futeie.  La  cuscute  du 
trèfle,  C.  Trifolii  Bab.,  n'est  en  réalité  qu'une  variété  à  croissance 
luxuriante  du  C.  epithymum  Murray.  En  Allemagne,  en  Belgique, 
en  France  et  en  Suisse  il  y  a  environ  7  espèces  ^). 

Récemment  la  connaissance  de  quelques  espèces  américaines  à 
pris  aussi  une  certaine  importance  pratique.  En  général  cependant 
les  espèces  ou  variétés  suivantes  sont  les  seules  qui  aient  pour 
nous  un  intérêt  réel: 

1.  Ouscuta  epithymvm  Murray,  sur  diverses  mauvaises  herbes, 
sur  des  graminées,  des  trèfles  et  des  ombelUfères  (PI.  I  n°.  10). 


')  De  generis  Cuscut,  etc.  Brl.  1860. 

*)  Voir  entre  autres:  Camus,  Catalogue  des  plantes  de  France,  de  Suisse  et 
de  Belgique  (1888);  et  l'excellente  Flora  von  Deutschland  de  Garcke  (1890). 
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Engelmann  distingue  5  variétés  de  cette  espèce,  parmi  lesquelles 
je  citerai,  à  Texemple  de  M.  Harz  '  )  : 

a.  vulgaris  Engelm.  (=  Cuscnita  Trifolii  Babington),  la  vraie 
cuscute  du  trèfle,  la  forme  la  plus  générale  dans  TEurope 
centrale.  Le  C.  Trifolii  Bab.,  n'est  que  la  forme  plus  robuste 
de  cette  variété,  mais  lui  ressemblant  en  tous  points  par 
ses  caractères  morphologiques  (PL  I,  n°.  2). 

b.  macranthera  Engelm.  sur  VUlex  ou  ajonc  et  sur  VErica; 
répandu  dans  toute  TEurope  méridionale. 

c.  augusta  Engelm.,  sur  des  arbustes  et  des  arbres  de  l'Europe 
méridionale. 

2.  Cuscuta  europaea  L.,  la  cuscute  d'Europe,  très  répandue  sur 
l'ortie,  le  chanvre,  le  houblon  et  le  saule.  La  variété  Vidae  Engelm. 
est  une  forme  à  plus  grandes  fleurs,  parasitant  sur  les  vesces  et  les 
trèfles  (PI    I,  n^  11). 

3.  Cuscuta  epilinum  Weihe,  la  cuscute  du  lin,  qui  cause  souvent 
de  grands  ravages.  Fréquemment  on  trouve  des  graines  de  cette 
espèces  réunies  par  paires  (PL  I,  n°.  1). 

4.  Cuscuta  lupuliformis  Krocker,  la  cuscute  du  lupin,  se  trouvant 
souvent  en  grande  quantité  en  Bohême,  en  Silésie,  en  Hongrie,  en 
Autriche,  dans  la  Russie  centrale,  mais  rare  d'ailleurs  et  peu  stable. 
Les  graines,  en  tétraèdre  sphérique  allongé,  ont  l*/^ — 1^/^  mm.  de 
long  et  appartiennent  donc  aux  plus  grandes  parmi  les  cuscutées 
(PI   I,  n«.  5). 

5.  Cuscuta  Toonogyna  Auct.,  dans  l'Europe  méridionale,  entre 
autres  dans  le  midi  de  la  France  sur  la  vigne. 

6.  Cuscuta  Gronovii  Willd.,  la  forme  la  plus  générale  au  Canada, 
en  Floride,  et  s'étendant  vers  l'ouest  jusqu'au  Missouri  et  l'Ar- 
kansas.  Cette  espèce  a  été  trouvée  de  temps  en  temps  en  Europe, 
introduite  en  même  temps  que  des  semences  américaines.  Engel- 
mann en  distingue  trois  variétés,  originaires  de  différentes  parties 
des  Etats-Unis. 

7.  Cuscuta  racemosa  Martius,  espèce  américaine,  dont  on  distingue 
5  variétés,  parmi  lesquelles  il  faut  nommer: 

a.  Brasiliana  Engelm.,  au  Brésil,  entre  autres  aux  environs 
de  Rio  de  Janeiro; 

b.  miniata  Engelm.,  au  Brésil; 


*)  Voir:  Habz,  Landw.  Samenkunde,  2e  Aufl. 

3* 
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c.  chiliana^  au  Chili,  parmi  les  graines  du  Medicago  sativa. 
C'est  cette  variété  qui  a  été  surtout  introduite  en  Europe. 
Déjà  en  1843  on  la  rencontrait  près  Weilberg  en  Nassau; 
en   1845  près  Halle;  et  dans  les  deux  cas  sur  la  luzerne 

8.  Cuscuta  chilensis  Ker.  générale  au  Chili.  Les  graines  ovales 
comprimées,  de  0,7  à  0,8  mm.  de  longueur,  se  rencontrent  quel- 
quefois, mais  rarement,  parmi  les  semences  de  luzerne  américaine. 
(PL  I  n^  3). 

9.  Cuscuta  chlorocarpa  Engelm.,  St.  Louis,  Missouri,  Illinois, 
Wisconsin,  Arkansas  (PI.  I,  n^.  4). 

10.  Cuscuta  tenuiflora  Engelm  ,  Missouri,  Illinois,  Nouveau  Mexi- 
que, etc. 

Ces  deux  dernières  espèces  se  rencontrent  aussi  de  temps  en 
temps  parmi  les  semences  américaines.  On  ne  pourrait  les  recon- 
naître qu'en  les  cultivant,  car  les  graines  ne  se  distinguent  pas 
Tune  de  l'autre. 

Les  cuscutacées  appartiennent  encore  sans  le  moindre  doute  aux 
impuretés  les  plus  redoutées  de  nos  semences  commerciales.  Qui- 
conque s'imagine,  qu'elles  ont  complètement  disparu  après  plus 
de  vingt  ans  d'un  contrôle  actif  des  semences,  verse  dans  une 
profonde  erreur.  Parmi  les  échantillons  de  trèfle,  examinés  en  Hol- 
lande dans  le  courant  du  printemps  de  1894,  il  n'y  en  eut  pas 
moins  de  16%  qui  renfermaient  la  cuscute. 

On  trouvera  plus  bas  la  description  de  l'examen  des  semences, 
tel  qu'il  doit  être  exécuté. 

La  couleur  des  graines  de  la  cuscute  du  trèfle  est  gris  d'argile, 
et  tous  les  caractères  externes  de  la  graine  sont  d'ailleurs  de  nature 
à  provoquer  facilement  des  erreurs.  Il  est  donc  à  recommander 
dans  tous  les  cas  de  couper  les  graines  en  deux:  l'embryon  en- 
roulé en  spirale,  sans  cotylédons,  est  caractéristique  pour  les  cus- 
cutacées. La  radicelle  n'a  pas  de  piléorhize;  l'extrémité  radiculaire 
de  Tembryon  est  plus  épaisse  que  l'extrémité  tigellaire. 

On  trouve  PL  I,  n^.  17,  la  représentation  d'une  graine,  coupée 
transversalement,  du  C.  Trifolii.  Le  grossissement  est  d'environ 
120  fois.  L'embryon  spirale  a  été  sectionné  deux  fois,  une  fois  dans 
le  sens  transversal,  l'autre  dans  le  sens  de  la  longueur.  Cela 
provient  de  ce  que  les  tours  de  spire  ne  sont  pas  situés  dans  un 
même  plan  L'embryon  est  environné  des  cellules  de  l'endosperme, 
remplies  de  fécule;  et  autour  de  l'endosperme,  immédiatement  au- 
dessous   de   la  testa  proprement  dite,  se  trouve  une  assise  de  cel- 
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Iules  à  gluten.  Une  section  transversale  du  tégument  séminal  se 
trouve  représentée  fig.  8,  à  un  plus  fort  grossissement  (environ 
500  fois).  Sous  une  très  mince  cuticule  s'étend  une  première 
couche  (I),  formée  de  cellules  cubiques,  à  laquelle  fait  suite  une 
deuxième  assise  (II),  composée  d'éléments  prismatiques  et  cubiques, 
dont  les  parois  sont  colorées  en  brun  pâle  et  les  cavités  ordinai- 
rement complètement  vides.  La  troisième  assise  (III)  est  constituée 
par  des  cellules  palissadiques  étroites,  incolores,  dont  la  cavité  in- 
terne est  réduite  à  une  simple  fente.  La  quatrième  assise  (IV) 
n'appartient  probablement  plus,  au  point  de  vue  morphologique,  au 
tégument  séminal  proprement  dît.  Elle  est  formée  de  3 — 6  couches 
de  cellules  fortement  comprimées.  A  cette  quatrième  assise  succèdent 
les  cellules  à  gluten  (k),  et  à  celles-ci  les  cellules  à  amidon  de 
Tendosperme  (e).  La  fîg.  9  représente  le  tégument  séminal,  vu  par 
la  face  supérieure,  à  un  grossisement  d'environ  120  diamètres. 

J'ai  cru  devoir  décrire  cette  espèce  un  peu  plus  en  détail.  Qui- 
conque doit  contrôler  un  grand  nombre  de  déterminations  de  cuscute 
sera  presque  obligé  d'avoir  recours  de  temps  en  temps  à  l'examen 
microscopique. 

Passons  à  présent  à  quelques  remarques  relatives  aux  orobanchées. 

La  tige  dressée  des  orobanchées  présente  à  sa  base  un  suçoir 
renflé,  qui  s'est  si  bien  fusionné  avec  les  tissus  de  la  racine  hôtesse, 
qu'il  ne  forme  plus  qu'un  tout  avec  eux. 

On  trouve  dans  l'Europe  centrale  environ  24  espèces  d'orobanche, 
dont  huit  ou  neuf  dans  les  Pays-Bas.  Toutes  ces  espèces  ne  nous  in- 
téressent pas  également.  Grâce  aux  méthodes  perfectionnées,  aujour- 
d'hui en  usage  pour  la  purification  des  semences  commerciales, 
les  graines  excessivement  ténues  des  orobanches  ne  se  rencontrent 
plus  que  très  rarement.  On  peut  rencontrer  par  ex.  dans  le  trèfle  : 
YOroJxmclie  minor  Sutt.  ou  petite  orobanche,  et  VO.  Galii  Dub.  ou 
orobanche  du  gaillet.  La  luzerne  est  surtout  infestée  par  VO.rubens 
Wallr.  et  VO.  minor  Sutt.  L'O.  raraosa  L.  attaque  le  lin  et  le 
chanvre;  10.  cruenta  Bertol.  le  Lotv^  comiculatus.  Les  semences 
de  tabac  renferment  de  temps  en  temps  un  peu  d'O.  rarriosa  L. 
L'O.  Rapum  Thuill.  se  rencontre  sur  les  racines  du  Sarothamnus 
scoparius.  L'O.  Hederae  Vauch.,  une  forme  vivant  aux  dépens  du 
lierre,  n'est  qu'une  variété  de  l'O.  minor  Sutt.  (pi.  II,  n°  18). 

J'ai  représenté  dans  la  fig.  16,  pi.  II,  la  graine  de  VOrobanche 
ramosa  L.  grossie.  On  trouve  fîg.  17,  PL  II  une  coupe  de  cette 
même  graine,  à  un  grossisement  d'environ  350  fois.  L'O,  ramosa 
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L.  se  rencontre  peut  être  bien  plus  fréquemment  dans  ces  dernières 
années  que  les  autres  orobanches  C'est  pourquoi  j'ai  cru  qu'une 
section  de  cette  graine,  qui  n'est  pas  trop  généralement  connue, 
pouvait  être  utilement  figurée. 

Le  spermoderme  se  compose  d'une  seule  couche  de  grandes 
cellules  colorées  en  brun,  à  parois  latérales  et  internes  fortement 
épaissies  et  munies  de  ponctuations  nombreuses.  Ces  ponctuations 
sont  d'ordinaire  plus  ou  moins  ovales  chez  VO.  ramosa,  plus 
arrondies  chez  les  autres  espèces.  Sous  la  testa  s'étend  une  assise 
brun  clair,  en  apparence  homogène,  à  laquelle  fait  suite  immédia- 
tement l'endosperme.  Les  cellules  de  l'endosperme  sont  épaissies 
sur  les  cloisons  latérales,  mais  surtout  sur  les  parois  adjacentes 
à  la  testa.  L'embryon  est  constitué  par  des  cellules  riches  en  huile 
et  en  albuminoïdes.  C'est  un  simple  petit  corps  arrondi,  complè- 
tement enveloppé  par  les  cellules  de  l'endosperme. 

D'après  Just  (Beschreibung  des  Kleewiïrgers,  Karlsruhe,  1886), 
un  seul  individu  à'Orohanclie  minor  Sutton  ne  donne  pas  moins 
de  150000  graines.  Nous  avons  déjà  fait  remarquer  cependant  que 
les  graines  de  ce  parasite  ne  se  rencontrent  plus  que  rarement 
dans  les  semences  commerciales. 

Panni  les  cryptogames  parasites  c'est  surtout  l'ergot,  si  abondant 
sur  le  seigle,  que  nous  retrouvons,  et  souvent  en  grande  quantité, 
dans  les  semences  de  nos  graminées.  Ce  sont  spécialement  le  Poa 
et  VAgrostis  qui  y  sont  sujets.  Il  va  de  soi  que  l'ergot  doit  être 
rangé  au  nombre  des  impuretés  nuisibles. 


IIL  Sur  les  graines  des  autres  mauvaises  hekbes. 

Les  graines  des  plantes  non  parasites,  qui  ne  proviennent  pas 
de  plantes  de  culture  mais  de  mauvaises  herbes,  doivent  être 
également  rangées  au  nombre  des  impuretés  nuisibles.  Peu  importe 
que  les  dommages  causés  soient  souvent  insignifiants  et  toujours 
indirects.  Ces  espèces  en  effet  occupent  une  portion  de  la  surface 
destinée  à  la  plante  de  culture,  lui  dérobent  une  partie  de  la 
lumière  en  la  couvrant  de  leur  ombre,  et  empruntent  au  sol  leur 
part  de  matières  nourricières. 
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La  perte  en  superficie  du  sol  est  bien  plus  grande  qu'on  ne 
se  rimagine  dans  la  plupart  des  cas.  Le  calcul  suivant,  dû  à 
M.  NoBBE,  présente  quelque  intérêt  à  cet  égard.  Supposons  que 
par  kgr.  de  trèfle  rouge  il  y  ait  10000  graines  de  plantain  moyen 
CPlantago  média),  et  que  les  plantes  issues  de  ces  graines  donnent 
toutes  une  rosette  caulinaîre  de  feuilles,  de  15  cm.  de  diamètre. 
Ces  plantains  occupent  déjà  la  moitié  de  l'espace  réservé  à  1  kgr. 
de  graines. 

Il  y  a  environ  72%  de  mauvaises  herbes  qui  sont  annuelles; 
20%  sont  vivaces  et  8%  bisannuelles.  La  quantité  des  graines 
qu'elles  produisent  est  incroyable.  M  Buckland  *)  a  rassemblé 
quelques  données  à  ce  sujet,  que  je  reproduis  dans  le  tableau 
suivant.  Les  nombres  dans  les  deux  colonnes  représentent  respec- 
tivement le  nombre  de  fleurs  ou  de  capitules  et  le  nombre  de 
graines,  rencontrés  par  M.  Buckland  sur  chaque  espèce  examinée. 


NOM  DE  L'ESPÈCE. 


I    Nombre  de 
fleurs 
ou  de 
capitules. 


Nomi)re  do 
graines 

ou 
de  fruits. 


Aeihusa  Cynapium  L.,  petite-ciguë . 

Agrostemma  Githago,  L,  nielle  des  blés.  .  .  . 

Carduus  nutans  L ,  chardon  penché 

Daucus  Carota  L.,  carotte 

Galmm  Aparine  L.,  gratteron 

Galium  tricorne  L.,  gaillet  à  trois  cornes .  .  . 
Lychnis  diuma  Sibth,  compagnon  rouge  .  .  . 

Papaver  Rhoeas  L.,  coquelicot 

Pastinaca  sativa  L.,  panais  cultivé 

Senecio  vulgaris  L.,  séneçon  commun 

Sinapis  arvensis  L.,  moutarde  sauvage   .... 

Sinapis  nigra  L.,  moutarde  noire 

Sfyachus  arvensis  L.,  laiteron  des  champs .  .  . 
Stellaria  média  VilL,  mouron  des  oiseaux  .  . 
Vida  tetrasperma  L.,  vesce  tétrasperme .... 


— 

600 

7 

2590 

— 

3750 

1200 

— 

1100 

— 

200 

— 

25137 

200 

50000 

— 

1200 

130 

6500 

400 

4000 

- — 

1200 

190 

19000 

50 

500 

"~^ 

180 

Exceptionnellement  certaines  plantes  produisent  parfois  un  nom- 
bre de  graines  encore  plus  grand.  M.  Nobbè  a  pu  compter  un  jour 


»)  Joum.  Roy.  Soc.  XVI.  p.  359. 
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(1874)  sur  un  seul  exemplaire  de  Senedo  vemalis  M.  et  K.  jusque 
273  capitules  avec  39585  fruits  mûrsl  Une  aigrette  de  poils,  des 
appendices  aliformes,  des  crochets,  des  prolongements  pointus,  des 
matières  glutineuses,  bien  d'autres  moyens  encore,  que  le  lecteur 
connaîtra,  favorisent  beaucoup  la  dispersion  des  graines  de  mauvaises 
herbes.  Un  excellent  moyen  de  dispersion,  qui  n'est  pas  trop  générale- 
ment connu,  est  dû  à  la  dureté  de  leur  tégument.  Grâce  à  cette 
imperméabilité  les  graines  résistent  à  l'action  des  sucs  digestifs 
des  animaux.  Avalés  comme  nourriture  par  les  oiseaux,  ces  graines 
peuvent  aussi,  quand  elles  n'ont  pas  été  brisées  sous  le  bec,  quitter 
le  cloaque  encore  complètement  fraîches  et  germer  à  des  distances 
considérables  de  leur  station  primitive.  Le  grand  pouvoir  de  ré- 
sistance des  graines  dures  à  l'action  des  sucs  digestifs  a  été  démontré 
entre  autres  par  nous  pour  les  graines  de  VUlex  ewrapaeus  L  *);  et 
HooKER  considérait  déjà  comme  une  conséquence  de  la  dureté  du 
tégument  séminal  la  grande  richesse  de  la  faune  insulaire  en  légu- 
mineuses. Les  graines  de  ces  plantes,  apportées  par  la  mer,  résistent 
longtemps  à  l'action  des  eaux. 

Beaucoup  de  graines  de  mauvaises  herbes  peuvent  servir  de 
véhicules  à  diverses  maladies  et  celles-ci,  pouvant  attaquer  les 
plantes  de  culture,  il  faut  veiller  avec  d'autant  plus  de  soin  à  la 
pureté  des  semences.  L'aecidium  de  la  rouille  linéaire,  le  Puccinia 
straminiSy  la  maladie  si  redoutée  du  froment  et  du  seigle,  se  ren- 
contre sur  un  grand  nombre  de  mauvaises  herbes,  sur  les  Banun- 
cuhis,  Urtica,  etc.  La  même  chose  s'applique,  probablement  tout 
au  moins,  à  l'aecidium  du  Puccinia  graminis.  KiiHN  a  pu  constater 
que  les  urédospores  de  la  rouille  couronnée,  la  maladie  bien  con- 
nue de  l'avoine,  passaient  l'hiver  sur  le  Holcus  Umatus  L.  On  trouve 
très  fréquemment  des  urédospores  sur  les  Convolvulus  arvensis  (liseron), 
sur  des  espèces  de  Rumex  (oseille)  et  différentes  graminées. 

Parmi  les  graines  de  mauvaises  herbes,  que  Ton  peut  rencontrer 
dans  les  semences  d'herbe  et  de  trèfle  du  commerce,  nous  avons 
encore  à  relever  celles  de  quelques  plantes  vénéneuses.  Nous  pouvons 
ici  nous  coptenter  d'un  examen  très  superficiel  ;  car  non  seulement 
nous  pénétrons  ici  dans  le  domaine  de  la  toxicologie,  mais  encore 
il  est   rare  que  l'on  rencontre  dans  le  contrôle  des  semences  les 


>)  Landbouwk.'  Tijdschriftj  1893. 
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graines  des  plantes  vénéneuses  du  pays.  Les  propriétés  toxiques 
que  Ton  attribue  à  bien  des  espèces  sont  d'ailleurs  fortement  exa- 
gérées ou  entièrement  imaginaires.  Comme  exemple  de  ce  dernier 
fait  je  citerai  simplement  le  cas  du  Narthedum  ossifragum  Huds., 
auquel  on  attribue  la  maladie  de  la  rupture  des  os,  qui  attaquerait 
nos  animaux  domestiques  après  que  ceux-ci  en  ont  mangé.  Il  est 
curieux  que  le  „Narthex''  des  Grecs  était  le  Ferula  commwnis,  qui 
passait  pour  favoriser  considérablement  la  guérison  des  membres 
cassés. 

Parmi  les  plantes  généralement  considérées  comme  vénéneuses, 
dont  les  graines  peuvent  se  rencontrer  dans  les  trèfles  et  les 
graminées  du  commerce,  je  me  contenterai  de  citer: 

Aethusa  Cynapium  L.  ;  les  opinions  sur  les  propriétés  vénéneuses 
de  cette  plante  sont  très  partagées  '  )  ; 

Agrostemma  Oithago  L.  ;  ce  sont  surtout  les  graines  de  la  plante 
que  d'aucuns  tiennent  pour  vénéneuses  *); 

Anémone  pulsatilla  L.  et  A.  pratensis  L.  ;  jamais  on  ne  rencontre 
ces  graines.  C'est  également  le  cas  de  V 

Aristolochia  Clematitis  L.  ^)  et  du  Caltha  palustris  L.  ; 

Chderophyllvm  temulum  L.,  souvent  confondu  avec  rinoffensif  An- 
ihriscus  sylvest/ris] 

Chelidonium  majus  L.,  la  racine  surtout  est  considérée  comme 
vénéneuse  ; 

Chenopodium  hybridum  L.,  aurait,  suivant  Obermayer,  des  pro- 
priétés très  nuisibles  aux  porcs  ^');  le  Chenopodium  rubrum  L.  au 
contraire  serait  plus  dangereux  pour  les  moutons; 

Cicuta  virosa  L.,  sans  le  moindre  doute  une  des  plantes  les  plus 
redoutables,  d'autant  plus  que  le  bétail  ne  la  dédaigne  générale- 
ment pas; 

Colchicym  aui/ummale  L.  ; 

Conivm  maculatum  L.  ; 

Delphinivm  consolida  L.  ; 

Erydmvm  cheirantoides  L.  ; 

EupJwrhiaf  div.  esp.; 

Ficaria  rcmwnculoides  Moench.  ; 

Helléboms  viridis  L.  ; 


0  Dammann,  Gesundheitspflege  der  landw.  Haussâugethiere,  1886,  p.  847. 
^)  Jeannin,  Recueil  de  médec,  vétérinaire^  VIII,  3e  série,  1850,  p.  699. 
»j  Bad,  Landw.  Wochenhl,  1870,  p.  27. 
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Hyoscyamus  niger  L.  ; 

Linvm  catharticvm  L.  ; 

Lolium  temulentum  L.  ; 

Merawrialis  annua  L.  ; 

Mercwrialis  perennis  L.  ; 

Papaver  cLgreraone  L. ;  P.  dvhivm  L. ;  et  P.  Rlioeas  L.; 

Polygonum  hydropiper  L..et  P.  persicaria  L.  ; 

Sinapis  arveasis^  a  la  réputation  d'être  nuisible  aux  chevaux; 

Sola/num  Dulcamara  L.,  et  S,  nigrum. 

Les  graines  de  ces  plantes,  je  Tai  déjà  dit  en  commençant,  se 
rencontrent  rarement;  dans  toutes  circonstances  on  les  range  au 
nombre  des  impuretés  nuisibles. 

Je  terminerai  les  considérations  générales  qui  précèdent  par 
quelques  observations  sur 

IV.    LES   FALSIFICATIONS   DES   SEMENCES  d'hERBE  ET  DE  TRÈFLE. 

Parmi  les  falsifications  que  Ton  peut  rencontrer  dans  les  semences 
d'herbe  et  trèfle,  il  y  a  deux  groupes  principaux  à  distinguer: 

a.  les  falsifications  reposant  sur  le  mélange  d'espèces  étroitement 
alliées  et  qui  présentent  entre  elles  de  grandes  ressemblances; 

h.  les  falsifications  au  moyen  de  produits  artificiels. 

Les  falsifications  que  nous  pouvons  rapporter  à  la  première 
rubrique  sont  malheureusement  encore  très  générales  dans  les 
semences  d'herbe,  surtout  dans  le  Poa  et  VAnthoocanthum.  Elles 
ne  manquent  pas  d'ailleurs  chez  les  représentants  d'autres  espèces. 

Le  mélange  de  diverses  espèces  de  Poa  est  considérablement 
facilité  par  la  peine  que  l'on  a  à  distinguer  leurs  fruits  les  uns 
des  autres.  Il  en  est  tout  autrement  de  la  détermination  des 
plantes  elles-mêmes,  dans  lesquelles  les  caractères  spéciaux  des 
feuilles,  des  gaînes  foliaires,  de  la  ligule,  de  l'inflorescence  et  du 
système  radiculaire  facilitent  la  découverte  du  nom  spécifique 
véritable.  Tout  cela  nous  fait  défaut  pour  la  détermination  de  fruits 
mûrs  isolés.  Les  Poa  annua,  P.  neTïwralis,  P.  pratensis  et  P.  trivialis, 
qui  appartiennent  aux  graines  commerciales  les  plus  courantes, 
se  laissent  encore  reconnaître,  alors  même  que  Ton  ne  dispose  que 
de  fruits,  aux  poils  et  aux  appendices  aliformes.  Le  P.  nemoralis 
est  peu  ou  point  pubescent  et  non  ailé  ;  le  P.  annua  non  pubescent 
mais  ailé  ;  le  P.  pratenm  fortement  pubescent  jusque  vers  le  milieu 
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des  glumes;  le  P.  trivialis  au  contraire  pubescent  seulement  à  la 
base.  Cependant  dans  la  pratique  ces  ^caractères  n'ont  pas  trop  de 
valeur.  Depuis  Tintroduction  du  battage  à  vapeur  et  des  trieurs 
mécaniques,  les  poils  sont  en  grande  partie  enlevés,  et  c'est  surtout 
la  distinction  des  P.  pratensis  et  trivialis  qui  est  ainsi  rendue  plus 
difficile.  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  d'ailleurs  que  si  même  par 
un  examen  minutieux  Ton  parvient  à  reconnaître  des  graines 
isolées,  la  détermination  de  la  pureté  n'en  est  pas  moins  rendue 
très  embarrassante. 

Il  n'est  donc  pas  étonnant  que  le  cultivateur  achète  beaucoup 
de  P.  pratensis  sous  le  nom  de  P.  trivialis  et  réciproquement.  On 
Ivd  vend  surtout  pour  de  bonnes  espèces  beaucoup  de  P.  nemoralis, 
dont  la  valeur  pour  l'agriculture  est  très  faible. 

La  détermination  des  Poa  d'après  la  graine  est  devenue  encore 
bien  plus  difficile  depuis  que  l'on  sait  que  les  espèces  botaniques 
de  Poa  varient  beaucoup,  tantôt  sous  l'efîet  de  croisements  spon- 
tanés, tantôt  sans  que  ceux-ci  aient  lieu.  Ce  fait  est  même  devenu 
très  embarrassant  dans  certains  cas  pour  la  détermination  de  la 
pureté.  Le  P.  nemoralis  L.,  par  exemple,  varie  beaucoup,  et  de 
même  le  P.  pratensis  L.  On  distingue  déjà  très  généralement  chez 
cette  dernière  forme  les  variétés  angustifolia  L.  (comme  espèce) 
et  latifolia  Koch. 

La  pureté  centésimale  des  espèces  de  Poa  doit  donc  être  considérée 
en  général  comme  trop  élevée,  sans  que  l'on  possède  le  moyen  de 
la  réduire  toujours  à  son  niveau  véritable. 

Le  genre  Anthoxanthum  est  représenté  dans  l'Europe  centrale 
par  deux  espèces: 

1°  V Antlwxanthum  odoratvm  L.,  la  vraie  flouve  odorante  (31-), 
dont  l'arête  genouillée,  prise  entre  la  base  et  le  genou,  ne  dépasse 
que  faiblement  les  glumes  en  longueur; 

2^  V Anthoxanthum  Puelii  Lecoq  et  Lamotte  (=  A.  aristaivm 
Boreau,  PL  II,  n°.  13,  o),  dont  l'arête,  entre  la  base  et  le  genou, 
est  sensiblement  plus  longue  que  les  glumes.  L^A.  Puelii  a  xme 
odeur  moins  intense  que  VA.  odoratum,  et  ne  se  recontre  pas 
généralement.  On  le  trouve  surtout  dans  l'Oldenbourg,  le  Han- 
novi'e  septentrional  et  occidental,  et  aux  environs  de  Brème  et 
de  Hambourg.  On  le  récolte  là  bas  en  grandes  quantités,  et  l'on 
s'en  sert  entre  autres  pour  falsifier  1'^.  odoratum. 

Ce  mélange  à  dessein  des  deux  flouves  est  énormément  appliqué, 
mais  cependant  on  vend  encore  plus  souvent  VA.  Puelii  seul  sous 

4* 
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le  nom  d'A.  odoratum  pur.  Je  voudrais  faire  ici  un  appel  à  la 
bienveillance  de  nos  maisons  de  commerce,  en  les  priant  de  mettre 
en  vente  1'^.  Puelii  tout  seul  et  d'abandonner  VA.  odoratmn. 

Passons  à  présent  aux  semences  commerciales  de  raygrass  (fétu- 
que  élevée)  du  commerce. 

L'addition  du  Loliv/m  peremie  L  au  Festuca  pratensis  Huds. 
(=  Festuca  elatior  L.),  qui  jadis  était  fréquemment  constatée,  est  deve- 
nue rare.  En  Hollande  surtout  elle  ne  se  pratique  plus  que  très  peu. 

On  sait  que  les  Lolium  perenne  L.  et  Festuca  elatior  L.  se  dis- 
tinguent à  l'état  de  fruit  suivant  la  forme  du  pédoncule  floral. 
Celui-ci  est  plat  chez  le  L.  perenne  et  élargi  vers  le  haut;  chez  le 
F.  pratensis  il  est  arrondi  et  tout  au  plus  légèrement  aplati  en 
disque  à  sa  partie  supérieure. 

Mais  ici  nous  rencontrons  de  nouveau  une  grande  difficulté  en 
ce  que  ce  que  ces  deux  espèces  peuvent  donner  un  hybride  En 
effet,  le  Festuca  loliacea  Curt.  *)  {Festuca  elongata  Ehrh.,  Lolium 
festucaceum  Lk.,  etc.)  est  considéré  comme  tel.  Le  Festuca  Brink- 
mxmni  A.  Br.  est  également  le  produit  d'un  croisement,  savoir  entre 
les  L.  perenne  et  F.  gigantea. 

Les  L.  temulentum  L.  et  L  linicola  Sonder  (=  L.  remotum 
Schrnk.)  se  laissent  aisément  distinguer  des  L.  perenne  et  L.  itor 
licu/m.  On  ne  les  rencontre  d'ailleurs  que  rarement  dans  le  raygrass. 
Le  L.  Ivaicola  se  rencontre  plus  fréquemment  dans  les  semences 
de  lin,  et  même  ici  d  une  manière  irrégulière. 

Quant  à  la  distinction  des  L.  perenne  L.  et  L.  italicum  A.  Br. 
{L.  multiflorvm  Lmk),  nous  pouvons  nous  servir  ici  de  l'arête  pré- 
sente chez  le  Lolium  italicum^  qui  manque  chez  le  L.  perenne.  Chez 
cette  espèce  il  y  a  tout  au  plus  un  petit  prolongement  pointu  très 
court.  Mais  quand  ces  deux  espèces  ont  été  mélangées,  la  décou- 
verte de  la  falsification  peut  offrir  des  difficultés  particulières.  Si 
en  effet  le  battage  a  été  consciencieusement  fait,  il  est  possible  que 
l'arête  du  L.  italicum  ait  été  endommagée  ou  complètement  enlevée  ; 
et  dans  ce  cas  le  fruit  de  cette  espèce  ne  se  laisse  plus  distinguer 
de  celui  du  L.  perenne 

Les  Festuca  du  commerce  nous  présentent  d'abord  la  difficulté 
de  reconnaître  le  F.  ovin^a,   une  espèce  très  variable,  dont  la  plu- 


*)  M.  NoBBE  a  annoncé  jadis  que  le  Lolium  festucaceum  Lk.  ou  Festuca  loliacea 
Curt.  (il  y  a  par  erreur  dans  la  note  de  M.  Nobbe  :  Huds.)  du  commerce  consiste 
généralement  en  un  mélange  du  L.  perenne  et  F.  pratensis. 


ET  DE  TRÈFLE,  AU  POINT  DE  VUE  DE  LEUR  PURETÉ.       29 

part  des  formes  ont  été  décrites  en  détail,  et  de  distinguer  cette 
espèce  de  sa  variété  dwriuscula  L.  {8p.  pi  ).  Les  plantes  adultes  du 
F.  dwriuscula  se  reconnaissent  aux  feuilles,  plus  raides  ou  recourbées, 
le  plus  souvent  épaisses,  vert  bleuâtre  ou  vert  d'herbe.  Les  graines 
sont  généralement  impossibles  à  distinguer.  Il  n'y  a  que  Tarête  du 
F,  dwrmscula  qui  est  ordinairement  plus  longue  que  celle  du 
F.  ovina.  La  confusion  de  ces  deux  espèces  est  encore  facilitée  par 
la  nomenclature  embrouillée  des  Festuca.  Il  y  a  en  efifet  encore 
un  autre  Festv/n  duHuscula  L.  {Syst  nat)^  mentionné  générale- 
ment par  d'autres  auteurs  sous  le  nom  de  F.  heteraphylla  Haenke, 
et  dont  le  F.  violacea  Schleich  est  encore  une  variété.  Mais  le 
firuit  de  ce  F.  dwrivscula  est  facile  à  distinguer  de  celui  de  la 
variété  dwriuscula  L.  {Sp.  pL)  parce  qu'il  est  environ  deux  fois 
plus  gros. 

Ces  quelques  exemples,  qu'il  me  serait  facile  d'augmenter  d'un 
grand  nombre  d'autres,  montrent  déjà  suffisamment  que  la  nature 
aussi  bien  que  les  difficultés  de  la  détermination  botanique 
favorisent  exceptionnellement  les  falsifications  tant  volontaires 
qu'involonlaires. 

Les  trèfles  et  les  luzernes  sont  également  sujets  au  mélange  avec 
des  espèces  difficiles  à  reconnaître,  dans  le  but  de  tromper  le 
cultivateur.  Cette  forme  d'escroquerie  se  distingue  toutefois  de 
celle  que  Ton  applique  aux  graines  d'herbe  en  ce  qu'elle  est  sur- 
tout propre  au  petit  commerce.  Il  n'y  a  à  cette  règle  qu'une  seule 
exception  qu'il  nous  faut  relever  particulièrement. 

Il  s'agit  du  mélange  de  trèfle  rouge  d'origine  différente.  On  essaye 
alors  de  masquer  pareille  falsification  au  moyen  de  déchets  du 
triage,  et  Ton  vend  de  la  semence  dont  l'origine  réelle  ne  corres- 
pond pas  à  l'étiquette^  J'ai  déjà  dit  un  mot  en  passant  de  cette 
falsification,  à  propos  de  la  détermination  de  l'origine.  Cette  trom- 
perie est  très  répandue,  si  répandue  que  l'on  se  demande  si  ceux 
des  marchands  de  semence,  qui  s'en  rendent  coupables,  se  sont 
bien  pénétrés  de  sa  portée.  Peu  importe  la  valeur  plus  au  moins 
relative  de  la  connaissance  de  l'origine;  cela  ne  change  rien  au 
fait  qu'une  mystification  au  sujet  de  cette  origine  doit  être  mise 
au  pilori  comme  une  véritable- escroquerie. 

Quelquefois  nous  constatons  le  mélange  de  trèfle  avec  d'autres 
espèces  de  Trifolium.  Le  printemps  dernier  encore  j'eus  entre  les 
mains  du  trèfle  blanc,  mélangé  de  18  %  au  moins  de  Trifolium 
agrarivm.  D'autres  trèfles  encore:  le  T.  filiforme   et  le  T.  arvense 
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L.  se  rencontrent  dans   le  trèfle  blanc,  quoique  le  plus  souvent 
rien  qu'à  Tétat  de  traces  dans  les  trèfles  non  mélangés. 

Des  falsifications  de  trèfle  rouge  avec  la  lupuline,  le  Medicago 
lupulina  L.,  ne  se  rencontrent  plus  que  rarement.  Jadis  elles  étaient 
très  communes.  Mais  on  trouve  d'autant  plus  généralement  de  la 
lupuline  dans  la  luzerne,  et  parfois  en  quantité  passablement 
grande. 

Dans  le  grand  commerce,  des  mélanges  pareils,  comme  nous 
Tavons  fait  remarquer,  ne  se  font  plus  que  rarement.  Dans  le 
petit  commerce  au  contraire,  qui  échappe  entièrement  au  contrôle,  la 
fourberie  fait  encore  journellement  dans  notre  pays  de  vraies  mer- 
veilles Je  vais  en  donner  un  exemple.  Il  y  a  quelque  temps,  sur 
un  de  nos  marchés,  fut  mise  en  vente,  en  paquets  divers  et  sous 
le  nom  des  plantes  potagères  les  plus  différentes,  de  la  balayure 
des  greniers  à  fourrage.  C'est  du  moins  ce  que  l'on  m'a  raconté 
Je  n'ai  pu  contrôler  d'ailleurs  la  vérité  de  ce  fait  phénoménal. 

Pour  ce  qui  concerne  le  point  &,  la  falsification  des  semences 
de    trèfle   à  l'aide  de  produits  artificiels,  je  pourrai  être  très  bref. 

Les  petits  cailloux  dans  le  trèfle,  jadis  si  fameux,  ne  se  voient 
plus.  Dans  notre  pays  d'ailleurs  ce  mode  de  falsification  n'a,  autant 
du  moins  que  cela  puisse  se  contrôler,  jamais  eu  beaucoup  d'im- 
portance. A  l'étranger  au  contraire  il  en  a  eu  d'autant  plus.  Ces 
cailloux  étaient  de  petits  fragments  de  quartz  ou  de  calcaire,  qui, 
passés  au  tamis  pour  avoir  exactement  la  grosseur  des  grains  de 
trèfie,  étaient  teints  ensuite  en  jaune  ou  en  brun.  C'est  surtout 
en  Bohême  qu'on  les  mettait  en  vente  et  qu'on  en  fournissait  sur 
échantillon.  Des  falsifications  de  20 — 30  %  de  ces  cailloux  n'étaient 
jadis  pas  chose  rare.  En  1893  ils  ont  reparu  en  France  en  petite 
quantité. 

La  coloration  artificielle  des  gi^aines  de  trèfle  âgées  est  également 
devenue  rare  ou  a  complètement  disparu.  Le  soufrage  au  contraire, 
surtout  celui  du  trèfle  blanc,  est  encore  très  général. 

Le  soufrage  se  décèle  le  mieux  par  la  recherche  de  l'acide  sul- 
fureux. Cependant  il  est  complètement  insuffisant  de  constater  une 
réaction  acide  de  la  graine  mouillée.  En  effet,  de  la  semence  de 
trèfle  incontestablement  pure  de  tout  soufrage,  mise  en  contact  avec 
de  l'eau,  acidifie  légèrement  celle-ci  au  bout  de  peu  de  temps. 

Si  le  soufrage  a  lieu  très  prudemment,  le  pouvoir  germinatif  ne 
s'en  ressent  pas  trop.   Il  peut  même  augmenter  légèrement  dans 
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certaines  circonstances,  les  vapeurs  d'anhydride  sulfureux  diminu- 
ant un  peu  la  dureté  du  tégument  séminal.  * 

Un  négociant  qui  garantit  à  chacun  de  ses  clients  le  pouvoir 
germiriatif  des  semences  de  trèfle  quHl  met  en  vente^  ne  peut  donc 
recevoir  de  reproches  pour  avoir  appliqué  le  soufrage.  Mais  les 
choses  changent  de  face  s'il  vend  des  graines  soufrées  sans  garantie, 
dans  le  but  évident  de  tromper  l'acheteur. 

Si  l'on  a  des  raisons  de  croire  que  les  semences  ont  été  huilées 
pour  leur  donner  de  l'éclat,  on  s'en  assurera  comme  suit. 

Si  l'on  dispose  de  beaucoup  de  semence,  on  y  versera  de  l'eau 
bouillante.  Si  les  graines  sont  huilées,  des  gouttes  se  rassemblent 
à  la  surface  de  l'eau.  Des  graines  de  couleur  foncée  sont  secouées  avec 
un  peu  de  bronze  d'argent,  d'autres  graines  avec  un  peu  de  bronze 
d'or,  et  on  les  frotte  ensuite  sur  du  papier.  Le  graine  huilée  se 
dore  ou  s'argente  (Himly).  La  poudre  de  bronze  peut  être  avan- 
tageusement remplacée  par  la  poudre  de  curcuma.  M.  Kônig  re- 
commande ime  méthode  moins  connue.  On  remplit  d'eau  un  gobelet 
de  verre  qui  ne  peut  être  souillé  d'aucune  trace  de  graisse.  On 
dépose  à  la  surface  de  l'eau  un  peu  de  camphre  en  poudre.  Aussi- 
tôt les  particules  de  camphre  se  mettent  à  se  déplacer  avec  vivacité. 
Si  maintenant  on  met  des  graines  (du  froment)  dans  l'eau,  le 
mouvement  cesse  momentanément  si  les  graines  ont  été  huilées. 

Nous  pouvons  clore  ici  les  observations  théoriques  générales,  et 
passer  au  côté  pratique  de  notre  sujet. 


V.   De   la   PRATIQUE   DES   DÉTERMINATIONS   DE   LA   PURETÉ, 
ET   DES   MÉTHODES   EN    USAGE. 

a.  La  détermination  de  la  pureté  et  l'examen  des  impuretés  en 
général. 

Afin  d'empêcher  autant  que  possible  l'erreur  résultant  de  la 
perte  d'eau  pendant  le  choix  de  la  semence,  on  étale  pendant 
quelque  temps  à  l'air,  et  après  l'avoir  pesé,  l'échantillon  envoyé 
ou  pris  (échantillon  qui  dans  l'examen  de  la  pureté  des  trèfles  ou 
des  graminées  doit  être  au  moins  de  50  grammes).  Cette  manière 
de  procéder  est  fort  à  recommander,  et  nous  avons  toujours  beau- 
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coup   profité   de   son    application  ^).    Les   résultats  de  différentes 
analyses  successives  deviennent  par  là  mieux  comparables. 

Je  1  appellerai  que  la  perte  de  poids  pendant  le  choix  de  l'échan- 
tillon est  proportionnellement  répartie  .sur  la  semence  pure  et  les 
impuretés.   Mais  il  faut  a  priori   que  la  pefte  de  poids  soit  aussi 
faible  que  possible.  Le  contrôle  de  la  perte  de  substance  est  facilité 
si  nous  pouvons  exclure  la  diminution  de  la  teneur  en  eau.  Ceci  est 
d'ailleurs  une  condition  nécessaire  quand  la  graine  provient  d'années 
humides  et  que  la  loi  prescrit  un  certain  maximum  de  perte  de  sub- 
stance, comme  cela  existe  dans  les  Pays  Bas.  La  loi  ajoute  d'ailleurs 
que  l'analyse  de  la  pureté  doit  être  recommencée  si  ce  maximum  de 
perte  de  poids  est  dépassé. 
Nous  nous  servons  pour  étaler  les  échantillons  à  Pair  de  boîtes 
de  carton,  très  peu  profondes,  de  60  x  34  cm^  de  surface.  Quand  la 
semence   a   été   exposée  ainsi  une  ou  deux  heures,  le  chauffage 
artificiel    étant   pendant    cet    intervalle    soigneusement   évité,   on 
procède  de  nouveau  à  un  mélange  méticuleux  et  on  étale  de  nou- 
veau.   On    prend   alors   des  quantités   aussi   petites    que  possible 
d'endroits  aussi   différents  que  possible,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  en 
possession   de   la  quantité  nécessitée  pour  l'analyse  de  la  pureté. 
On  obtient  de  cette  manière  un  très  bon  échantillon  moyen,  dont 
le  poids  doit  être 

a  pour  les  Trifolium  pratense,  Medicago  sativa,  Medicago  lupvr 
lina,  et  pour  les  graines  des  espèces  alliées  au  trèfle,  qui 
ressemblent  en  grosseur  du  grain  aux  semences  précé- 
dentes  10  grammes. 

h    pour  les  trèfles  à  petite  graine,  tels  que  les 

T.  hyhridvm  et  T.  repens 5        „ 

c    pour  les  Fhleum  pratense^  Lolium^  Arrhenaterum 
et  autres  graminées,  qui  sont  à  semence  assez 

grossière ^ 5        „ 

d    pour  les  Paa,  Jgrostis  et  Dactylis 2         „ 

Nous  nous  servons  pour  peser  ces  petites  quantités  des  excel- 
lentes balances  de  MM.  Becker  sons  à  Rotterdam,  qui  sont  sen- 
sibles à  Vio  ^g^-  sous  une  charge  de  50  grammes. 

Sitôt  la  pesée  terminée,  la  quantité  pesée  est  étalée  sur  une 
table  spécialement  disposée  à  cet  effet,  et  Ton  procède  à  la  recherche 
dans  l'échantillon  des  impuretés  qui  s'y  trouvent.  Cette  opération 
doit  se  faire  aussi  rapidement  que  possible. 

*)  Etalés  de  cette  manière,  deux  trèfles  rouges  du  printemps  dernier  perdirent 
par  exemple  respectivement  2.8  et  2.7  %  d*eau  en  un  peu  plus  d'une  heure. 
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Les  gens  chargés  de  cette  opération  se  fatiguent  rapidement  à 
ce  travail  de  séparation  ininterrompu,  surtout  quand  il  leur  est  pres- 
crit un  nombre  minimum  de  neuf  heures  de  travail,  comme  cela  est 
le  cas  chez  nous.  Il  s'agit  donc  de  songer  à  améliorer  autant  que 
possible  les  outils  dont  on  se  sert.  Aussi  en  sommes  nous  arrivés 
peu  à  peu  à  ne  plus  employer  aucun  des  différents  modèles  de  spatule 
en  usage  dans  toutes  les  stations  de  contrôle.  Le  modèle  dont  nous 
nous  servons,  représenté  PL  IV,  n».  80  en  grandeur  naturelle,  est 
assez  épais  à  la  partie  supérieure,  s'amincit  vers  la  partie  inférieure, 
qui  a  la  forme  d'un  sabot  de  cheval,  et  est  donc  commode  à  manier. 
La  spatule  est  d'ailleurs  extrêmement  légère,  étant  en  aJuminium. 
Les  ouvriers  travaillent  infiniment  plus  volontiers  avec  ce  modèle 
qu'avec  n'importe  quel  autre.  La  partie  inférieure  repose  précisément 
sur  le  plan  horizontal  où  se  fait  la  recherche,  et  la  spatule  est  main- 
tenue entre  les  doigts  à  peu  près  comme  un  porte-plume. 

Si  nous  avons  aflTaîre  à  des  plantes  autres  que  des  graminées, 
l'examen  se  fait  de  la  manière  ordinaire,  à  la  lumière  incidente. 
Nous  nous  servons  comme  substratum  de  plaques  d'un  verre  de 
marbre  noir  très  finement  dépoli,  de  30  x  50  cm^  de  surface  et 
1  cm.  d'épaisseur.  On  peut  travailler  ainsi  très  proprement. 

Si  au  contraire  nous  avons  affaire  à  des  graminées,  la  détermi- 
nation est  sujette  à  un  peu  plus  de  diflScultés,  car  il  faut  alors 
séparer  également  les  fleurs  vides  des  exemplaires  remplis. 

On  a  à  cet  effet  recours  à  difl^rentes  méthodes  dans  les  divers 
laboratoires. 

Dans  le  cas  de  graminées  à  graines  très  ténues,  dont  on  veut 
séparer  le  son,  on  a  recours  dans  divers  laboratoires  au  „Prâzisions- 
separator"  du  Dr.  von  Weinzierl  '),  dont  nous  donnons  une 
figure  PL  V,  n°  31  ^).  C'est  à  proprement  parler  une  vanneuse 
et  une  trieuse  mécanique  en  miniature. 

Cet  appareil  se  compose  en  premier  lieu  d'une  turbine  qui,  mise 
en  mouvement  au  moyen  de  la  manivelle,  fournit  un  fort  courant 
d'air.  De  plus,  et  par  le  môme  mécanisme,  la  chambre  à  la  partie 
supérieure  du  tambour,  qui  reçoit  la  matière,  et  les  deux  plans  inclinés 
que  Ton  voit  dans  la  figure,  exécutent  un  mouvement  de  va  et  vient 
La  chambre  en  question  a  une  ouverture  mobile  à  sa  partie  inférieure, 
d'où  tombent  les  graines,  et  où  elles  sont  saisies  par  le  courant 
d'air.  Le  son  et  les  fleurs  vides  sont  emportés  et  viennent  se  déposer 


*)  Dr.  Ritter  von  Wkinzierl.   Die  qualitative  und  quantitative  mechanisch- 
mikroskopische  Analyse,  Wien,  1887.  W.  Prick. 

*)  Cet  appareil  est  en  vente  au  prix  de  57  florins  d'Autriche  chez  MM.  Lenoir 
et  PoRSTBB,  Vienne,  IV  Waaggasse,  5. 

Archives  y.  5 
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sur  la  plaque  de  verre  horizontale  supérieure,  tandis  que  les  grains 
fertiles  descendent  le  long  des  plans  inclinés  et  vont  se  rassembler 
à  la  partie  inférieure.  On  emploie  pour  cette  analyse  environ  10  gr. 
de  semence. 

L'appareil  que  nous  venons  de  décrire  ne  peut  toutefois  rendre 
service  que  dans  le  cas  de  graines  très  fines,  telles  que  VAgrosUs^ 
p.  ex.  Il  est  plutôt  d'une  réelle  utilité  dans  l'examen  des  farines 
pour  la  nourriture  du  bétail  que  dans  l'analyse  des  semences. 

Un  deuxième  petit  appareil,  bien  plus  simple  et  moins  récent, 
c'est  la  „Spreufege"  de  M.  Nobbe,  dont  nous  représentons  PI.  V, 
fig.  32  un  forme  modifiée  par  M.  von  Weinzierl  *). 

La  manière  de  se  servir  de  cette  ^Spreufege"  est  très  simple.  On 
met  un  peu  de  semence  dans  le  petit  récipient  intérieur,  en  verre; 
on  ferme  l'appareil  et  on  souffle  au  moyen  d'un  ballon  de  caoutchouc. 
Le  son  entraîné  se  rassemble  au  fond  du  plus  grand  verre. 

Mais  les  résultats  obtenus  à  l'aide  de  cette  „Spreufege"  sont  peu 
constantes,  et  il  en  est  de  même  en  général  de  toutes  les  méthodes 
basées  sur  l'enlèvement  des  fleurs  stériles  au  moyen  d'un  courant 
d'air.  On  a  donc  cherché  à  s'y  prendre  d'autre  manière,  et  à  trou- 
ver le  moyen  de  constater,  grain  par  grain,  si  le  fruit  est  réelle- 
ment fertile. 

Dans  certains  laboratoires  les  fruits  sont  à  cet  effet  soumis  à  une 
douce  pression;  on  les  tâte  au  moyen  d'un  petit  instrument  en 
forme  de  spatule.  Mais  comme  les  graines  pures  doivent  servir 
plus  tard  à  la  détermination  du  pouvoir  germinatif,  cette  manière 
de  procéder  présente  quelque  danger  pour  l'embryon,  qui  peut 
si  facilement  subir  quelque  dommage.  Aussi  cette  méthode  n'est 
elle  pas  généralement  suivie. 

On  a  pris  finalement  une  voie  complètement  différente. 

Si  l'on  répand  un  peu  de  semence  d'herbe  sur  une  plaque  de 
verre,  et  qu'on  éclaire  celle-ci  par  en  dessous,  on  s'aperçoit  que  le 
caryopse  est  le  plus  souvent  aisément  visible  dans  les  fleurs  pleines, 
tandis  que  les  fleurs  stériles  sont  complètement  transparentes.  On 
a  donc  construit  des  caisses,  munies  d'une  plaque  de  verre,  sur 
laquelle  on  examine  la  semence  à  la  lumière  transmise,  et  que 
l'on  éclaire  par  en  dessous  au  moyen  d'un  miroir  mcliné. 


')  Cet  appareil  est  en    vente  chez  MM.  Lenoir  et  Porster  au  prix  dé  5,50 
florins. 
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La  fig.  34  PI.  YI  représente  une  caisse  de  cette  nature.  (?  est  la 
plaque  de  verre  sur  laquelle  on  examine  la  semence,  S  le  miroir.  La 
recherche  est  encore  facilitée  par  le  couvercle  dressé  2),  qui  aflbiblit 
la  lumière  incidente  ^). 

Ces  caisses  permettent  de  séparer  très  complètement  les  grains 
vides  des  grains  fertiles.  Quiconque  désire  de  temps  en  temps  exa- 
miner quelques  échantillons  de  semence  d'herbes  peut  donc  s'en 
servir  avec  succès.  Mais  s'il  faut  pendant  plusieurs  journées  de  suite 
examiner  à  la  lumière  transmise  une  grande  quantité  de  graines, 
il  est  évidemment  plus  simple  de  faire  construire  des  tables  spé- 
ciales à  cet  efifet.  Quelques  laboratoires  emploient  donc  de  petites 
tables,  munies  d'un  miroir  à  la  partie  inférieure.  La  lumière  ré- 
fléchie passe  par  une  ouverture  dans  la  table,  et  là  dessus  repose  la 
plaque  de  verre  sur  laquelle  on  fait  l'examen  de  la  semence.  Telle 
est  la  forme  primitive  que  j'ai  vu  employer  en  divers  endroits,  et 
que  j'ai  quelque  peu  améliorée. 

Les  établis,  tels  que  je  les  ai  fait  construire,  sont  représentés 
dans .  diverses  de  leurs  parties  constituantes  PL  IV  fig.  28  et  29. 

La  fig.  28  montre  la  forme  de  la  tablette  à  Vjo  de  la  grandeur 
naturelle.  La  place  occupée  par  l'opérateur  fait  une  légère  échan- 
crure  dans  la  table,  de  manière  que  les  bras  puissent,  pendant  le 
travail,  reposer  facilement  sur  les  saillies  U  et  U\  Au  centre,  dans 
un  cadre  légèrement  saillant,  il  y  a  une  plaque  de  verre  mat  noir 
(m),  large  de  50  cm.  sur  30  cm  de  long  et  1  cm.  d'épaisseur.  A 
droite  et  à  gauche  ainsi  qu'à  la  partie  antérieure  la  table  est 
munie  d'un  rebord  saillant  d'environ  5  cm.  de  hauteur. 

Comparons  à  cette  projection  horizontale  la  coupe  verticale  de 
la  fig.  29,  représentée  à  ^/jq  de  la  grandeur  naturelle.  On  voit 
ici  les  rebords  saillants,  de  5  cm.  de  hauteur,  k  et  k',  à  gauche  et 
à  droite  de  la  tablette  ;  ainsi  que  la  plaque  de  verre  noir  m,  enfermée 
dans  son  cadre  saillant  II. 

Telle  qu'elle  est  figurée  ici,  la  table  sert  aux  déterminations  or- 
dinaires de  la  pureté,  c'est  à  dire  dans  le  cas  de  semences  autres 
que  celles  de  graminées.  On  y  est  commodément  assis,  et  l'on  peut 
mieux  travailler  sur  la  plaque  de  verre  finement  dépolie,  bien 
horizontale  et  absolument  plane,  que  sur  n'importe  quelle  autre 
surface.  Il  nous  faut  encore  observer  que  la  table  est  d'environ 


1)  MM.  Lenoir  et  Forster  fournissent  ég*cilement  ces  caisses,  au  prix  de  10 
florins. 

5* 
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5  cm.  plus  élevée  que  les  tables  d'usage  journalier.  On  n'est  donc 
pas  obligé,  pour  bien  voir,  de  garder  une  attitude  courbée.  Ces 
tables  sont  par  là  très  propres  à  toute  espèce  de  travail  botanique. 

S'agit-il  de  déterminer  la  pureté  d'une  semence  d'herbe,  on 
enlève  la  plaque  noire  mate.  Immédiatement  au-dessous  de  celle-ci 
se  trouve  une  glace  transparente  ordinaire  r,  de  48  cm.  de  long 
sur  28  cm.  de  large.  Au  centre  de  la  table,  à  14  cm*  de  la  partie 
antérieure  de  la  glace,  se  trouve  pratiquée  une  ouverture  ronde 
de  7  cm.  de  diamètre  (o),  à  travers  laquelle  est  réfléchie  la  lumière 
d'un  miroir,  mobile  dans  toutes  les  directions,  placé  sous  la  table 
{s).  Afin  de  pouvoir  mieux  encore  juger  de  l'état  des  graines  à 
la  lumière  transmise,  le  rebord  saillant  supporte  à  droite  et  à 
gauche  de  la  tablette  des  montants  métalliques  verticaux  (ms)y  de 
75  à  80  cm.  de  hauteur.  Des  tringles  horizontales  les  réunissent 
et  sei'vent  à  des  rideaux  glissant  sur  des  anneaux  métalliques.  On 
peut  ainsi  à  volonté  empêcher  l'accès  de  la  lumière  incidente  à  la 
partie  antérieure  et  sur  les  côtés. 

Il  nous  reste  encore  à  mentionner  que  la  glace  ordinaire  est 
parfois  remplacée  par  du  verre  opale  ou  du  verre  mat,  ce  qui  est 
surtout  nécessaire  dans  certaines  occasions,  quand  on  emploie  la 
lumière  artificielle. 

Je  donne  PL  II  fig.  25  l'image  de  grains  de  raygrass  d'Italie 
et  de  vulpin  des  prés  {Lolium  italicmn  et  Alopecwrus  pratensùi)  ^), 
tels  qu'ils  se  présentent  à  la  lumière  transmise  sur  ces  tables,  et 
examinés  à  la  loupe.  Les  caryopses  sont  visibles  dans  les  grains 
fertiles  ;  les  grains  vides  au  contraire  sont  complètement  translucides 
ou  permettent  encore  de  distinguer  les  restes  des  étamines  ou  des 
anthères  desséchées. 

L'emploi  de  ces  tables  facilite  considérablement  l'examen  d'échan- 
tillons de  semence  d'herbe. 

Une  bonne  loupe  est  dans  cette  opération  indispensable.  Dans 
les  travaux  ordinaires,  les  loupes  à  support  de  von  Weinzierl 
méritent  d'être  spécialement  recommandées  (PI.  V,  fig.  33).  Elles 
se  composent  de  deux  lentilles  indépendantes  et  superposées,  dont 
la  supérieure  est  à  champ  étendu  et  grossit  d'environ  2  diamètres  ; 
l'inférieure  grossit  cinq  fois  et  est  à  la  fois  à  grande  distance  focale 
et  à  champ  étendu,  ce  qui  rend  le  travail  bien  plus  agréable. 

Pour  les  grossissements  un  peu  plus  forts,  les  petites  triloupes 


')  Les  fleurs  fertiles  sont  désignées  par  a,  les  fleurs  vides  par  fi. 
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connues  sous  le  nom  de  compte  fils  sont  très  recommandables. 

Quand  il  s'agit  de  travailler  à  la  lumière  transmise,  on  pourra 
souvent  se  servir  avec  succès  des  loupes  employées  par  les  photo- 
graphes pour  mettre  leur  appareil  au  point. 

On  rendra  la  détermination  de  la  pureté  un  peu  plus  expédi- 
tive,  en  faisant  usage  de  petits  tamis  de  numéros  divers.  Ce  pro- 
cédé n'est  pas  recommandable  pour  les  herbes,  parce  que  Ton 
serait  exposé  à  enlever  le  fruit  de  ses  glu  mes,  et  à  diminuer  ainsi 
la  valeur  réelle  de  la  pureté.  Un  long  vannage  modifie  les  propriétés 
de  la  semence  et  nous  n'y  avons  donc  pas  généralement  recours. 

On  trouve  dans  le  commerce  des  séries  de  tamis  de  numéros 
différents,  à  des  prix  et  des  qualités  variables. 

Quand  l'analyse  de  la  pureté  est  terminée,  on  pèse  exactement 
la  semence  pure,  les  impuretés  inoffensives  et  les  impuretés  nui- 
sibles. A  cet  effet  on  ramasse  jusqu'aux  derniers  restes  tout  ce  qui 
se  trouve  sur  la  plaque  de  verre,  en  opérant  au  moyen  d'une 
spatule  et  d'une  boîte  de  métal  plate,  s'effîlant  à  son  extrémité. 
Ija  partie  la  plus  large  de  cette  boîte  se  glisse  sous  la  plaque  de 
verre.  On  verse  alors  la  semence  dans  un  gobelet  d'aluminium,  et 
on  l'y  pèse  sur  une  balance  de  Becker. 

Si  la  somme  des  poids  de  matière  pure  et  d'impuretés  est  infé- 
rieure de  plus  de  1%  au  poids  primitif,  on  répète,  pour  les  trèfles, 
la  détermination  de  la  pureté.  Dans  notre  station,  pour  un  trèfle 
rouge  dont  on  a  examiné  10  grammes,  on  répète  donc  l'analyse 
quand  la  perte  de  matière  dépasse  100  milligrammes.  Mais  dans  la 
plupart  des  cas  l'écart  n'est  pas  de  50  mg.  Chez  les  graminées  à 
semence  très  fine  la  perte  de  poids  peut  être  du  double.  La  perte 
est  répartie  proportionnellement  sur  la  semence  pure,  les  impuretés 
nuisibles  et  inoffensives,  et  voilà  la  détermination  terminée.  La 
semence  pure  va  servir  à  l'analyse  du  pouvoir  germinatif. 

6.   Déterminations  spéciales  de  la  pureté. 

Nous  rapportons  tout  d'abord  aux  formes  spéciales  d'analyse  de 
la  pureté  l'identification  de  l'espèce  botanique  et  de  l'origine. 

Nous  avons  déjà  fait  observer  plus  haut  que  la  connaissance 
des  vraies  espèces  ou  variétés  botaniques  de  nos  herbes  et  trèfles 
réclame  quelque  étude,  si  nous  voulons  être  au  courant  de  la 
structure  anatomique  des  graines.  Mais  ce  n'est  que  dans  des  cas 
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exceptionnels  que  nous  en  éprouverons  le  besoin,  au  moins  dans 
l'examen  ordinaire  des  semences;  la  connaissance  macroscopique 
des  graines  suffit  généralement. 

On  peut  se  procurer  dans  le  commerce  de  petites  collections 
permettant  aux  particuliers  d'acquérir  la  connaissance  des  graines 
des  espèces  principales  de  trèfle  et  de  graminées. 

Quiconque  désire  s'occuper  des  déterminations  de  l'origine  fera 
cependant  mieux  d'étudier  pratiquement  les  graines  des  espèces 
mélangées  à  la  semence  pure.  La  connaissance  s'en  grave  ainsi 
beaucoup  mieux  dans  la  mémoire.  Il  faut  absolument  pour  ces 
déterminations  le  coup  d'oeil  pratique  et  exercé. 

Pour  procéder  à  la  détermination  de  l'origine,  on  cherche, 
autant  que  possible  quantitativement,  dans  une  quantité  passable- 
ment grande  de  semence  de  trèfle  (100  à  250  gr.),  les  ^graines 
caractéristiques"  qui  ont  été  citées  ou  décrites  plus  haut.  Ces  graines 
typiques  sont  alors  classées;  et  d  après  les  espèces  et  le  caractère 
général  de  la  semence,  on  conclura  au  sujet  de  l'origine. 

On  a  également  mis  en  vente  des  collections  des  diverses  graines 
de  mauvaises  herbes.  La  plus  connue  est  la  collection  de  M. 
P.  Hennings  à  Berlin.  Cette  collection  est  très  grande  et  par  là 
très  chère,  mais  les  graines  typiques  récentes  y  font  défaut. 

La  détermination  de  la  cuscute,  une  des  déterminations  spéciales 
d'impuretés  que  l'on  a  le  plus  souvent  à  faire,  est  différente  sui- 
vant l'espèce  dans  laquelle  il  faut  déterminer  la  cuscute. 

La  méthode  jadis  en  usage  pour  le  trèfle  rouge  consistait  généra- 
lement en  ceci,  qu'on  soumettait  la  semence  à  un  vannage  dans 
un  tamis  de  1  mm  d'ouverture,  et  que  Ton  recherchait  la  cuscute 
dans  la  matière  qui  avait  passé  le  tamis. 

On  s'est  cependant  aperçu  plus  tard,  ~  et  j'ai  pu  faire  la 
même  expérience,  —  que  toutes  les  graines  de  Ouscuta  Trifolii 
ne  passent  pas  à  travers  un  tamis  d'un  mm.  d'ouverture.  On  a 
en  conséquence  porté  ce  diamètre  à  1|  mm. 

Si  nous  nous  bornons  provisoirement  à  la  détermination  de 
cuscute  dans  le  trèfle  rouge,  nous  devons  encore  faire  ici  une 
distinction  entre  les  trèfles  rouges  européens  et  les  trèfles  rouges 
américains.  Nous  avons  déjà  vu  que  la  grosseur  de  graine  des 
cuscutes  américaines  dépasse  ordinairement  de  beaucoup  celle  des 
espèces  européennes. 

Afin  d'accélérer  le  vannage  (tamisage),  nous  nous  servons  actuel- 
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lement  de  tamis  à  grande  surface  (20  cm.  de  diamètre).  Le  vannage 
lui-même  se  fait  actuellement  dans  les  laboratoires  de  premier 
rang  par  voie  mécanique,  à  laide  de  machines,  qui  travaillent 
plus  vite  et  plus  régulièrement.  Si  les  frais  n'entrent  pas  directe- 
ment en  ligne  de  compte,  on  se  servira  naturellement  d'un  bon 
moteur. 

Il  y  a  un  grand  nombre  de  modèles  d'appareils  à  secouer,  chez 
lesquelles  il  n'y  a  pas  toujours  juste  proportion  entre  le  prix 
et  la  valeur  pratique.  Une  des  plus  belles  et  des  meilleures  que 
nous  ayions  rencontrées,  c'est  celle  que  Ton  emploie  à  Svalôf  en 
Suède,  à  TAllmânna  Svenska  Utsàdesforening,  pour  classer  les 
graines  suivant  leur  grosseur.  Cette  machine  est  solidement  con- 
struite et  ne  fait  relativement  que  peu  de  bruit.  Mais  elle  est  assez 
coûteuse,  et  on  ne  la  trouve  pas  généralement  en  vente. 

L'appareil  dont  nous  nous  servons  est  l'appareil  agitateur  con- 
struit par  voN  Wbinzierl.  Nous  en  donnons  ime  figure  PI.  VI, 
fig.  35  *).  La  disposition  est  évidente  d'après  la  figure.  Le  pig- 
non c  est  mis  en  mouvement  rapide,  au  moyen  d'une  corde 
sans  fin,  autour  de  la  roue  plus  grande  B,  qui  est  munie  d'une 
manivelle.  Ce  pignon  communique  au  moyen  de  deux  bielles  un 
mouvement  sensiblement  horizontal  au  cadre  métallique  D,  et  un 
mouvement  vertical  à  la  planche  sur  laquelle  s'adaptent  les  tamis. 
Le  cadre  D  lui-même  repose  sur  quatre  larges  ressorts  d'acier. 

Cette  machine  produit  un  rapide  mouvement  de  va  et  vient, 
et  tamise  par  là  même  très  complètement. 

A  l'appareil  s'adaptent  trois  tamis  à  cuscute  de  30  cm.  de  dia- 
mètre et  1,25  mm.  d'ouverture,  avec  fermeture  à  ressort. 

Nous  nous  sommes  permis  quelques  légères  modifications  à  l'ap- 
pareil, grâce  auxquelles  la  construction  est  devenue  un  peu  plus 
solide  (voir  PI.  III;  project.  vert.).  Les  quatre  ressorts  d'acier  plats, 
ont  été  remplacés  par  quatre  charnières  d'acier  plates  et  très  lar- 
ges {s  et  5').  Nous  avons  enlevé  aux  tamis  {z)  leur  fermeture  à 
ressort,  afin  de  pouvoir  y  adapter  un  haut  rebord  métallique 
(r — r).  Ce  rebord  assure  la  fermeture,  et  empêche  que  de  la  se- 
mence ne  s'échappe.  Dans  le  modèle  original,  les  tamis  n'étaient 
maintenus  qu'inférieurement  au  moyen  de  vis  de  pression,  et 
restaient  fermés  par  le  couvercle  à  ressort.  Du  moment  que  ce 


*)  Cet  appareil  est  en  vente  au  prix  de  80  florins,  chez  MM.  Lbnoir  et  Forster 
à  Vienne.  Les  trois  tamis  qui  s'y  adaptent  coûtent  4  fl.  la  pièce. 


40  SUR  l'examen  des  semences  commerciales  d'herbe 

dispositif  disparaissait,  il  était  indispensable  de  maintenir  d'autre 
manière  solidement  unies  les  diverses  parties  des  tamis.  A  cet 
effet,  j'ai  disposé  à  droite  et  à  gauche  de  la  tablette  supérieure 
deux  colonnes  métalliques  verticales  {ms)y  dont  lune  se  termine 
en  un  anneau  (o)  et  l'autre  en  une  fourchette  {v).  Quand  les  tamis 
etc.  ont  été  adaptés  à  l'appareil  de  la  manière  ordinaire,  on  fait 
passer  par  l'anneau  de  la  première  colonne  l'extrémité  recourbée 
en  crochet  (h)  d'une  solide  latte  de  bois  de  chêne  (Z),  dont  l'autre 
extrémité  est  fixée  au  moyen  d'une  forte  vis  de  pression  (ks)  dans 
la  fourchette  (v)  de  la  seconde  colonne.  Sous  la  latte  se  trouvent 
trois  ressorts  métalliques  très  solides  (mv),  à  l'aide  desquels  on 
appuie  fortement  sur  les  trois  ressorts  de  la  tablette.  Les  tamis 
ne  peuvent  donc  jamais  s'ouvrir  pendant  le  vannage. 

Après  ces  détails  techniques,  nous  revenons  à  la  détermination 
de  la  quantité  de  cuscute  dans  les  trèfles  rouges. 

On  passe  au  tamis,  au  moyen  des  appareils  qui  viennent  d'être 
décrits,  une  quantité  assez  grande,  de  préférence  au  moms  200  gr., 
de  la  semence  à  examiner. 

La  matière  tamisée  est  alors  analysée.  Si  nous  y  trouvons  plus 
de  huit  graines  de  cuscute,  nous  ne  continuons  pas  l'examen,  et 
nous  contentons  de  rapporter  que  la  semence  renferme  plus  de  40 
graines  de  cuscute  au  kilogramme. 

Si  nous  avons  affaire  à  des  trèfles  américains,  nous  commençons 
par  tamiser  ceux-ci  de  la  manière  ordinaire  Si  nous  trouvons  dans 
la  quantité  tamisée  moins  de  huit  graines  de  cuscute,  nous  exa- 
minons si  toute  la  quantité  restée  sur  le  tamis  renferme  encore 
de  pareilles  graines.  En  effet,  il  se  pourrait  que  les  grosses  graines 
des  cuscutes  américaines  n'aient  pas  passé  le  tamis. 

Dans  tous  les  cas  il  est  à  recommander  d'examiner  la  semence 
passée  au  tamis,  attendu  qu'il  pourrait  s'y  trouver  des  fruits  de 
cuscute. 

Dans  le  trèfle  blanc,  le  trèfle  de  Suède,  et  d'autres  espèces  à 
semence  fine,  on  détermine  la  quantité  de  cuscute  en  l'examinant 
directement  et  avec  grand  soin.  On  emploiera  au  moins  50  gram- 
mes. La  cuscute  ne  peut  être  éloignée  de  ces  graines  au  tamis, 
mais  il  est  pratique  d'enlever  d'abord  le  sable  et  la  poussière. 
Nous  nous  servons  dans  ce  but  de  tamis  de  0,5  mm  d'ouverture, 
et  20  cm.  de  diamètre.  On  examinera  aussi  rapidement  le  sable. 
On  déterminera  de  la  même  manière  la  proportion  de  cuscute 
dans  l'herbe,   si  cette  analyse  était  demandée.  On  s'est  aperçu  en 
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effet  récemment  que  les  graminées,  et  surtout  le  Phleum  pratense^ 
peuvent  renfermer  de  la  cuscute. 

Il  nous  reste  encore  à  relever  brièvement  quelques  points  spéciaux. 

Il  est  bon,  avant  de  noter  la  présence  des  graines  de  cuscute 
rencontrées,  de  les  couper  en  deux,  afin  de  s'assurer,  par  l'embryon 
enroulé  en  spirale,  de  la  justesse  du  diagnostic.  Si  l'on  néglige 
cette  précaution,  on  s'expose  inévitablement  à  des  erreurs.  Nous 
notons,  si  on  le  désire,  dans  nos  certificats,  les  fruits  trouvés  dans 
la  semence,  ou  les  graines  vides,  s'il  y  en  a. 

Nous  pouvons  également  terminer  ainsi  la  partie  pratique  de 
ce  travail,  mais  non  sans  avoir  exprimé  notre  reconnaissance  à 
la  rédaction  et  à  l'éditeur  de  cette  revue,  qui  n'ont  pas  reculé 
devant  les  grands  frais  d'illustration  nécessités  par  un  sujet  tel 
que  celui  traité  dans  ces  pages. 

Waqeningen,  septembre  1895. 


Archives  v. 
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EXPLICATION  DES  FIGURES.  M 


PLANCHE  I. 

Fig.  1.  Cu9(Mta  EpUiimm  Weihe;  graines  jumelles,  telles  qu'il  s'en  rencontre 
souvent  chez  cette  espèce. 

„      2.  Cuscuta  TfifoUi  Babington;  Cuscute  du  trèfle. 

„      8.  Cuscuta  chilemis  Ker. 

„      4.  Guscuta  chlorocarpa  Engelm 

„  6.  Guscuta  lupuliformis  Krocker;  l'espèce  aux  graines  les  plus  volumineuses 
parmi  les  formes  connues;  les  graines  peuvent  avoir  isolément  un  poids 
de  5  mgr. 

„  6.  Guscuta  Trifolii  Bab.;  germination;  la  radicule  est  épaissie  à  son  ex- 
trémité. 

„  7.  Guscuta  Trifolii  Bab.;  graine  coupée  en  deux,  grossie  environ  120  fois. 
L'embr>'on  enroulé  en  spirale  est  sectionné  deux  fois  dans  la  figure; 
une  fois  transversalement*  et  une  fois  dans  sa  longueur.  Cela  provient 
de  ce  que  les  tours  de  spire  ne  sont  pas  dans  un  même  plan.  L'em- 
bryon est  entouré  des  cellules  de  Tendosperme,  remplies  d'amidon;  au- 
tour de  l'endosperme,  immédiatement  sous  le  spermoderme  proprement 
dit,  se  trouve  la  couche  unicellulaire  des  cellules  à  gluten.  Un  fragment 
du  spermoderme  est  représenté,  à  un  grossement  d'environ  500  fois, 
dans  la  Fig.  8.  L'assise  externe  (I),  encore  limitée  extérieurement  par  une 
mince  membrane  (cuticule),  se  compose  de  cellules  cubiques;  la  deuxième 
couche  (II)  est  formée  de  cellules  prismatiques  et  cubiques  à  parois 
colorées  en  brun  clair,  d'ordinaire  sans  contenu.  La  S®  couche  (III)  est 
composée  de  cellules  en  palissade  étroites,  incolores,  dont  la  cavité  est 
réduite  à  une  simple  fente.  L'assise  suivante,  la  4^  (IV)  n'appartient 
probablement  plus,  morphologiquement  parlant,  au  spermoderme  propre- 
ment dit;  elle  se  compose  de  3  à  6  couches  de  cellules,  fortement 
comprimées.  Au  dessous  se  trouve  la  couche  des  cellules  à  gluten  (A;), 
auxquelles  font  suite  les  cellules  de  l'endosperme,  remplies  de  fécule  (e). 
Fig.  9.  Un  fragment  de  spermpderme  de  la  môme  espèce,  vu  par  la  face  supé- 
rieure, à  un  grossissement  d'environ  120  fois. 

„    10.  Guscuta  Epithymum  Murr.,  cuscute  du  thym. 

„     11.  Guscuta  europaea  L.;  cuscute  d'Europe. 

„  '  12.  Nicandra  physaldides  Gaertn;  à  gauche  un  fragment  de  spermoderme, 
un  peu  plus  fortement  grossi. 


*)  La  grandeur  naturelle  des  graines  est  indiquée  par  une  figure  supplémentaire. 
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PLANCHE  IL 

Fig.  18.  Anthoxanthum  Puelii  L.,  flouve  de  Puel. 
„    14.  Panicum  capiUare  L. 

^    15.  Ambroria  artemimaefolia  L.;  I.  fruit  avec  calice  adhérent,  II  id.  sans 
calice;   III  graine   nue,  de  couleur  jaune,  cireuse,  riche  en  matières 


16.  Orohancke  ramosa  L. 

17.  Orohanche  ramom  L.;  coupe  d'une  graine,  grossie  360  fois. 

Le  spermoderme  se  compose  d'une  assise  unicellulaire  de  grandes 
cellules  brunes  à  parois  latérales  et  internes  fortement  épaissies,  présen- 
tant des  ponctuations  nombreuses,  qui  chez  l'O.  ramosa  sont  ordinaire- 
ment de  forme  plus  ou  moins  ovale,  tandis  qu'elles  sont  rondes  chez 
les  autres  orobanchées.  Sous  la  testa  il  y  a  une  couche  brun  clair,  ho- 
mogène en  apparence,  qui  recouvre  directement  l'endosperme.  Les  cel- 
lules de  celui  ci  sont  épaissies  sur  les  parois  latérales;  la  paroi  externe 
des  cellules  située  contre  le  spermoderme  est  surtout  très  fortement 
épaissie.  Dans  l'endosperme  se  trouve  l'embryon,  un  petit  corps  arrondi 
dont  les  cellules  sont  riches  en  albumine  et  en  graisse. 

18.  Orohanche  Hederae  Vauch;  variété   de  VOrohanche  minor  Sutt.,  qui  vit 
sur  le  lierre. 

19.  L^idium  virginicum  L.;  qu'il  est  facile  de  confondre  avec 

20.  Aly89um  calydnum  L. 

21.  Plantago  ariatata  Michx;  I  face  ventrale;  II  face  dorsale. 

22.  Plantago  Rugeîii  De  C;  I  face  dorsale;  II  face  ventrale. 

23.  Specularia  perfoliata  De  C. 

24.  Euphorhia  maculata  Willd.  =  E.  Preslii. 

25.  Lolium  italicum  (ce  et  fi)  et  Alopecurm  pratensis  («'  et  |î'),  examinés  à 
la  lumière  transmise.  Gross.  d'environ  5  fois. 


PLANCHE  III. 

Fig.  26.  Appareil  agitateur  de   von  Weinzierl,  modifiée.  Voir  le  texte  pour 
les  détails. 


PLANCHE  IV. 

Fig.  27.  Représentation  schématique  de  graines  de  trèfle  rouge  détériorées,  a 
germera  probablement  encore,  mais  h  ne  germera  plus;  la  partie  enlevée 
est  ombrée. 

„  28.  La  tablette  d'un  établi  pour  l'analyse  de  la  pureté,  vue  par  la  face 
supérieure. 

jf    29.  Coupe  verticale  de  la  môme  tablette.  Voir  le  texte  pour  les  détails. 

„    30.  Spatule  pour  la  détermination  de  la  pureté. 
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PLANCHE  V. 

Fig.  81.  ^Prâzisions  separator"  d'après  von  Weinzierl. 
„    82.  ^Spreufege*'  d'après  Nobbe,  modifiée  par  von  Weinziebl. 
n    88.  Loupe  pour  l'examen  des  semeuces,  d'après  von  Weinziebl. 


PLANCHE  VL 

Fig.  84.  Caisse  à  miroir. 
„    85.  Appareil  à  secouer  de  von  Weinziebl. 
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CATALOGUE 


DES 


collections  géognostico-minéralogiques 


DU 


MUSÉE  TEYLER 


PAR 


T.  C.   WINKLER 

Docteur  es  sciences,  membre,  correspondant  et  membre  honoraire  de  plusieurs 
sociétés  savantes;  conservateur  au  musée  Teyler. 


AVIS. 


Ce  premiei*  supplément  du  Catalogue  géognostico-minéralogique  du 
musée  Teyler  contient  Ténumération  d'une  belle  collection  de  minéraux, 
de  minerais  et  de  métaux,  composée  d'environ  1500  échantillons  et 
acquise  pour  le  musée  susdit  au  mois  d'Avril  1895.  L'année  dernière 
le  musée  a  été  enrichi  d'une  collection  superbe  de  Roches  volcaniques 
des  environs  et  du  sol  de  Roma.  L'énumération  de  ces  roches  a  été 
insérée  dans  ce  premier  supplément  du  Catalogue  et  en  même  temps 
celle  d'une  centaine  de  laves  taillées,  qui  ne  sont  pas  mentionnées 
dans  le  Catalogue  distribué  en  1889. 

Dr.  t.  C.  WINKLER 

Haarlem,  1895.  Conservateur  du  Musée  Teyler. 


MINÉRAUX. 

Pierres  précieuses. 


Rabis  oriental,  2  échantillons Vitrine 

Id.      H 

Id.      Id 

Id.? 

Corindon  téléne,  saphir  blanc 

Id.  Id.      améthyste  ronlé 

Id.        spinelle 

Id.        ronge  amorphe 

Spinelle  pléonaste  blene,  d*Aken>  Suède 

Saphir,  2  échantillons 

Emérande  orientale 

Id.        béryl 

Id.  Id.    dn  Brésil 

Id.  Id 

Améthyste,  2  échantillons 

Id 

Topaze 

Id 

Id. 

Id. 

Id. 


limpide 

jsune 

roulé 

Zircon  jargon? 

Id.    bmlé  amorphe 

Id.    amorphe 

Grenats  taillés 

Opale  hydrophane 

Jaspe  gris  cristallisé,  très  rare .... 

Quarts  hyalin  chatoyant 

Id.        Id.    taillé,  2  échantillons. 


rine  13  No. 

82. 

.   13  . 

43. 

.   13  . 

86. 

•   14  . 

51. 

.   12  . 

1268. 

.   12  . 

1270. 

n           18   . 

86. 

.   12  , 

1278. 

-     12   n 

1271. 

.   13  . 

87. 

.   13  . 

29. 

.   18  . 

89. 

.   12  . 

4. 

-   12  . 

.  46. 

•   13  . 

88. 

.   12  . 

52. 

.   14  . 

92. 

n           14    . 

102. 

-   12  . 

12. 

.   12  . 

11. 

.   12  . 

1269. 

.   12  . 

70 

.   12  , 

1272. 

.   12  . 

26. 

.   12  . 

1267. 

.   18  . 

29. 

.   12  . 

1266 

.   12  , 

1268. 

.   18  . 

25. 

MINÉRAUX  QUARTZIFÈRES. 


Collection   de   198  échantillons  taillés  d'agate,  de  jaspe, 

de  calcédoine  d'Obentein Tiroir  107  No.       1 . 

Collection  de  84  échantillons  taillés  de  calcédoine,  d'opale 
laitenx,  etc •. *      108     *         2. 

Collection  de  16  échantillons  taillés  de  calcédoine,  d'onyr, 

etc •      108     n         8. 

Collection  de  126  échantillons  taillés  de  jaspe,  de  corna- 
line, d'agate,  etc •      108     •         4. 

Collection  de  52  échantillons  taillés  de  jaspe •      108     *         6. 

Collection  de  17  échantillons  taillés  de  cornaline,  de  cal- 
cédoine, etc •       108     •         6 . 

Collection  de  60  échantillons  taillés  d*agate,  de  calcédoine, 

de  jaspe,  etc •      108     -         7 . 

Collection  de  20  échantillons  taillés  d'agate,  de  jaspe,  de 

cornaline,  etc    •      108     •         8 . 

Collection  de  17  échantillon»  taillés  d'agate,  de  calcédoine, 

d'opale,  etc •       108     •         9. 

Collection  de  12  échantillons  taillés  de  calcédoine «      108     •       10. 

Collection  d*Agatcs,  de  calcédoines,  etc.  taillés •      108     «  1278 . 

Agate   héliotrope,   jaspe   sangnin   et   3    échantillons   de 
jaspe  sur  opale  laiteux,  très-rare '      108     •       Il . 

Jaspe  rayé,  des  Indes,  très-rare -       108     •       12. 

Jaspe?  très-rare •      108     -   1276. 


NINBRAUX   QUARTZIFÈRttS.  3 

Jaspe  agatisé,  rare Tiroir  108  No  1277. 


Agate,  d'Oberstein . 


Oalcédoine  agatisé. 


Id.  Id.    d'Oberstein 

Id.  Id.     de  Deaz-PoDt0 

Id.        agate  rubanné,  de  Deax-Poata 

Id.  Id.        Id        d'Obcrstcin 

Id.  Id.    riÛDiforme,  de  Dresden 

Id.        mousseux,  de  Plslande 

Id.        mamtnelonné,  de  Norfolk 

Id.        de  l'Islande 

Id.        avec  du  qiiRrtz  cristallisé,  d'Oberstein 

Id.        agate  panaché,  d'Oberstein 

Id.        agate  figuré  Ib 

Id.        vert  cendré  Ib 

Id.        d'Aberdeen,  de  TEcosse 

id.        agate  sphéroidale,  d'Oberstein 

Id.  avec   du   plomb   carbonate  dans  de  la  chanz 

carbonatée 

Id.        agate  ondulé,  de  Konradsdorf 

Id.        agate  géographique,  d'Obersteiu 

Id.        agate  œQlé,  de  la  Saxe 


Opale  noble,  3  échantillons,  de  la  Hongrie. 
Id    commune,  6      Id.  , 


JMpe? 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


d'Oberstein 

tacheté,  d'Oberstein,  très-rare 

blanc,  de  Deux-Ponts 

Id.     poli 

Id.  et  brun  avec  du  quartz  cristallisé 
rouge,  de  TAngleterre 

Id.     de  la  Hongrie 

Id.     de  la  Silésie 

Id.     des  Indes 

rouge  et  vert 

bran  roulé,  des  Indes 

brun  et  vert 

bran,  de  Bilin,  Bohème 

jaune,  de  Hertfordshire 

jaune  rayé,  de  la  Bohême 


108 

109 
109 
109 
109 
109 
109 
109 
109 
109 
109 
109 
109 
109 
109 
109 

109 
109 
109 
109 

109 
109 

109 
109 
109 
109 
IIÔ 
110 
110 
110 
110 
110 
110 
110 
110 
110 
110 


18. 

14. 

18. 

19. 

80. 

81. 

82. 

17. 

16. 

16. 

20. 

21. 

22. 

23. 

24 

25. 

26. 
27. 
28. 
29. 

1282. 
1285. 

88. 
34. 
85. 
36. 
48. 
37. 
88. 
41. 
44. 
46. 
40. 
45. 
47. 
48. 
49. 


MINERAUX   QUARTZIFÈRES. 


JMpeP  rubanné,  d'Alteobarg Tiroir  110  No.  89. 


Id. 
Id. 
Id. 

Silex 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id 
Id 
Id. 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


roulé,  de  PEgypte 

calcédoine  œillé,  d'Oberstein. 
onyx,  d'Oberstein 


pyromaque  jaspoïde,  de  l'Angleterre 

Id.        avec  du  quartz,  de  Magdebourg.  . 

Id.         Feuerstcin,  de  Wûrzeu 

Id.         de  Maastricht 

Id.        avec  du  quartz,  Angleterre 

corné,  de  Meissen 

Id.     Hornstein  de  Freyberg 

Id.     de  Kohren,  Altenbourg 

Id.     de  Planitz,  Zwickau 

meulière  cellulaire,  de  Lauenhayn 

Id.       compacte,  de  Freyberg 

chrysoprase,  de  Baumgarten .    . 

ménilite,  Pechstein  de  Meissen 

Id.       de  Meissen,  Saxe 

Id.       de  Schlittau 

Id.       avec  spérolite,  de  Spickelhansen  .    . . 
nectique,  Schwimstein  de  St    Ouen,  très  rare. 

feuilleté,  de  Johann  Georgenstadt 

résinite,  Pechstein  de  Meissen 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


de  Francfort  a/M . . 

de  Muffendorf,  près  de  Bonn  . 
Halbopal  de  Tokay,  Hongrie  . 

Id.        de  Chemnitz 

Holzopal  Ib 

Id 

Id.       de  Chemnitz 

porcelanite  de  Lessa,  Bohème , 

schisteux,  de  Beckendorff 

Id.        du  Zillerwald 

jaspoide,  de  Freyberg 

opale,  Edler  opal,  de  Tokay , 

cornaline,  de  Natolin 

hydrophane,  de  Hnbertsburg,  Saxe . . . . 

Id.         de  la  Bretagne 

calc^oine 

de  Schneeberg 

Pechstein . .  . .  


sp. 
sp 
sp. 
sp. 


110 
110 
110 

110 
110 
110 
110 
111 
110 
110 
111 
111 
110 
110 
110 
111 
111 
111 
111 
111 
111 
111 
111 
111 
111 
111 
111 
111 
111 
111 
111 
111 
111 
111 
111 
111 
111 
111 
111 
111 

m 


42. 
50. 
Bl. 

62. 

56. 

59. 

60. 

62. 

68. 

57. 

64 

65. 

54. 

55. 

58. 

61. 

68. 

69. 

74. 

66. 

67. 

68. 

75. 

76 

79. 

80. 

81. 

82. 

88. 

70. 

71. 

78. 

72. 

84. 

85. 

86. 

87. 

88. 

77. 

78. 

89. 
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Quarts 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 

Id. 
Id. 


cristalliBé  ronge,  de  Schwàrtzenberg Tiroir  112  No. 


Id. 


avec  do  manganèse,  des  Vosges, 
enfumé,  de  la  Saxe 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 

Id  ? 

laiteaz,  de  la  Hongrie 

Id.      de  1* Angleterre '^ .    

prase,  de  Breitenbrnn 

améthyste 

rubigineux,  Eisenkiesel,  de  Johann  Georgenstadt. 

cellulaire,  de  Schneeberi^ 

peeudomorphe,  de  Passy  proa  de  Paris 

hyacinthe  de  Compostella,  Espagne 

Id  du  Derbyshire 

saphinn? 

rouge,  de  Mont  Brisson,  près  de  Forez 

améthyste  en  géode,  d'Obentein 

hyacinthe,  de  P£spagne 

hyalin,  de  l'Angleterre 

Id.     de  la  Savoye 

de  la  Suisse 

de  Dauphiné 

de  Chemnitz 

de  TAngleterre 

de  la  Savoye 

Ib.    '     

de  Chemnitz,  Hongrie 

de  l'Angleterre 

Ib 

d'Altenbonrg,  Saxe 

avec  du  fer  sulfuré,  de  l'Angleterre 

d*Oberstein 

de  Freyberg,  Saxe 

de  Schneeberg 

avec  du  fer  sulfuré,  du  Hartz 

de  Kaisertbnr,  Bade 

de  la  Bohême 

avec  de  la  pyrite  et  dn  fer  spatique,  de 

Schneeberg 

du  Hartz 

avantnriné,  de  Derbyshire 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
M. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 

Id. 
Id. 


113 
112 
112 
112 
112 
112 
112 
104 
104 
112 
104 
112 
112 
104 
102 
102 
102 
102 
108 
112 
112 
112 
112 
112 
112 
101 
101 
101 
101 
101 
101 
101 
101 
101 
101 
101 
101 
101 

102 
102 
102 


91. 

90. 

92. 

98. 

94. 

96. 

97. 

95. 
1B7. 
161. 

98. 
168. 

99. 
100. 
160. 
128. 
129. 
180. 
181. 
182. 
101. 
102. 
108. 
104. 
105. 
106. 
107. 
108. 
109. 
110. 
111. 
112. 
118. 
114. 
115. 
116. 
117. 
118. 
119. 

120. 
121. 
122. 


MINÉRAUX   QUARTZIPBRES. 


Qturtz  hyalin, 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Id 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id.  ^ 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Id 

Id. 

Id 

Id. 

de  Clansthal 

amorphe,  de  Frejherg 

Id.       laminaire,  de  Nantes. 

noir  irisé,  de  Madagascar 

de  Dauphiné 


du  Hartz  .    Tiroir  102 

102 

102 

102 

102 

103 

108 

108 

108 

103 

108 

108 

103 

103 

103 

103 

103 

103 

104 

104 

104 

104 

104 

104 

104 

104 

104 

104 

104 

46 

46 

46 

46 

46 

46 

46 

46 


de  Freyherg 

de  Mont  Brisson,   Forez «  . , 

gras,  de  la  Suisse 

laiteux,  de  Stolpen,  Dresden 

noir,  de  Mont  Brisson,  Forez 

améthyste,  d*Annaherg 

Id.        de  Chemnitz 

de  Huttenberg 

hyacinthe,  de  Freyhei^ 

améthyste,  d'Oberstein  . . . .' 

laiteux,  du  Derbyshire 

améthyste,  de  Deux  Ponts 

enfumé,  de  Java 

Id.  Ib     

de  Schneeberg.  Saxe 

verdfitre,  de  Dauphiné 

gras,  de  la  Sibérie 

de  la  Saxe 

de  Clansthal 

limpide 

rose 

bran,  de  k  Castille,  Espagne 

avec  de  Tamphibole,  de  Schwanenberg. . 

du  Dauphiné  . .' 

gras,  de  N jmegen,  Pays-Bas 

avec  du  fer  sulfuré,  de  Schneeberg 

coloré,  du  Styermark 

Id.     de  Deux  Ponts 

améthyste 

de  Bristol,  Angleterre 


No.  123. 

124. 

125. 

126. 

127. 

188. 

134. 

185. 

186. 

187. 

188. 

189. 

140. 

141. 

142. 

143. 

144. 

146. 

146. 

147. 

148. 

149. 

152. 

154. 

155. 

166. 

158. 

169. 

160. 
1260. 
1261. 
1262. 
1268. 
1278. 
1279. 
1280. 
1281. 


MINÉRAUX  CALCIFÈRES. 


CoUection  de  150  cchantillons  taillés,  polis  et  détenninés  de  marbres,  d'albâ- 
tres etc. 

Granit  vert Tiroir  lOB 

Id.    rouge 

Id.     dit:  pidocbioso   

Jaepe  ronge 

Marbre  noir  antiqne 

Porphyre  vert 

Serpentine 

Porphyre  ronge 

Plasme  d*éniéninde .    . .  : • 

Vert  d'Egypte 

Améthyste 

Basalte  noir > 

Jaspe  janne 

Granit  vert 

Brdche  d'Egypte 

Vert  d'émérande 

Basalte  ferrugineux 

Lapis  lazuli 

Granit  noir 

Jaspe  ronge  fleuri 

Albâtre  cotonneux  à  veines 

Id.      jaune  fleuri 

dit  :  à  salamé 

oriental  blanc  veiné 

à  couleurs  mêlées 

dit  :  à  pecorella 

fleuri  à  roses , 

oriental  à  veines 

violet  dit:  paonazio 

blanc 

fleuri  à  veines 

ronge  moderne  de  la  France 

flenri , 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


poir  lOB  No.  1. 

•   105  . 

2. 

•   105  » 

'   8 

•   106  . 

'       4 

»   106  . 

'   6 

«   105  . 

f       6 

*   106 

'   7 

«   106  . 

r   8 

»   106 

.   9 

•   106 

'  10 

•   105 

'  11 

.   106 

-  12 

•   106 

•  13 

»   106  . 

r  14 

•   106  . 

*     16 

.   106 

'  16 

•   106 

'     17 

•   106 

'    18 

-   105 

r    19 

•   106  . 

'  20 

•   106 

'  21 

-   105 

.  22 

«   105 

'  2S 

.   105 

'  24 

«   106 

'  25 

•   106 

'  26 

«   106 

'  27 

*   106 

'  28 

.  .106 

*  29 

*   106 

'  30 

•   106 

»  31 

-   105 

-  82 

.   106 

*  83 

8 


MINÉRAUX    CALCIFàRBS. 


Id. 

ïd. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id.? 

Id. 

Id. 


AlfaAtre  oriental  à 

Id.      Teiné 

dit  :  aux  nuées 

oriental 

jaune    

oriental  à  écniWe  de  tortue 
violet  dit:  à  lumachelle  . . . 

rouge  à  veines 

blanc  oriental 

fleuri  pour  colonnes 

fleuri 

oriental  avec  doublure 

blanc  avec  doublure 

fleuri 


oriental  transparent  à  veines  . , 

oriental  à  veines 

Brècbe  dite:  de  Porta  Santa , 

Id.    de  la  France , 

Cipolin  dit:  à  merletti  ou  à  pointes  . . 

Porta  Santa  rouge. . . . 

Marbre  noir  antique 

Brècbe  à  couleurs  mêlées ; 

Id.     moderne  dite:  di  Cotarello 

Id.    violette 

Id.    dite  :  di  sette  base 

Marbre  antique  cendré  fleuri 

Brècbe  jaune  antique 

Id.    dite  :  fraccagnina 

Id.    dite:  radicellata 

Id.    rouge 

Œnil  de  paon 

Brècbe  coralline 

Id.    à  taches  jaunes 

Id.    dorée 

Id.     à  couleurs  mêlées 

Marbre  antique  cendré,  dit:  radicellata. 

Id.      noir  moderne 

Brècbe  couleur  de  café 

Id.    à  taches  diverses 

Id.    violette  radicellata 

Id.    de  TEgypte 

Id.    antique  à  couleurs  mêlées 


roir  106  No.  S4 

.   106 

r  85 

«   106 

*  36 

<*   105 

-  87 

.   106 

-  88 

.   106 

'  89 

-   106 

»  40 

'   106  ' 

'  41 

'   106  ' 

'  42 

*   106 

f     48 

«   105 

'  44 

«   106 

'  45 

«   106  • 

r  46 

•   106 

•  47 

'   105  . 

f     48 

.   106 

'  49 

«   105  < 

'  50 

•   106  ' 

'  51 

.   106 

'  62 

•   105  ^ 

r  58 

«   106  ' 

>     54 

"      105 

'  55 

•   105  ' 

r  56 

.   105  - 

.  67 

«   106  • 

'  58 

•   105  . 

f     59 

•   106  ' 

'  60 

'   105  . 

r   61 

•   105  - 

'     62 

*   105  " 

68 

«   106  . 

64 

.   105  . 

65 

•   105  . 

66 

.   106  . 

67. 

«   105  « 

68. 

*   105  • 

69. 

«   106  • 

70. 

0      105  " 

71. 

-   105  . 

72. 

*   106  • 

78. 

«   106  . 

74 

'   105  . 

75. 

.   106  . 

76. 

MINÉRAUX   CALCIFèRKS. 


Brèche  noire. Tiroir 

Id.    antique  à  fond  mélange 

Id.        Id.     conlear  de  cliair 

Marbre  dit:  Porta  Santa 

Brèche  coralline  couleur  foncée ^ 

Marbre  vert  de  pré,  de  Florence 

Jaape  de  Sicile , 

Brocatelle  antiqae 

Id.        de  l'Espagne 

Albfttre  dit  :  à  preaciato 

Brèche  menue  violette • , 

Id.    antique  variée , 

Id.    couleur  de  chair 

Id.    à  couleurs  mêlées • , 

Albfttre  moderne,  de  Monte  Ame , 

Id.     antique 

Id.     de  Tivoli 

Id.      antique  à  veines  jaunes 

Id.     moderne  à  nuvole 

Id,     à  veines 

Id.     jaune  mélangé 

Id.      blanc  dit  :  giaccione 

Id.      varié 

Id      moderne,  de  Palombara 

Marbre  vert  clair  antique 


Id.     vert  foncé 

Id.     vert  couleur  de  pré 

Id.     jaune  couleur  de  paille 

Id.     jaune  brecciato 

Id.     grec  moschinato 

Id.      vert  de  Florence 

Id.  vert  antique  à  petites  taches. 

Id.     jaune  d*or 

Id.     jaune  foncé 

Id       de  Carrara,  biche  veiné 

Id.     de  Oarrara,  foncé 

Id.  jaune  moderne,  de  Verona  . . . 

Id.     jaune  antique  claire 

Id.     jaune  couleur  d'or  foncé 

Id.     statuaire  de  Carrara 

Id.     ordinaire  de  Carrara 

Id.     vert  africain 

Id.     jaune  de  Sienne,  veiné 


iroir  106  No.  77 

•   106  . 

'  78 

•   106  ' 

'  79 

•   J06  ' 

^  80 

-   106  * 

f     81 

.   106  . 

f     82 

.   106  ' 

r   83 

.   106  . 

'  84 

.   106  - 

.  86 

-   106  . 

'  86 

•   106  . 

f    87 

*   106  . 

'  88 

*   106  < 

r  89 

.   106  . 

f     90 

..   106 

r   91 

•   106  . 

92 

-   106  » 

'  98 

.   106  . 

'  94 

*   106  . 

'  96 

•   106  . 

.  96 

"      106  'i 

97 

«   106  ' 

f     98 

«   106  ' 

'  99 

•   106  . 

'  100 

•   106  . 

.  101 

•   106  . 

102 

-   106  < 

'  103 

'   106  ' 

'  104 

»      106  < 

'  103 

•   106  ' 

106 

*   106  . 

f   107 

*   106 

'  108 

•   106  * 

-  109 

•   106  . 

110 

«   106  ' 

f   111 

*   106  < 

r  112 

*   106 

'  118 

.   106 

'  114 

.   106  . 

f   116 

•   106  < 

r  116 

.   106 

r  117 

.   106  ' 

'  118 

.       106 

-  119 

2 
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MINÉRAUX   CALaFàRRS. 


Marbre  jaune  dit:  Cotto Tiroir 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


statuaire  grec 

antique  de  Paros 

grec  à  veines 

antique,  iris-rare 

rouge  antique  veiné,  d'Egypte . . 

Palombino 

Œuil  de  paon  orient^il 

Fleur  de  pêche 

Marbre  à  paysages,  de  Florence 

Id.      ronge  fonce,  d'Egypte 

africain 

à  paysages,  de  TAmo 

jaune  brèche  antique 

cipollin 

antique  blanc  et  noir 

africain  varié 

Lumachelle  orientale 

Castracane  orientale,  iris-rare 

Marbre  noir  et  blanc,  de  Ponzonero  . . . 

Id.      blanc  et  noir  varié 

Id.     biche  africain 

Brèche  de  Fnince 

Marbre  jaune  et  noir,  de.  Porto  Venere 

Id.     stellaire  oriental,  irU-rare 

Brèche  antique  rouge 

Id.     à  rayons 

dite:  Tnccagnina 

de  Porta  Santa 

variée  d*Espagne    

veinée 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


Collection  d*échantiUons  taillés  de  marbres,  d'albfttres,  etc. 

Collection  d'échantillons  taillés  de  marbres,  d'alb&tres,  etc. 

Collection  d^échantillons  de  marbres,  d'albâtres,  de  mar- 
nes, etc 

Collection  d'échantillons  de  marbres,  d'albfttres,  de  mimes     • 

Colleetion  d'échantillons  de  marbres,  de  marnes,  etc. 


roir  106  No.  180 

/^   106  ' 

.  181 

•   106 

'  122 

•   106  . 

r  128 

•   106 

r  124 

«   106 

>  126 

*   106  . 

*     126 

*   106 

.  127 

•   106 

r  128 

•   106 

»  12«. 

•   106  ' 

*  130. 

•   106 

r  181 

.   106  < 

'  182 

•   106  < 

.  183 

.   106 

r  134 

»   106  < 

'  136. 

-   106  . 

*     186. 

•   106 

.  137 

#   1(6 

r  138. 

*   106  . 

.  139. 

.   106  . 

'  140. 

*   106  . 

^  141 

«   106  . 

.  142. 

*   106  < 

.  143. 

*   106  • 

144 

*   106  , 

146. 

'   106  * 

146. 

•   106  • 

147. 

»   106  • 

'  148. 

.   106  * 

'  149. 

«   106  • 

160 

.   66 

94 

61 

84 

45 

MWâRAUZ   CALCIFÂRES. 
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CbUeciion  d'échantillons  de  marbres  de  Chaudfontaine,  de 
Pappenheim,  de  Florence,  etc Tiroir  77 


Chaux 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
In. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id, 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


carbonatée 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


incrostante,  de  Tivoli . 


Id.         des  Flandres 

Id.         de  Blankenbnrg 

Id.         de  rAllemagne 

Id.         de  r£spagne 

Id.         de  la  Suisse 

Id.  des  Indes 

Id.  de  rAllemagne 

Id.  Ib 

Id,  Ib 

Id.         du  lac  de  Rokanje 

Id.  Ib.  

Id.         de  la  Savoye   

Id.         d*Arceuil,  près  de  Paris. . . 

Id.         de  Barmen 

Id  de  Rokaige 

tnf,  de  k  Hollande  méridionale? 

de  Ngmegen,  Pays-Bas 

de  Robschûtz,  près  de  Meissen 

de  la  Saxe 

incrustante,  de  Thûringen 

spongieux,  de  Bayrenth 

Id.         d*IserIohn,  Prusse 

tuf,  de  Carlsbad 

tuf,  de  rAngleterrc 

tuf,  de  Trêves 

tuf,  de  Tivoli 

de  Seeland,  Dsnmark 

concrélionnée 

grossière,  de  Freyberg 

Id 

stalactite? 

Id.,     de  la  Styrie 

Id ,     de  la  grotte  d'Antiparos 

incrustante,  de  la  Suisse 

stalagmite 

Id 

stalactite,  du  Banmanushôhle 

Id.       de  Carlsbad 

arragonite,  d*Arragon,  Espagne n 


69  No.  161. 
69  •  162. 


69 
69 
69 
69 
69 
69 
69 
69 
69 
69 
69 
76 
76 
76 
76 
76 
76 
76 
76 
76 
76 
76 
76 
Î6 
76 
76 
76 
76 
76 
76 
88 
88 
88 
88 
88 
88 
88 
88 


168. 

164. 

166. 

166. 

167. 

168. 

169. 

170. 

171. 

172. 

178. 

174. 

17B. 

176. 

177. 

178 

179. 

180. 

181. 

182. 

188. 

184. 

185. 

186. 

187. 

188. 

189. 

190. 

191. 

192. 

281. 

282. 

288. 

284. 

285. 

286. 

287. 

288. 


2* 
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Chaux  carbonatée,  fibreuse,  de  WhitehA?en,  Angleterre  .  .Tiroir  88 

Id.  îd         stalactite,  du  Niagara «  38 

Id.  Id.  deClansthal,  desminesd^argentduHartz  »  38 

Id.  Id         du  Bielshôhlfi,  Hartz •  88 

Id.  Id         pisolitbe  de  Carlsbad,  Bohème »  88 

Id.  Id.  stalactite  des  mines  de  cuiyre,  de  Visbach  «  88 

Id.  Id.             Id.,       de  la  Styrie .  88 

Id.  Id.            Id.,       de  Chanmont,  France    *  88 

Id.  Id.       de  TAUemagne .  75 

Id.  Id.        du  Hartz •  75 

Id.  Id .  76 

Id.  Id.        de  Chaudfontaine h  75 

Id.  Id.       de-  Moutagnole,  Toscane «  76 

Id.  Id.  marbre  veiné? 75 

Id.  Id.       de  Traversella,  Piémont •  76 

Id.  Id,       marbre  vert? //  76 

Id.  Id.        de  Drasdorf  près  de  Chemnitz »  76 

Id.  Id.        de  Fûrstenberg •  76 

Id,  Id.       de  Meissen «  76 

Id.  Id.       de  Chaudfontaine «  76 

M.  Id.       de  TAngleterre •  76 

Id.  Id.       du  Hartz •  76 

Id.  Id.       de  Gersdorf .  76 

Id.  Id.                Ib .  76 

Id.  Id        du  Hartz *  76 

Id.  Id.        de  Schneeberg,  Saxe ,. . .  *  76 

Id.  Id.        d'Andreaaberg n  87 

Id.  Id.                Ib. .  87 

Id.  Id.        du  Hartz ,  87 

Id.  Id.             Ib •  87 

Id.  Id.       de  r Amérique  septentrionale •  .87 

Id.  Id.        de  la  Hongrie , *  87 

Id.  Id.        de  TAngleterre •  87 

Id.  Id.        du  Bannat »  87 

Id.  Id.       du  Hartz •  87 

Id.  Id.       do  Traversella,  Piémont *  87 

Id.  Id,       de  Jena «  87 

Id.  Id.       de  l'Angleterre •  87 

Id.  Id.       de  l'Islande .  87 

Id.  Id.       de  Freyberg ♦  37 

Id.  Id.       du  Hartz .  87 

Id.  Id.            Ib .  87 

Id.  Id ,  37 


No.  239. 
240. 
241. 
242. 
243. 
244. 
245. 
246. 
193. 
194 
195. 
196. 
197. 
198. 
199. 
200. 
201. 
202. 
208. 
204. 
205. 
206. 
207. 
208. 
209. 
210. 
211. 
212. 
218. 
214. 
215. 
216. 
217. 
218. 
219. 
220. 
221. 
222. 
223. 
224. 
226. 
226. 
227. 
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carbonatée Tiroir  87 


Chiuz  c 

arbona 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

la. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Id 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id, 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

.Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

de  Freyberg 


d'Islande 

da  Hartz 

de  rAogleterre 

Ib, 

arragonite?  de  Daz 

de  l'Angleterre 

de  ChemiiiUj  Hongrie 

du  Hartz 

avec  du  fer  apathique,  du  Hartz 

avec  dea  dendrites   de  fer  oxydé,  d'II- 

.  menau,  Thiiringen 

de  Freyberg,  Saxe 

stalactite  tnbuleuae,  de  l'Italie 

Id.       de  la  grotte  de  Schwelm.. . . 


?. 

qnartifère,  de  Fontainebleau 

bittenpatb?   du  Locb  Lomond,  Ecosse 

brunissante,  de  Freyberg 

d'Orawitza,  Pologne 

de  Ruttlof  près  de  Chemnitz 

Ib.  Ib 

ferrifère,  de  TAmérique  septentiionale 
de  Tôplitz,  près  de  Bilin,  Bohème. . . . 

fétide»  de.  Namur 

arragonite?,  d'Annaberg 

ferrifère,  de  Freyberg 

Id.,     de  Drasdorf  près  de  Chemnitz 

fétide,  d'Eisleben 

bitumineuse,  de  Manafeld 

de  Freyberg 

de  Traversella,  Piémont 

avec  du  helvin  P,  de  Johann  Georgenstadt 

? 

arragonite?,  de  Puy  de  Dôme 

stalactite,  de  la  grotte  d'Antiparos  .    . 

grossière 

oolite,  de  Garlsbad 

Id.,   de  Thûringen 

compacte,  d'Aaran,  Suisse 

Id.     Id.    Id. 


87 
87 
87 
72 
72 
72 
72 
72 
72 
72 
72 

72 
72 
72 
72 
72 
72 
72 
72 
72 
72 
72 
72 
72 
72 
72 
72 
72 
72 
72 
72 
72 
72 
72 
82 
82 
82 
82 
82 
82 
82 


No.  22S. 
229. 
280. 
1244. 
247. 
248. 
249. 
250. 
261. 
262. 
253. 
254. 

266. 
256. 
257. 
258. 
269. 
260. 
261. 
262. 
268. 
264. 
265. 
266. 
267. 
268. 
269. 
270. 
271. 
272. 
278. 
274. 
276. 
276. 
277. 
278. 
279. 
280. 
281. 
282. 
283. 
284 
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Ghaax  carbonatée  compacte,  de  Meissea Tiroir  82  No.  285 . 


H. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Chaux 

8ul&tc< 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

14. 

Id. 

Id 

Id. 

Id 

Id 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id 

Id 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Id.     de  Sch  weinsdorf,  prè«  de  Tharand 

Id.     de  Branasdorf. 

lithographiqae  de  Bavière? 

compacte,  de  la  Toacana 

Id.       de  Thfiringen 

Id.       d'Eisleben 

Id.      de  la  Calabrie 

compacte,  de  la  Suisse 

Id        du  Mont  Blanc,  Savoye 

Id.       de  la  Solfiitara  près  de  Naples. 

Id.       d'Eislebeu 

datholite,  d'Arendal,  Norvège 

sélénite  avec  de  Tocre,  laie  d'Elbe 

Id.      de  l'Angleterre 

lamelleuse,  de  Bottendorf 

Id.         de  l'Angleterre 

Id.         de  l'Amérique  Septentrionale.. 

Id  de  l'Amérique 

fibreuse,  de  Jena 

Id.       de  Wehtan  près  de  Weissenfels  . 

Id.      de  l'Espagne 

Id.      de  Florence 

terreuse,  de  Pôsneck 

fer  de  lance,  de  Montmartre 

de  Provence 

de  Savoye  

de  Fûratenber^ 

de  Mansfeld 

de  TAngleterre 


de  San  Compostella,  Espagne  , 
de  la  Calabrie , 


de  Oirgenti,  Sicile 

? 

de  la  France 

de  la  Vieille  Castille,  Espagne  . 
de  Cumberland 


82 
82 

88 
88 
88 
88 
88 
83 
88 
88 
88 
88 
88 
88 
88 


286. 
287. 
288. 

289. 
290. 
291. 
292. 
294. 
29S. 
304. 
810. 
293. 
296. 
299. 
801. 


33  . 

'     805 

88 

r   811 

88  . 

'  318 

88  * 

315 

88  . 

.  317 

86  < 

'  822 

88  < 

.  814 

85  . 

'  319 

88  * 

297 

88  ' 

f    298 

88  < 

300 

88  < 

'  308 

88  < 

r  306 

38  / 

.  307 

88  • 

'     308 

83  < 

f    309 

88  < 

p  812 

8i  * 

316 

85  * 

318 

86  ' 

'  820 

86 

'  821 

85  . 

r  828 

Chaux  phosphatée,  apatite  sur  du  granit,  de  Johann  Geor- 
genstadt 


85 


824. 


MINERAUX   CALCIFÂRBS. 
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Chanx  phosphate  apatite,  d'Ëhrenfriedendorf Tiroir  85  No.  326. 


Id. 
Id. 
Id. 

Chanx 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


Id. 
Id. 
Id. 

floatée, 
Id. 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
M. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id- 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


silicifère  , 

P 

terreuse. . 


de  Oersdorf. , 

Ib 

d^Annaberg,  Saxe 

de  Darbam,  Angleterre  , 
de  Preyberg,  Saxe , 


de  Memmendorf  près  de  Freyberg. 

de  Oersdorf. 

avee  du  plomb,  de  l'Angleterre ... . 
de  Oersdorf 


de  PAngleterre 

ayee  dn  fer  snlfaré,  de  rAngleierre. 


de  UalsbrQcke  près  de  Freyberg. 
de  l'Angleterre 


da  Derbysbire,  Angleterre, 
de  Preyberg 


d'Annaberg 

de  Freyberg 

d'Ehrenfriedersdorf,  Saxe. 


compacte,  de  Strasberg,  Hartx . 

de  ?a  Saxe. 

?  de  Bentbeim 

Ib 

cristallisée,  de  Derbyshire  .... 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


Ib. 
Ib. 


arec  dn  fer  salfaré,  de  Oersdorf 
Id.  Ib. 

Id  de  Blankenberg. . 


cristallisa  a?ec  da  fer  sulforé,  de  Bristol. 
Id.  Id.  Ib.       . 


35   • 

85  * 

'     52SO 
f    827 

85  • 

'  828 

68  < 

f    829 

62  . 

'  880 

62  . 

r  881 

62  . 

'  882 

62  . 

'  883 

62  * 

'  884 

62  * 

.  886 

62  ' 

'  886 

62  * 

r     887 

62  . 

'  888 

62  • 

'    889 

62  . 

f     840 

62  ^ 

r  841 

62  . 

'  842 

62  * 

'    848 

62  . 

844 

62  . 

'  846 

62  . 

'  846 

62  . 

.  847 

70  . 

'  348 

70  . 

'  849 

70  . 

f    850 

70  . 

851 

70  < 

852 

70  . 

'     858 

70  . 

'  864 

70  . 

'  866 

70  . 

'  856 

70  . 

'    867 

67  ^ 

'  1224 

67  « 

'  1225 

67  « 

'  1226 

67  * 

f   1227 

67  » 

'   1228 

67  . 

1229 

67  - 

'   1280 

67  - 

f   1281 

67  * 

f   1232 

MINÉRAUX  DIVERS. 


Baryte 

sulfatée 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id, 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id.. 

Id. 

Id. 

là. 

Id. 

Id. 

Id. 

bacillaire , Tiroir  69  No 


avec  da  fer  salfaré,  de  la  Traïuaylvanie. 

de  la,  Soaabe , 

de  Freyberg 

dn  Hartï 

de  ZandYoort,  Pays-Bas 

de  Chemnitz 

de  Gersdorf  . . .  ^ , , . . . . 

de  F&rstenberg 

d*Ani\aberg , 


de  Freyberg . 

Ib. 
de  la.  Saxe  . . 
de  Chemnitz. 


feirifère,  de  Freyberg  . 
radiée,  de  Bologne. . . 
de  Bilin,  Bolième 


cristallisée,  de  Oersdorf 

compacte,  de  Perbyshire 

du  Hartz 

de  Joacbimstlial,  Bobême 

cristallisée   avec    du  quartz  et  du  plomb 

▼ert,  de  Baden 

cristallisée  arec  du  quartz  hyalin 

Id.      de  Freyberg,  prèé  de  Heidelberg 
Id.  Ib 


gnnu,  de  Steiomerk  . , 
terreuse,  de  Freyberg  , 


69 
69 
69 
69 
69 
69 

.69 
69 
69 
63 
68 

.68 
68 
68 
68 
68 
68 
68 
63 
68 
68 
68 
68 

68. 

68 

68 

68. 

68 

68 

68 


924. 

926. 

926. 

927. 

928. 

929. 

980. 

981. 

982. 

933. 

984. 

935. 

986. 

937. 

938. 

939. 

940. 

941. 

942. 

948. 
1206. 
12Q7. 
1208. 
L209. 

1210. 
1211. 
12)2. 
1218. 
1214. 
1216. 
1216. 


Baryte  carbonatée,  witherite,  de  TEcosse. 


68 


1217. 
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Strontiane  earbonatée  fibreuse,  de  Strontiane,  Ecosse. .  .Tiroir  68  No.  1218. 

Id.              Id.           Id.      de  Montmartre »  68  *  1219 . 

Id.              Id.        cri8taUi8ée,deBraun8dorf,Freyberg  •  68  -  1220. 

Id.        sulfatée  fibreuse,  de  Northen,  Hanovre *  68  •  1221. 

Id.            Id.      de  TAngleterre •  68  •  1222. 

Id.            Id.      strontianit,  d*Aaran,  Russie '  68  •  1228. 

Epidote  stralite,  dn  Danpbiné •  68  *  944 . 

Id.      sojsite,  de  Càrinthie •  68  •  945 . 

Id.      de  la  Norwège /^  68  •  946. 

Id.      d'Arendal,  Norwège •  68  •  947. 

Id.      straUte,  da  Danpbiné «  63  •  948 . 

Id.      skorsa,  de  Mnska,  Transsylvanie •  68  •  1266 . 

HelWn,  de  Scbwanenberg *  63  •  949. 

Topase  monoetiqne?  de  la  Saxe •  68  •  950. 

Disllage  chatoyante,  de  Wolfenbfittel •  68  •  951 . 

Id.      métalloïde,  de  Zoeplitz •  63  »  952. 

Id.            Id.        dans  de  la  serpentine,  da  Zellerwald  »  63  •  958 . 

Id.            Id.        de  la  BaTÎère •  68  •  1288. 

Id.      dans  da  grenat  de  Framont,  Vosges »  63  »  964 . 

Peridot  pbrysolithe •  63  *  956. 

Id.            Id.       dans  da  basait  de  Bilin,  Bohème.. . .  «  63  «  956. 

Id.            Id.      d'Altenberg -  63  -  957. 

Id.            Id -  63  •  958. 

Id.     olivine,  de  la  Sibérie •  63  •  969. 

Pycnite,  schorlartiger  béryl,  d'Altenberg.  Saxe •  63  •  960. 

Amphigène  dans  de  la  lave  porense  du  Vésaye »  60  *  868 . 

Id.         lencite,  Id.  Ib.        de  l'érnp- 

tion  de  1782 -  60  •  864. 

Népheline,  de  Pny  Anvelé,  Loire »  60  «  865 . 

Tripbanc,  d'Utô,  Snède •  60  •  866. 

Wenierito •  60  •  867. 
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IdocTBse,  vesnyian,  du  Vésnvc Tiroir  60  No.  868 . 

Id.  Ib *      60     .     869. 


Aplome,  d'Ehrenfriedendorf,  Saxe  . 
Id.      de  Scliwanenberg      Ib.    ,  , 


Stanrotide,  grenatite,  dn  St.  Gotbard 
Id.        croisette,  de  FEspagne. 


Oadolinite,  d'Itterby,  Snède. 


Grenat 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


commun  ians  dn  talc,  de  Braunsdorf,  Saxe. 

Id.       de  Rosweil 

de  rislande 

dans  de  la  diabaae  de  Bayrentb  . . . 

de  la  Norwège 

Ib 

dn  Groenland 

du  Vésuve 


du  Tyrol 

de  la  Suède , 

du  St.  Gotbard 

résinite,  colophonite,  d'Ârendal,  Norwège 

pyrope  dans  de  la  serpentine,  de  Zoeplitz,  Saxe  , 
Id.      de  la  Bohème 

manganésie,  du  Piémont 

mélanite,  de  Frascati , 


Zircon  byacintbe,  d'Auvergne  , 
Id.      jargon,  de  Ccylon 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id 


Feldspath  sexdécimol,  dn  Dauphin» 

Id         adulaire,  du  St.  Gotbard 

quadrid«?cimal,  d'Ellbogen,  près  de  Carlsbad 

p<''tuntzé,  de  la  Suède 

commun,  de  Johan  Georgenstad 

avantnrine 

Id.,        de  la  Norwège 

albite  ou  clevelandite,  de  Tinbo,  Suède 

bleu,  de  Krichlach,  Styrie , 

andalousite,  de  Waldenbourg 

opalin,  labradorite,  de  St.  Paul,  Labrador . . 


60 

r  870 

60  ' 

»  871 

60 

f    872 

60 

r  873 

60 

60 
60 
60 
60 
60 
60 
60 
60 
60 
60 
60 
60 
60 
60 
60 
60 
60 

60 
60 

89 
89 
89 
89 
89 
89 
89 
89 
89 
89 
89 


874. 

876. 
877. 
878. 
879. 
880. 
881. 
882. 
883. 
884. 
885. 
886. 
887. 
888. 
889. 
890. 
891. 
892. 

893. 
894. 


823. 

824. 

825 

826. 

827. 

828. 

829. 

880. 

831. 

832. 


MINÉRAUX  DIVERS. 

Xdsulite,  outremer,  de  la  Sibérie Tiroir  89 

Id.      de  rAutriclie •  89 

Id.                Ib .  89 

Id.      ontremer,  de  la  Chine •  89 

Natrolite,  de  Boegau,  près  de  Constance •  89 

Mésotype,  zéolitlie,  de  Tlalande •  89 

Id.            Id.            Ib .  89 

Id.            Id.       de  la  Bohème •  89 

Allochroite,  d'Orawitza *  89 

Apophyllite,  de  Tromberg,  Tyrol •  89 

Id.          du  Bannat •  89 

Harmotome  cruciforme,  d*Andreasberg "  41 

Id.         simple,                Ib.           »  41 

Préhnite  compacte,  de  Reichenbach,  près  d'Oberstein  ...  •  41 

Id.      koupholite,  de  Schwarzenberg •  41 

Id.      cristallisée,  du  Cap  de  Bonne  Espérance *  41 

Axinite,  schôrl  violet,  du  Dauphiné «  41 

Id.              Id.,           des  Pyrénées »  41 

Id  P    thumerstein,  de  Thum,  Saxe •  41 

Tourmaline,  schôrl,  du  Tyrol •  41 

Id.         cristallisée,  de  la  Suisse »  41 

Id.               Id.,          de  la  Vieille  Castille,  Espagne..  *  41 

Id.         du  Groenland •  41 

Id.         de  Johann  Georgenstadt «  41 

Id.         du  Brésil •  60 

Id.          de  Westermanland,  Suède «  97 

Id.         de  Freyberg -  97 

Jade,  néphrite,  des  Indes "  41 

Chabasie,  du  Bauphiné *  41 

Id.       zéolithe  cubique,  de  la  Bohème •  41 

StUbite,  de  PIsUnde •  41 

Id.      Qrai^;ée,  de  Tyrol •  41 


19 

No.  883. 

'T  884. 

«  835. 

•  836. 

.  887. 

«  838. 

-  839. 
"  840. 

-  841. 

«  842. 

-  843. 

•  844. 

•  845. 

-  846. 

-  847. 

•  848. 

'  849. 

•  860. 
«  861. 

"  852. 

•  853. 
«  854. 
«  855. 

•  856. 

•  875. 
.  978. 
»  974. 

•  857. 

'T  858. 

-  859. 

«  860. 

•  861. 
8» 
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Stilbite,   zéolithe  nacrée,  de  l'Islande Tiroir  41  No.  862. 

W.?      .      41     •  1284. 


Wavellite,  de  l'Angleterre 

Id.        de  Breczon,  Bohème  , 


Asbeste  dur,  d'Engelsburg,  Bohème 

Id       Id.    Tyrol 

Id.      compacte,  de  Zoeplitz,  Saxe 

Id.        avec  de  la  serpentine,  de  la  Sibérie  . 

subériforme,  de  Johann  Georgenstadt 

Id.,        de  Bleyberg 

ligniformc,  de  Schneeberg,  Tyrol 

amianthe,  de  Corsica 

amianthoïde  capillaire 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id- 


Amphibole  actinote,  passant  en  asbeste,  dn  Bannat . 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


cristallisé,  d'Arendal 

fibreux,  de  Johann  Georgenstadt . . . 

de  Sohwarzenberg 

lamillaire,  de  Zoplitz,  Saxe 

hexaèdre,  du  Zillerthal,  Tyrol 

aciculaire,  du  St.  Bernard 

cristallisé,  du  Somma 

commun,  de  Marienbnrg 

basaltique,  de  Lûckow,  Bohème 

lamellaire,  de  Freyberg 

schisteux,  de  Mittiz,  près  de  Meissen 

dodécaèdre 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


Eméril,  de  Smyma . . . , 
Id.,     d'Ochsenkopf  , 


Disthène,  kyanite,  du  St.  Gothard. 
Grammatite,  trém^lite,        Ib. 
Magnésite,  de  la  Silésie 


Malacolitbe,  sahlite,  de  Sala,  Suède. 
IdP  Id.  Ib.        Ib.    . 


91 
97 

97 
97 
97 
97 
97 
97 
97 
97 
97 

97 
97 
97 
97 
97 
97 
97 
97 
97 
97 
97 
97 
97 

97 
97 

97 

97 

97 

97 
97 


9«I. 
962. 

964. 
968. 
965. 
967. 
966. 
969. 
970. 
971. 
972. 

963. 
975. 
976. 
981. 
982. 
988. 
984. 
985. 
977. 
978. 
979. 
980. 
986. 

987. 
988. 

989. 

990. 

991. 

992. 
998. 


Serpentine  noble,  de  Waldheim . 


65 


994. 
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Serpentine  noble,  de  l'Italie Tiroir  65  No. 

Id.        oUaire,  de  Zôpliti,  Saxe •      65 

Id.        commiine,         Ib.  •      65 

Id.  Id.        avec  de  l'asbette,  de  Zôplitz,  Saxe     »      65 

Id.  Id.  Ib.  «      66 


Steatite  commane,  de  Schwarxenberg. 

Id.      pagodite,  de  la  Chine 

Id,P     

Id.      pagoditeP 


Talc  laminaire,  de  Preenitc,  Bohème . 

Id.        Id.,       de  Venise  

Id.  endnrd,  de  la  Suéde 

Id.      Id.,     d'Ehrenfriedersdorf 


Chloriie  commane,  de  Taberg,  Suéde. 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


Id.        ayee  du  schorl  noir,  du  Tyrol 

Id.  avec  da  qaartz,  dn  Daaphiné  . . . . 

Id.  Ib 

Id.  avec  du  fer  anlfaré,  de  Oieshûbel . 


Bchistense,  d'Ehrenfriedersdorf. 
baldogéeP  de  Vérone 


Picnite,  de  Schneeberg 

Lépidolithe,  de  Gradisko,  Moravie . 


Basalte  prismatique,  d'Annaberg 

Id.     tabulaire,  de  Landsberg,  Saxe . 


Pyroxéne,  coccolithe 

Id.       augite,  dans  du  basalte,  d*Annaberg  . 


Mica  foliacée,  du  Zinnerwald 

Id.        Id.      Moscovie 

Id.        Id.      de  la  Suisse 

Id.        Id.      d'Arendal,  Norwége 

Id.        Id 

Id.         Id.       de  la  Sibérie 

Id.        Id 

Id.  Id.      poudre  d*or,  de  Cumberhind,  Angleterre. 

Id.        Id.  Id 


65 
66 
66 
65 

65 
65 
65 
65 

65 
65 
56 
56 
66 
65 
56 

56 

56 

56 
56 

56 

56 

66 
66 
66 
66 
66 
66 
66 
66 
66 


999. 
998. 
995. 
996. 
997. 

1000. 
1001. 
1002. 
1020. 

1008. 
1004. 
1005. 
1006. 

1007. 
1008. 
1011. 
1012. 
1010. 
1009. 

lois. 

1014. 

1015. 

1016. 
1017. 

1018. 
1019. 

1021. 
1022. 
1023. 
1024. 
1025. 
1026. 
1027. 
1028. 
1029. 
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Mica  foliacée,  de  Wezel Tiroir  66 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


hémisphérique,  de  l'Angleterre. 

Id.  de  Tharand 

Id.  de  la  Suède  . . . 

Id.  de  Heidelherg.. 

Id.  du  Mexique  . . . 

Id.          de  la  Suisse.. . 
lamelliforme,  de  la  Sibérie 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


du  Tyrol 

de  la  Suisse 

de  rOural 

d'Arendal,  Norwège 

Ib.  

de  Freyberg,  Saxe 

du  Cap  de  Bonne  Espérance 


Succin,  des  Indes 

Id.     de  Kônigsberg. 

Id.  Ib. 

Id.     taUlé 


Soufre  pulvérulent,  du  bain  de  St.  Charles,  Âix-la-Chapel le 

Id.  Id.  des  bains  de  Wiesbaden 

Id.  Id.  de  Wieliczka,  Pologne 

Id.  Id.P        

Id.    gemme,  de  la  Sol£stare,  Roma 

Id.    cristallisé' 

Id.         Id.?        

Id.        Id 

Id.         Id 

Id.  croûte  sulfureuse,  formée  par  les  vapeurs  des  eaux 

chaudes  de  Karlsbad,  Bohème. 

Id.  avec  de  la  chaux  sulfatée  et  de  Targile,  de  Mous- 
tiers,  Mont-Blanc 

Id.     du  Vésuve 

Id.     massif,  du  Japon 

Id.        Id.     de  Sumatra 

Id.  Ib 

Id.  massif,  rare,  de  Grova,  près  de  Oirgenti,  Sicile.. 

Id.      Id.      de  Bex,  Pays  de  Vaud 

Id.    de  fabrique 

Id.  Id 


66  No 

.  1247. 

66  « 

1030. 

66  . 

1031. 

66  . 

1032. 

66  « 

1286. 

66  - 

1287. 

66  » 

1238. 

66  « 

1083. 

66  . 

1034. 

66  * 

1035. 

66  * 

1036. 

66  * 

1087. 

66  • 

1038. 

66  • 

1039. 

66  « 

1040. 

66  » 

1041. 

66  • 

1042. 

66  « 

1043. 

66  « 

1044. 

68  ' 

1047. 

68  • 

1048. 

58  ' 

1053. 

58  « 

1241. 

58  * 

1054. 

58  ' 

1242. 

68  * 

1248. 

68  ' 

1067. 

68  'T 

1060. 

68 

58 
58 
58 
58 
58 
58 
58 
58 
68 


1055. 

1045. 

1046. 

1058. 

1059. 

1066. 

1051. 

1052. 

1049 

1050. 
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Omiit  dn  Hannebed  d'Eext,  Drenthe  Pays-Bas Tiroir 

Id.  îd.  de  Diever,  Ib.         Ib 

de  la  Suède 

Ib 

Ib 

avec  des  grenats,  dn  Tyrol 

de  l'Espagne 

du  Hara 

ie  l*Eoosse 

poli 

avec  du  feldspatb,  de  Zinnwald 

avec  du  talc,  de  la  Suède 

de  Heidelberg 

de  Rouen,  France 

de  la  Suède 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id? 


du  Palatinat 

d'Argentaria,  Galabrie. 


Brèche,  dn  Neanderbôble,  Duché  de  Berg  , 


Id. 

Id. 

Id. 

Id.P 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 


de  la  Norwège . 
de  Mûlheim  . . . 
de  Schneeberg  . 


Poudingue 

Id.        de  r Angleterre? 

cailloux,  de  Drontheim,  Norwège 
Id.  Ib. 


Goméenne  compacte,  de  la  France. 

Id.  Id.         de  Siebenlehn 

Id.  lydienne,  de  la  Silésie.  . 

Id.  Id.       de  Yoigtland.. 

Id.  Id 


Argile?  lithomarge,  de  Rochlitz 

Id.  Id  de  Planitz,  Zwickau 

Id.      figuline,  de  la  Saxe 

Id.      smectique,  de  Staffordshire 

Id.      coUyrite 

Id.      feuilletée,  de  Ménilmontant 

Id.  schiste  avec  une  plante  fossile,  de  Planitz,  Zwickau 
Id.  ?  Id.  empreinte  d'une  fougère  fossile, 
de  Badenberg 


58  No. 

58 

58 

68 

58 

87 

87 

87 

87 

87 

87 

87 

87 

87 

87 

87 

87 

87 

87 

87 

87 

87 

87 

87 

87 

87 

87 

87 

90 
90 
90 
90 
90 

90 
90 
90 
90 
90 
90 
90 

90 


1061. 
1062. 
1068. 
1064. 
1065. 
1066. 
1068. 
1069. 
1070. 
1071. 
1072. 
1078. 
1074. 
1079. 
1084. 
1085. 
1086. 
1087. 
1088. 
1067. 
1075. 
1076. 
1077. 
1078. 
1080. 
1081. 
1082. 
108S. 

1089. 
1090. 
1091. 
1288. 
1284. 

1093. 
1096. 
1094. 
1095. 
1099. 
1098. 
1092. 

1097. 


24 


MINÉRAUX   DIYSRS. 


Argilolite,  de  Chemnitz,  Saxe Tiroir  90  No.  1100. 


Id. 
Id. 


de  Dresden. 
de  Kohren  . 


Marne  calcaire  compacte,  de  Meissen  . . . 
Id.         Id.      de  St.  Pierre,  Maestricht. 

Id.      argillense  friable 

Id.  Id.       oompaete,  de  Freybeig. 


Ocre  janne,  de  la  Silésie 

Id.   brun,  d'OmbrieP , 

Id.    Id.     Ile  de  Cbypre 

Id.   ronge,  de  Cbianni  en  Toscane. . 

Id.      Id.    d'Arménie 

Id.     Id.    de  Montanino,  Toscane  . , 
Terre  de  Bncaros 


Pierres  à  fen  dn  Mont  St.  Pierre,  Maestricht 

Caillonx  différents  de  l'Angleterre 

Id.       de  Nymègne 

Terre  d*ane  mine  d'or  de  Bornéo 

Id.         Id.        de  diamant,  Ib 

Cendre  dn  Vésuve 

Porphyre  vert,  de  Rnbeland,  Bmnswick , 

Id.       différents 

Brèches  Tolcaniqnes  dn  VésnTe 


90 
90 

90 
90 
90 
90 

90 
90 
90 
90 
90 
90 
90 

78 
78 
78 
73 
78 
78 
78 
78 
78 


1101. 
1102. 

1108. 
1108. 
1104. 
1106. 

1107. 
1108. 
1109. 
1110. 

un. 

1112. 
1118. 

1114. 
1115. 
1116. 
1117. 
1118. 
1119. 
1120. 
1121. 
1122. 


Ck>llection  de  roches  Tolcaniqnes  des  environs  et  dn  sol 
de  Roma ^   • 


2—6 


1274. 


Tuf  lithoïde  leacitique,  de  Sedia  del  Diavolo  . 
Ib.  Ib. 

de  La  Mistica 

de  Sedia  del  Diavolo . 
Ib.  Ib. 

Ib.  Ib. 

de  Grottoni 

de  Tor  Tre  Teste 

de  FogliDo 

de  Spinaceto 

Ib 

Ib 

Ib 


Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Id. 

Id. 

2     ' 

1. 

2     « 

2. 

2     ' 

8. 

*        2     • 

4. 

2    • 

4a 

2    • 

4â 

2     « 

4e 

.        2     » 

6. 

*        2     . 

5a 

2     • 

6. 

•        2     • 

7. 

.        2     * 

7a 

«        2     * 

7„ 

MINÉRAUX   DIVKRS. 


25 


Tuf  lithoïde  leucitique,  de  Spinaceto Tiroir  S  No    7b. 

8. 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


Id.  trachitique,  de  Panta  de  Nasoni. 

Id.  Id.  de  Vescovo 

Id.  Id.  de  La  Selviata 

Id.      leucitique,  de  Vescovo 


sanidiuique,  Ib. 

micacique,  Ib. 

ayec  de  la  lave,  Ib. 

breocifonne,  Ib. 

ealcîfère,  Ib. 

Manque 

Bois  pétrifié,  Ib. 

Id.       Id.  Ib. 

Tuf  gris-bnmfttre,  Ib. 

Terre  bolaire,  Ib. 

Tuf  lithoïde  leucitique,  Ib. 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id, 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


Id.      tracbitique,  de  Grotta  rossa  . 

Id.  Id.         de  Pisciacavallo . 

Id.  leucitique,  de  Pietralata . . . . 
recomposé,  Ib.  . . . . 

Id.         d'Acqnaoetosa 

lithoïde  leucitique,  de  Sau  Paolo  . . . 


cohérent, 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
trachitiqne, 


Ib.  

de  Portonaccio 

de  Stazione  di  Ciampino 

de  Portonaccio 

de  San  Paolo 

de  La  Mistica 

de  Pnnta  de  Nasoui.  . . . 
Ib 


Id.       de  Braudnsia 

Id.  Ib 

Id.  Ib 

Id.        de  La  Selviata 

Id.  Ib 

Id.  Ib 

incohérent  leucitique,  de  Macchia  delk  Cesarina 

Id.  Id.        de  San  Cosimato 

Id.  Id.        de  La  Storta. 

Id.  Id.        de  Pietralata 

décomposé,  Ib,  

incohérent  lencitique,  de  La  Fosse 

Id.  Id.         de  Grotta  Perfetta 


2 
8 
8 
3 
3 
8 
8 
8 
8 


8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 


«  9. 

»  9a. 

•  9n. 

•  98. 
"  9/. 

•  9d. 

•  95. 

•  9C. 

•  9^. 
"  9;^. 
-  9^. 
.  9x. 

•  n. 

•  10. 

•  10a. 

•  11. 

•  12. 

•  12-1. 
.  12—2. 
.  13. 

•  14. 
«   15. 

•  15a. 

•  16. 
.  17. 
«  18. 

•  19. 

•  20. 

•  21. 
.  22. 

•  23. 

•  24. 

•  25. 

•  26. 

•  27. 
.  28. 
.  29. 

•  29a. 
«  29^. 

•  80. 

•  31. 
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Scorie,  de  Grotta  Perfetta Tiroir 

Id.  Ib.  . 

Lave,  Ib.  • 

Id.    leQcitique,  d'Acqna  Santa " 

Id.    aagitiqae,  Ib.  • 

Id.    biotitiqae,  Ib.  « 

Tuf  incohérent  leacitiqae,  de  La  Cecchignola • 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


Id.  de  Bosco  sacro • 

Id.  de  Grotta  Perfetta • 

Id.  d'Albano • 

Id.  de  Tor  di  Messavia  d*Angela..  • 


"trachitiqae,  de  Prima  Porta » 

Id.                   Ib - 

Id.        .           Ib - 

Leacitite,  de  Capo  di  Bove. » 

Lave  leucitique  et  pbillipeite,  Ib • 

Id.          Id.                               Ib • 

Leucitite  porfiroïde,                   Ib • 

Latente,                                     Ib • 

Terre  bolaire,                             Ib • 

Détritus  de  pozzolano,               Ib -. • 

Lave  leucitique  avec  calcite,  de  Vallerano « 

Id.        Id.         d'Acquacetosa • 

Id.        Id.        avec  un  géode  de  breislakite,  de  Oapodi  Bove  » 

Id.         Id.         Id.  pbillipsite,  d'Acquacetosa • 

Id.        Id.         Id.  un  géode  de  mellitite,   Ib • 

Id.    grise,  de  Tavolato • 

Id.   leucitique  avec  hauynite,  Ib • 

Id.    grise,                                  Ib • 

Id.    leucitique,                            Ib • 

Id.   augitiqne,                            Ib * 

Id.   biotitique,                           Ib - 

Sable  volcanique,  de  Portonaccio • 

Pierre  ponce  blanchâtre,  Ib.         • 

Id.        Id.     avec  sanidine,  de  Via  Cassia • 

Id.        Id.    grisiltrc,  de  Santa  Maria  di  Galera « 


5  No. 

5 

6 

5 

5 

6 

6 

5 

0 

6 

0 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 


8Ia. 
Slo'. 
816. 
Slrt. 

81y. 

82. 

88. 

84. 

85. 

86. 

87. 

88. 

89. 

I. 

I-tf. 

I— *. 

I— <?. 

I-rf. 

I— <f. 

I-/. 
I-a 

I-/9. 

i-y. 

i-rî. 

i-ff. 

n. 

m. 

IV. 

V— «. 
v-r. 

A. 

B. 

C. 
D. 


Collection  de  76  échantillons  taillés  de  lave •  9 et  10  «     1275. 


Lave?  

Id.     du  Vésuve 

Id.?   

Id.?     


• 

88 

« 

1128. 

m 

83 

m 

1124. 

« 

88 

9 

1125. 

m 

83 

m 

1126. 
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Lbtc  d'AndenuMsli Tiroir  88  No.  1127. 

Id.   de  Temate  

Id.P 

Id.   de  ridande 

Id.   (am/gdaliteP)  avec  du  quarts  hyalin  cristallisé,  d'O- 

berstein 

Id.  P  de  la  Bohême 


Obsidienne  vitreose  noire,  de  l'Islande  .  . 
Id.            Id.      chatoyante,  de  Lipari 
Id.            Id.      de  Tokay,  Hongrie  . . . 
Id.  Id.      dn  Vésnve 


Ponce  commnte,  d'Ischia  près  de  Naples . 

Id.  Id.        de  la  Hongrie 

Id.     capillaire  Tîtreuse,  de  'Lipari 

Id.?   de  Yeyay,  près  de  Berne,  Snisse. . . 


Acide  boraciqae,  de  la  Snisse. 
Alnminite  de  Roma 


Alumine  snl^tée,  de  l'Ourthe. . 

Id.  Id 

Id.       flnatée    


Magnésie  fluatée,  de  Freyberg 

Id.      boratée,  de  L&nenbonrg,  Brunswick. 
Id.         Id.  Ib. 


Soude  boratée,  dn  Thibet 

Id.    mnriatée,  sel  gemme  de  Wielicska,  Pologne. 
Id.        Id        sel  de  cuisine  cristallisé 


Sel  gemme,  steinsalz,  de  Gmûnden,  Autriche  , 

Id.              Id.  Ib. 

ïd.              Id.  Ib. 

Id.  Id.        de  Salzburg 

Id.  Id.  Ib 


Houille  grasse,  de  Chamont,  France  . 

Id.         Id.     de  la  Hongrie 

Id.        Id.    de  New  Yersey 


'   88 

1128 

«   88 

1129 

*   83 

1130 

•   83 

1181 

•   88 

1182 

•   88 

1188 

.   88 

1184 

•   88 

1185 

«   88 

1186 

«   88 

1137 

«   88 

1139 

«   88 

1188 

•   88 

1140 

«   80 

1141 

'   80 

1142 

'   80 

1143 

»   80 

1146 

«   80 

1144 

*   80 

1146 

*   80 

1147 

*   80 

1286 

.   80 

1148 

•   80 

1149 

•   30 

1150 

.   80 

1290 

*   80 

1291 

«   80 

1292 

•   80 

1298 

*   80 

1294 

•   61 

1151 

•^      61 

1162 

•   61 

1153 
4» 
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Houille  graue,  de  Dreadei) , Tiroir 

Id.      sèche,  de  St.  Etienne.  Forez 

de  Coalbrookdale,  Shropshire   . . . , 

de  la  Hongrie 

de  St.  Gilleff  près  de  Liège 

de  Toulon 

Wittin  près  de  Halle 

de  l'Ecosse 

avec  du  fer  sulfuré  et  du  quartz,  de  l'An* 

gleterre 

de  Marseille 

de  Dresden 

de  Schônfeld  près  de  Franensteln 

de  PAngleterre 

Bitume  asphalte  avec  du  quartz,  de  Neufchâtel,  Suisse . 

Id.        Id.       d'AItona,  Balmatie 

Id.      pétrole 


Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Graphite  grenue  de  Passa,  Bavière. 


Anthracite  friable,  de  Maoot,  Mont-Blanc. 
Id.         feuilleté,  de  Liège 


Ampélite  alumineux,  de  Reichenbach. 

Id.      graphique,  de  Saalfeld 

Id.      alumine,  Ib 


Schiste  marneux  bitumineux,  de  Mansfeld 

Id.  ardoise  tabulaire  avec  du  fer  sulfuré,  de  l'Angleterre 

Id.         Id.  Id.        de  Saalfeld 

Id.      argilleux,  de  Fontano 

Id.  Id.      de  Bayreuth  .    

Id.  Id.      des  Alpes  maritimes 

Id.  Id.      de  Gersdorf,  près  de  Freyberg 

Id.      luisant,  de  Cherbourj; 

Id.       cotuleux,  de  l'Allemagne 

Id.  Id.        de  Lausanne 

Id.      taUlé 


Lignite  friable,  de  l'Islande 

Id.         Id.  Ib 

Id.        Id.       de  Planitz,  Zwickan. 


61 

No 

1166 

61 

1154 

61 

1166 

61 

1156 

61 

1157 

61 

1168 

61 

1169 

61 

1160 

61 

1161 

61 

1162 

61 

1163 

61 

1164 

61 

1166 

47 

1167 

47 

1168 

47 

1285 

47 


1169. 


47 

1170 

47 

1171 

47 

1172 

47 

1178 

47 

1184 

47 

1174 

47 

1176 

47 

1179 

47 

1176 

47 

1178 

47 

1181. 

47 

1183 

47 

1177 

47 

1180 

47 

1182 

47 

1289 

74 

1186 

74 

1186 

74 

1187 
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Lignite  friable,  de  Bilin,  Bobème Tiroir  74  No.  1188. 

Id.      fibreux,  de  NasBaa •  74  •  1189. 

Id.          Id.            Ib .  74  -r  1190. 

Id.          Id.     de  U  France •  74  .  1191. 

Id.          Id.     de  r Ariège •  74  .  1192. 

Id.      jayet,  de  Planite •  74  •  1198. 

Id.        Id .  74  .  1194. 

Id.        Id.    de  CarcaiBone »  74  •  1196. 

Id.        Id .  74  •  1196. 

Id.      terreux 74  •  1197. 

Id.        Id,     4e  Tbûringen •  74  •  1198. 

id.        Id.     de  Brubl -  74  .  1199. 

Id.        Id.     de  Skoplaae,  pièf  de  Kolditi «  74  •  1200. 

Tourbe  de  marais •  74  »  1201 . 

Id.             Id.      de  la  Frise,  Pays-Bas •  74  •  1202. 

Id.            Id.      de  Drenthe,           Ib 74  .  1204. 

Id.            Id.      de  Heerenveen,     Ib •  74  »  1206 . 

Id.            marine,  derrie  de  Lisse,  Ib.  . »  74  «  1208. 


MÉTAUX. 

Minerais  cuprifères. 


Cuivre 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 

Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


malachite,  enivre  carbonate  vert  soyeux,  daHartz. Tiroir  89  No.  858. 

859. 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 

Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


Ib. 


Id.  Id. 

de  la  Hongrie * . . 

de  la  Sibérie 

de  Zellerfeld,  Hartz 

de  Miedzena-Gora,  Pologne 

de  Kamsdorf,  Saxe 

chrysocolle,  de  k  Saxe 

Id.  de  Smelnitz,  Hongrie.. 

Ib. 

Id.  du  Bannat 

de  la  Sibérie 

Ib 

du  Bannat 

de  la  Sibérie 

de  Zellerfeld,  Hartz 

de  Saalfeld,  Saxe 

de  la  Sibérie 

de  St.  Bel,  près  de  Lyon 

du  Bannat 

chrysooolle,  de  Siegen 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


de  Zellerfeld,  Hartz 

de  Saida 

du  Bannat  

de  Chemnitz,  Hongrie 

de  Neverdahl,  Norwège  .  . . 

de  la  Sibérie 

ferrugineux,  de  Freudenstadt,  ^iirtem- 

burg 

Id.         du  Languedoc 

Id.         de  Siegen,  Nassau 

Id.         de  Saalfeld,  Saxe 

a^eo  du  enivre  azuré,  de  la  Sibérie .... 
Id.  pyriteux,  de  Derbyshire 


89 
89 
89 
39 
89 
89 
79 
79 
79 
79 
79 
79 
79 
79 
79 
79 
52 
52 
62 
86 
86 
86 
86 
86 
86 
86 

86 
86 
86 
86 
86 
86 


861. 
864. 
865. 
866. 
868. 
378. 
879. 
880. 
881. 
888. 
884. 
886. 
887. 
888. 
889. 
416. 
416. 
417. 
891. 
892. 
898. 
896. 
402. 
406. 
411. 

401. 
404. 
406. 
408. 
396. 
897. 
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GaÎTrc  malachite  avec  de  la  chaax  carbonatée,  du  Haitx. Tiroir  86  No    400. 


Id.  Id.      avec  de  Toxyde  da  fer,  du  Cap  de  Bonne 

Espérance 

aTec  da  grès,  de  Bayreath 

Id.  dn  Bannat 

de  Burgos,  Espagne 

de  Zcllerfeld,  Hartz 

de  Lngnano,  Toscane 

08  pénétcé  de  malaclitte,  turquoise  .... 


aznré  avec  du  cobalt  oxydé,  de  Marienberg. 

dn  Bannat 

d'Annabeig 

da  Danpbiné,  France 

de  la  Bohême 

enivre  carbonate  bien,  dn  Bannat. . . . 
Id.  Ib 

d'Orawitsa»  Pologne 

dn  Bannat 

de  Rheinbreitenbach,  Cologne 

de  la  Sibérie 

de  Chessy,  près  de  Lyon 

Ib.  

de  TEspagne 

?  de  Toscane 

carbonate  vert,  de  Lanterberg,  Hartx 

bien 


Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Cnivre 

aznré  t 

Id. 

Id. 

Id. 

Id.    ( 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

ronge' 

Id. 

carbon 

Id. 

Id. 

Cnivre  pyritenx  avec  dn  plomb,  da  Bannat  , 
Id.         Id.?     


Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

de  Freyberg 

de  Breitenbach,  Pfalz 

de  la  Hongrie 

de  Breitenbach,  Pfalz . . . . 
de  Kamsdorf,  Thûringen  . 

de  Fabien,  Snède 

dn  Hartz 

de  Fabien,  Snède 

Ib 

Ib.  

de  rîle  d'Anglesey 

de  Kamsdorf,  Thnringen  . 


80 
86 
86 
86 
86 
86 
86 
86 

89 
89 
89 
89 
89 
79 
79 
79 
79 
79 
79 
79 
79 
79 
89 
46 
46 

5S 
62 
52 
52 
52 
62 
52 
62 
52 
62 
52 
62 
52 
52 


403. 
409. 
890. 
894. 
898. 
899. 
407. 
410. 

860. 

862. 

868. 

867. 

869. 

871. 

872. 

878. 

874. 

876. 

876. 

877. 

882. 

886. 

870. 
1266. 
1267. 

418. 
419. 
420. 
421. 
422. 
428. 
424. 
425. 
426. 
427. 
428. 
429. 
480. 
481. 
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Caivre 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


pyriteax  de  Fahlen,  Suède Tiroir  52 


Id. 

Id. 

Id. 

Id.? 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 


du  Steyermark 

de  St.  Bel,  près  de  L/on  , 


avec  da  quartz,  de  l'Angleterre  . 
sur  du  marne,  Ib. 

de  Fûrstenberg , 

de  Becke,  Westmanland,  Suède.. 

de  Holtzapfel,  Westphalen , 

de  Feldentz , 

de  la  Sibérie 

de  la  TranssyWanie 

de  Chemnitz,  Hongrie 

de  la  Sibérie 

de  la  Hongrie 

de  Kamsdorf,  Saxe 


Cuivre  phosphaté,  de  Rheinbreitenbach,  près  de  Cologne . 
Id.  Id.        avec  du  quartz        Ib. 

Cuivre  arscniaté,  de  Comwallis,  Angleterre 

Id.  Id.  Ib. 

Id.  Id.      de  la  Hongrie 

Id.  Id.?      

Id.  Id.?      

Id.  Id.?      

Id.  Id.P      

Cuivre  sulfureux,  de  Sangerhansen,  Thâringen 

Id.         Id.        du  Hundsruck 

Id.         Id.        de  la  Chine 

Id.         Id.        d'Annaberg 

Cuivre  oxydulé  compacte,  de  la  Hongrie 

Id.       Id.      ferrifère,  de  Kamsdorf 

Id.       Id.  Id.  Ib 

Id.       Id.  Id.       avec  du  cuivre  natif,  de  Kamsdorf 

Id.       Id.      de  Rheinbreitenbach,  près  de  Cologne . . . 

Cuivre  gris,  de  Thuringen 

Id.     Id.    antimonié,  de  la  Hongrie 

Id.   Id.    Id.    des  Vosges 


52 
52 
52 
52 
31 
81 
31 
31 
81 
31 
81 
81 
81 
81 
31 
31 

64 
54 


No.  482. 

•  438. 

•  434. 

•  436. 
0  486. 

•  437. 

•  438. 

•  439. 
»  440. 
'  441. 
»  442. 

•  448. 
-  444. 
»  445. 
"  448. 

•  447. 

•  448. 

412. 
449. 


54  •  413. 

54  •  414. 

54  •  450. 

46  •  1252. 

46  •  1268. 

46  •  1254. 

46  »  1255. 

54  •  451. 

46  »  1249. 

46  »  1250. 

46  M   1251. 

54  »  452. 

54  •  453. 

54  »  454. 

54  '  455. 

54  •  456. 

54  •  457. 

54  •  458. 

54  "     459. 
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Caiyre  gris  antimonié,  de  Freyberg Tiroir  54  No,  460. 

Id.  Id.          Id.        du  Hartz *  64  .     461. 

Id.  Td.          Id.        de  la  Hongrie -  54  •     462. 

Id.  Id.          ïd.        des  Pyrénées -  64  .    468. 

Id.  Id.           Id.        de  Oersdorf,  près  de  Freyberg..  »  54  •     464. 

Id.  Id.          Id.        de  Kapnik v  64  •     466. 

Id.  oxydé  bran  avec  de  la  malacbite,  de  VoigUand, 

Suisse •  46  •  1248. 

Id.  natif,  d*Orawitza,  Bannat •  46  »  1258. 

Id  précipité  par  des  exhalaisons  de  Titriol,  de  Neusohl  »  46  •  1269. 


Minerais  ferrifères. 


Fer  sulfuré. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id, 

Id. 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

du  Hartz Tiroir 

o 

de  Smaland,  Suède 

de  nie  d'Elbe 

de  Westmanlsnd,  Suède 

de  Freyberg 

de  Johann  Oeorgenstadt 

du  Hartz 

de  Comwallis,  Angleterre , 


de  Comwallis. 
de  Nassau .... 


de  Freyberg  . 


du  HaHz 

de  Clansthal 

de  TAngleterre 

de  Rome  de  Plsle,  France 

de  la  Suède 

aFec  de  la  baryte,  d'Annaberg,  Saxe. 


du  Hartz  . . . 
de  Chemnitz. 


roir  88  No 

466 

«   88 

467 

•   88 

468 

•   88 

469 

•   88 

470 

»      88 

471 

-   88 

472 

*   88 

478 

•   88 

474 

'   88 

475 

.   88 

476 

«   88 

477 

-   88 

478 

.   88 

479 

•   88 

480 

•   88 

481 

-   88 

482 

^   88 

483 

•   88 

484 

"      88 

485 

-   56 

486 

.   56 

487 

-   56 

488 

*   56 

489 

.   66 

490 

34 


MINERAIS   FSRRIFÈRBS. 


Fer  sulfnré,  de  rAngleterre Tiroir  56  No   491 . 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


de  la  Saxe  

de  Scbneeberg,  Saxe 

de  la  Saxe 

de  l'Angleterre 

d'OanabrQck 

dendroïde,  de  l'Angleterre.... 

de  l'îale  d'Elbe 

magnétique,  de  Breitenbmnn. 


cristallisé,  de  Qaïutbal. 


Fer  oxydé 
Id.      Id. 


Id. 
Id. 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id 
Id 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


Id. 
Id 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


bran, 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id.? 
Id. 
Id.P 
Id  ? 
Id. 
Id. 
Id.P 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id 
Id. 
Id 


de  Nassau  Siegen 

d'Artuol,  France 

des  Pyrénées 

de  Nassau  Siegen 

de  Ceyion , 

de  Rio  Tinto,  Espagne. . . 
avec  du  quartz,  de  Styrie. 

de  Montbard,  France 

de  la  Suède 

de  Nassan 

de  Scbwarzenberg 

de  Scbneeberg 

du  Hartz 

de  Webrau,  Saxe , 


de  Voigtland 

granuleux,  de  Wiirtemberg  , 

très  rare? 

granuleux,  de  Wurtemberg 


granuleux,  du  Mont  Cenis.. 
Id.        de  Wiirtemberg 


ocrenx,  de  Juliers 

Id.      du  Hanovre . . . 
Id.      de  la  Norwège. 


ocreux,  de  la  Norwège. . 

de  la  Bengale , 

Ib 


«   66 

'  492 

*   56 

«  498 

•   66 

"     494 

«   56 

'  495 

«   66 

*  496 

.   66 

'  497 

•   56 

^  498 

*   66 

'  499 

.   88 

'  1287 

«   88 

'  1288 

•   68 

.  600 

«   58 

»  501 

*   63 

'  602 

«   68 

'  503 

.   68 

'  604 

«   53 

•  606 

^   58 

'     606 

«   58 

'    507 

.   58 

•  608 

*   63 

»  609 

«   68 

>  510 

'   53  ' 

f     518 

«   58 

'  614. 

•   53  < 

^  615 

«   68  ' 

'     616 

•   81 

'  517, 

'   81  * 

f     518. 

.   81  . 

'  619. 

.   81  . 

'  620. 

»      81  . 

'  621. 

"      81  > 

'     522. 

•   81  - 

524. 

-   81  ^ 

f     626. 

•   81  . 

'  526. 

«   81  * 

'  527. 

•   81  - 

f     528. 

.   81  - 

629. 

»   81  . 

'  630. 

«   81  . 

581. 

•^   81  . 

586. 

«   81  • 

587. 
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Fer  oxydé  rouge,  de  Freyberg Tiroir  58  No.  BU . 

Id.  Id.  Id.     ocreox,  du  Harz 

Id.  Id.  Id.        Id.      d*Ormute,  Perse 

Id.  Id.  Id.     du  Harte 

Id.  Id.  Id.     de  Nassau 

Id.  Id.  Id.     de  Freyberg 

Id.  Id.  Id.     du  Harti 

Id.  Id.  Id.     de  la  France 

Id.  Id.  Id.      de  la  Saxe 

Id.  Id.  Id.     de  Johann  Georgenstadt 

Id.  Id.  Id.     du  Htrtz 

Id.  Id.  Id.     de  Flreyberg 


¥tr  oxydnlé,  de  la  Suède  , 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


Ib 

de  Caïman,  Ib   

irisé,  de  Gellivara,  Ib. 
de  la  Dalecarlie,  Ib. 
de  Presnitz,  Bohème.. 


Fer  terreux 
Id.      Id 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 

Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id? 

Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


Id.      Id. 
Id.      Id. 


limoneux,  de  Wildervank,  près  de  Groningue 

Id.        de  Milbach,  Palatinat 

Id         de  Deventer 

Id.        de  Nassau 

Id.        d'Annaberg,  Saxe 

Id.        de  Cobonrg,  Saxe 

Id.        de  Montmartre 

Id.        de  Peiz,  Prusse 

Id.        de  la  Bohème 

Id.        de  Peiz,  Prusse 

Id.        de  Java  

Id  de  Catzenellebogen 

Id.        de  Westerwold,  Groningue 

Id.        de  Loosdrecht 

des  doux  qui  se  sont  concrétionnés  après  le 

tremblement  de  terre  à  Lisbonne  1765  . . 
argileux  de  Friesdorf,  près  de  Bonn 

Id.      de  Wehrau,  Lausits 

Id.       de  Saalfeld,  près  de  Kamsdorf 

Id.      de  Wehrau 

Id.       de  Steinbach,  Saxe 

Id.   de  la  Suède 


53 
81 
81 
81 
81 
81 
81 
81 
81 
81 
81 

81 
81 
81 
81 
81 
81 

84 
34 
34 
84 
84 
34 
84 
34 
84 
84 
34 
34 
34 
34 

34 
84 
84 
84 
84 
84 
34 


512. 
528. 
577. 
578. 
679. 
580. 
581. 
582. 
588. 
584. 
685. 

582. 
583. 
534. 
585. 
536. 
537. 

538. 
589. 
540. 
547. 
548. 
549. 
550. 
551. 
652. 
553. 
564. 
566. 
667. 
558. 

556. 
541. 
642. 
543. 
644. 
545. 
646. 


6* 
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Fer  oligiste  compacte,  de  llle  d'Ëlbe Tiroir  44  No. 

Id.       Id. 


Id. 
Id. 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id- 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id 

Id 

Id. 

Id 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id  ? 

Id? 


Id  Ib. 

de  rUe  d'Blbe 

de  la  Saède 

de  Schwarzenberg 

de  Périgueax 

de  Framont 

de  rile  d'Elbe 

de  la  Hongrie 

de  Freyberg 

d'Altenberg 

de  la  Saède 

de  Giromagny,  Alsace 

de  Puy-de-Dôme,  Auvergne 
Ib.  Ib 

de  Framout,  Vosges 

Id  


Fer  spathique,  fer  carbonate  laminaire,  de  Bayreutb.  ... 

Id.         Id.         laminaire,  du  Comté  de  Foix 

Id.         Id  Id.       de  la  Hongrie 

Id.         Id.  Id.      de  la  Saxe 

Id.         Id.  Id.       du  Voigtland 

Id  Id  lenticulaire,  de  Lobenstein,  Voigtland  .  . . 

Id.         Id.         avec  de  la  chaux  carbonatée  et  du  quartz, 

d'Andreasberg 

Id.         Id.         de  Baygorry,  Pyrénées 


roir  44  No 

569 

»   44  • 

560 

*   44  . 

661 

«   44  • 

562 

*   43  » 

563 

•   44  * 

664 

'   44  • 

565 

«   44  * 

566 

.   44  « 

567 

«   44  ' 

568 

«   44  - 

569 

*   44  ' 

570 

»   44  « 

571 

*   44  * 

572 

•   44  * 

573 

•   44  • 

574 

»   44  • 

576 

.   44  • 

576 

»   44  . 

1246 

•   80  . 

588 

•   80  . 

591 

.   80  * 

598 

«   80  » 

594 

*   80  « 

596 

*   80  * 

592 

*   80  « 

590 

•   80  " 

589 

Minerais   plombifères. 


Plomb  sulfuré  laminaire,  de  Freyberg Tiroir  98  No.  696. 

Id  Id.  Id.       avec   du    quartz  et  de  la  chaux 

carbonatée,  de  Chemnitz •      98     •     698 . 

Id.         Id.  Id.        du  Dauphiné .      98     »     599. 

Id.         Id.            Id.        avec  de  la  baryte,  du  Hartz .  .     »      98     •     600. 
Id.         Id.  Id.        d'Ems •      98     •     601. 
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Plomb  tulfiiré  Uminaûne,  d'Ândreasberg 

Id.  Id.             Id.        de  Preybcrg 

Id.  Id.            Id.       de  Markirch 

Id.  Id.            Id.       de  Freyberg 

Id.  Id.            Id.                Ib 

Id.  Id.             Id         de  Cevennes,  France 

Id.  Id.             Id.        du  Daaphiné 

Id.  Id.            Id.        de  Freyberg 

Id.  Id.            Id.        de  r Angleterre 

Id  Id.  Id.       a^eo  de  la  baryte»  de  Marieu- 

berg.  Saxe 

Id.  Id.      compacte,  de  Freyberg 

Id.  Id.      sablonneux,  de  Coin 

Id.  Id.             Id.        do  llartz 

Id.  Id       d'Ems 

Id.  Id.       de  Freyberg 

Id.  Id.      de  Jena 

Id.  Id.      du  Languedoc 

Id.  Id.      de  Freybei^ 

Id.  Id.       sur  da  gneiss,  de  Chemnitz 

Id.  Id.  avec  de  la  cbanx  carbonatée,  de  Lorraine. 

Id.  Id.      avec  du  fer  sulfureux  et  du  quartz 

Xd.  Id.  Id.             Id.          et  du  fer  apathique, 

de  Freyberg 

Id  Id.?     

Plomb  carbonate  bacillaire,  du  Hartz 

Id.  Id.              Id.            Ib 

Id.  Id.         d'Anglesea,  Angleterre 

Id.  Id.  ?      de  Schopau,  Saxe 

Id.  Id.?       

Id.  Id.  ?      de  Poulaouen,  Bretagne 

Id.  Id.        aciculaire,  de  la  Sibérie . 

ïd.  Id.              Id.       du  Hartz 

Id.  Id.              Id.           Ib 

Id  Id.              Id         Przibram,  Bohème 

Id.  Id.              Id.       de  Giromagny,  Alsace 

Id  Id.               Id.        de  Bleyfeld,  Hartz 

Id.  Id.              Id         des  Vosges 

Id.  Id               Id.        de  Bretagne 

Id.  Id.              Id.       de  LeadhiU,  Ecosse 

Id.  Id.        bacillaire,  du  Hartz 

Id  Id.            Id.        de  Zellerfeld 


Tiroir  98 
98 
98 
98 
98 
98 
98 
98 
98 

98 
98 
98 
98 
98 
98 
98 
98 
98 
98 
98 
98 


46 

98 

96 
96 
96 
96 
96 
96 
96 
96 
96 
96 
96 
96 
96 
96 
66 
96 
96 


No.  602. 
607. 
608. 
609. 
612. 
613. 
615. 
616. 
617. 

619. 
697. 
614. 
620. 
604. 
606. 
606. 
611. 
618. 
608. 
610. 
621. 

1264. 
622. 

623. 
624. 
633. 
636. 
639. 
631. 
626. 
627. 
628. 
629. 
682. 
684. 
636. 
637. 
688. 
626. 
640. 
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MINBBAIS  PLOMBIFÈRSS. 


Plomb  carbonate  cristallisé,  de  Leadhill,  Ecosse Tiroir  96  No.  630. 

Id.          Id .  96  .  1289. 

Plomb  phosphaté,  de  Freyberg «  80  •  641 . 

Id.             Id.        de  la  Bohème *  80  •  642. 

Id.  '           Id          de  Schopau,  Saxe •  80  «  648. 

Id.            Id.         de  Kreyberg -  80  .  646. 

Id.            Id.        de  la  Croix,  Alsace »  80  •  646. 

Id.            Id.                Ib.            Ib «  80  .  647. 

Id.            Id .  80  •  648 

Id.            Id.        de  Schopaa •  80  '  649. 

Id.            Id,        du  Brisgaa •  80  -  660. 

Id.            Id.        de  Schopaa,  Saxe »  80  •  661 . 

Id.            Id.        aïsenié,  de  Haelgoet,  Bretagne •  80  •  644. 

Plomb  arsénié •  80  »  668. 

Plomb  chromé,  d'Ekaterinenboarg,  Sibérie •  80  •  662 . 

Plomb  molybdaté,  de  Bleyberg *  80  •  654. 

Plomb  oxyde  terreux?  de  Kall •  80  *  666. 


Minerais   ziocifères. 


Zinc  sulfuré  jaune,  de  Freybeig Tiroir  48 

Id.  Id.       Id.          Ib .  48 

Id.  Id.       Id.    de  k  Suède *  48 

Id.  Id.  avec  du  plomb  et  du  cuivre  jaune,  de  Chemnitz  •  48 

Id.  Id.    jaune,  de  Chemnitz *  48 

Id.  Id.       Id.    de  Kapnik •  48 

Id.  Id.    avec  de  la  boumonite,  Ib •  48 

Id.  Id.  brun,  de  Vixille,  France 48 

Id.  Id.      Id.   du  Hanz -  48 

Id.  Id.      Id.   de  Pûrstenberg •  48 

Id.  Id.    noir,  du  Derbyshire , •  48 

Id.  Id      Id.  du  Hartz •  48 

Id.  Id.    de  r Angleterre •  48 

Id.  Id.    de  Chemnitz -  48 

Id  Id.            Ib •  48 


No.  666. 

•  666. 
«  666. 

•  667. 

•  671. 

•  672. 
«  678. 
»  667. 
«  668 
"  669. 
"  669. 
'  660. 

•  661. 

•  662. 

•  668. 


MINERAIS   ZINCIVÈRBS.  39 

Zinc  salfui^,  de  Preybcrg Tiroir  48  No.  664. 

Id.      Id.    noir.   Ib •  48  .  668. 

Id.      Id.      Id.    Ib •  48  .  670. 

Zine  calamine,  de  Westmanland,  Snède -  48  •  674 . 

Id.       Id.       de  rOurthc •  48  .  676. 

Id.       Id.       d'Omwitia,  Bannat .  48  •  676. 


Minerais  argentifères. 


Argent  antimonié'tnlfnré,  argent  ronge,  de  Chemnitt ..  .Tiroir  82  No.  677. 

Id.  ronge  avec  delà chanxcarbonatée, de Sahla,Norwège  •  82  •  678. 

Id.      Id.    de  Cbemnitz •  82  •  679. 

Id.      Id.            Ib. •  82  .  680. 

Id.      Id.            Ib "  82  .  681. 

Id.      Id.    avec  dn  qnartz,  Ib -  82  «  682. 

Id.      Id.    avec  du  fer  snlfnré,  Ib •  82  •  688. 

Id.      Id.    de  Freybcrg •  82  •  684. 

Id.      Id.    d»Annaberg •  82  .  686. 

Id.      Id.    d'Andreasberg,  Hartz •  82  •  686. 

Id.      Id.    de  Freyberg.  Saxe •  82  •  687. 

Id.      Id,            Ib .  82  .  688. 

Id.      Id.            Ib .  82  /^  689. 

Id.      Id.    de  Joacbimstbal,  Bobême •  82  «  690. 

Id.      Id.    de  Chemnitz,  Hongrie •  82  »  691 . 

Id.      Id.    de  Freyberg -  82  •  692. 

Id.      Id.    d'Annaberg .  82  »  693. 

Argent  blanc,  dn  Derbysbire *  82  •  694. 

Id.  Id.    de  Fi-cyberg 82  •  696. 

Id.       Id.?          Id .  82  .  696. 

Id.       Id.            Ib .  82  -r  697. 

Id.       Id.    de  Sabla.  Snède »  82  •  698. 

Id.       Id.    d*AndreasbeTg »  82  •  699. 

Id.  Id.            Ib 82  .  700. 

Argent  noir,  de  la  Saxe m  91  »  701 . 

Id.  Id.     de  Freyberg 91  .  702. 
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MINERAIS    AROfiNTIFÂRBS. 


\_ 


Argent  noir,  d'Almont Tiroir  91  No.  708. 

Id       Id.     dn  Derbyshire .  91  •  704. 

Id.      Id.    avec  de  Turgent  natif,  de  Freyberg •  91  •  705. 

Argent  natif,  de  Freyberg •  91  •  706. 

Id.      Id.     dans  de  la  baryte,  de  la  Lorraine •  91  »  707. 

Id.  Id.    dans  de  la  chanz  carbonatée,  de  Fûratenberg  •  91  •  708. 

Id.      Id      de  Freybcrg .  91  *  709. 

Id.      Id.    dans  de  la  chanz  carbonatée,  Ib.  .  l •  91  •  710. 

Id.  Id.    avec  dn  qnartz,  de  Johann  Georgenttad ...  •  91  •  711 . 

Id.      Id.              Id.            da  Hartz .  91  -  712. 

Id.      Id.?  de  Kongsbcrg .  91  .  713. 

Id.      Id.    de  Marienberg •  91  •  714. 

Id.      Id.    de  Kongsberg,  Norwège »  91  •  716 . 

Id.      Id.    dcFreybeig -  91  .  716. 

Id.       Id.    d^ns  du  cobalt,  d'Annaberg '  91  *  717. 

Id.       Id.    dn  Mezique •  91  .  718. 

Argent  arsenical ^ •  91  •  727. 

Argent  antimonial •  91  •  728. 

Argent  mnriatéP  de  Schwarzenberg •  91  «  729. 

Argent  snlfnré,  de  Freybcrg   -  91  •  730. 


Or  et   Platin  e. 


Or  natif,  des  Grisons Tiroir  91  No, 


Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

de  la  Transylvanie 

de  Siebenbirgen   

dans  de  Targent  snlfaré,  de  Schneeberg. 

dans  dn  qnartz,  de  Sumatra 

d'Ekaterinenbonrg,  Sibérie 


de  l'Âmériqne 

Platine  natif,  du  Chili • 


roir  91  No. 

719 

•   91  . 

720 

•   91  - 

721 

•   91  . 

722 

*   91  * 

728 

.   91  . 

724 

.   91  . 

725 

*   91  • 

726 

91 


781. 


MINERAIS   ANTIMOINIFÈRES.  41 


Minerais   antimoinifères. 


ÂntimoiDe  salfaré,  de  Maryakka,  Hongrie.    Tiroir  95  No.  732. 

Id.  Id.      de  Braunsdorf ■*      95     -     733. 

Id.  Id.      de  Chemnitz •      96     "     784. 

Id.  Id.  Ib .      95     •     735. 

Id.  Id.      de  Stolberg,  Harl» .      96     •     736. 

Id.  Id.      de  Mallebois,  France -      96     •     737. 


Minerais   bismuthifères. 


Bismuth  oxydé,  de  Marienberg Tiroir  95  No.  738. 

Id.          Id.     avec  du  biamath  natif,  d'Ânnaberg •  95  •  78^. 

Id.           Id.     de  Schneeberg •  95  •  740. 

Bismnth  salfuré,  de  Tannenbaam  près  de  Schwarzenberg  <r  95  *  741. 

Bismuth  natif,  avec  dn  cobalt  et  de  la  baryte,  de  Fiirstenberg  •  96  •  742 . 

Id.         Id.               Id.             de  Marienberg «  95  »  748 . 

Id.        Id.    d'Annaberg -  96  •  744. 


Minerais  stannifères. 


Etain  oxydé,  de  Geyer,  Saxe Tiroir  96  No.  745 . 

Id.  Id.  d'Altenbcrg,  Ib 

Id.  Id.  de  Johann  Georgenstadt 

Id.  Id.  d'Annaberg,  Saxe 

Id.  Id.  de  Schlakkenwald,  Bohême 

Id.  Id.  de  Johann  Georgenstadt 

Id.  Id.  avec  da  quartz,  d'Ebrenfriedersdorf 


•   95 

.  746 

*   96 

•  747 

*   95 

•  748 

"   95 

"     749 

*   96 

-»  750 

•   95 

•  751 

42  MINERAIS    8TAKNIFÈRE8. 

Etain  oxydé,  de  Zôplitz Tiroir  95  No.  752. 

Id.      Id.      de  Cornwallis,  Angleterre    -  95  •  758 

Id.      Id.               Ib.                Ib -  96  .  764. 

Id.      Id.?     •  95  •  1245. 

Blain  pyriteux,  de  Gcyer,  Saxe •  96  -  76K . 

Id.        Id.        d'Altenberg -  96  .  756. 


Minerais   manganèsifères. 


Manganèse  métalloide,  d'Elgenbourg  près  de  Gotha Tiroir  49  No.  767. 


Id. 
Id. 


Id. 
Id. 


cbalybin,  d*Ilfeld,  Hartz. 
Id.       d*£lgersboarg  .  . 


Manganèse  terne  compacte,  de  Langenberg  près  de  Schwar- 

zenberg 

Id.         Id.        Id.         de  Dordogne,  Pcriguenx  .... 
Id.        Id.        Id.         de  Graael,  Schwarzenberg  . . . 


Manganèse  lithoïde  rose,  de  Freyberg 

Id.  Id.       Id.     de  Kapnic,  Transylvanie . 

Manganèse  solforé,  de  Nagyag  Ib 

Manganèse  phosphaté,  de  Limoges,  France  ........ 


•   49 

758 

«   49 

759 

•   49 

760 

•   49 

761 

*   49 

762 

*   49 

76S 

•   49 

764 

'   49 

766 

*   49 

766 

Minerais  cobaltifères. 


Cobalt  oxydé  brun,  da  Danphiné Tiroir  49  No.  767 . 

Id.      Id.     terreux,  de  Schneeberg •      49     •     768. 

Id.      Id.    mammelonné,  de  Saalfeld •    «      49     »     769. 

Id.      Id.    janne •      49     .     770. 

Id.      Id.P •      49     .1240. 


MINERAIS   COBÂLTIFàRES. 
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Cobalt  gris,  d'Annaberg,  Saxe Tiroir  49  No.  771. 

Id.      Id.    de  Schneeberg .  49  •  772. 

Cobalt  anénieal  tricoté,  de  Grauel  près  de  Scbwarzenberg  •  49  *  773 . 

Id.          Id.       concrétionné,  de  Scbneeberg •  49  «  774. 

Id.          Id.                Id.          de  Stadming,  Styrie •  49  •  775. 

Cobalt  an^DÎaté  pulyérulent.  de  Marienberg •  49  •  776. 

Id.          Id.              Id.          de  Scbneeberg •  49  *  777 . 

Id.          Id.              Id.          d'Annabcrg •  49  .  778. 

Id.          Id.        aoîcalaire,  de  Scbneeberg »  49  •  779 . 


Minerais   arsénicifères. 


Arsénié  solfaré,   réalgar,   avec  de  la  cbaaz  carbonatée, 

d'Andreasberg Tiroir  40  No  784. 

Id.  Id.  Id.        de  Felsobanya,  Hongrie •  40  «  785. 

Id.  Id.          Id.        de  Solfatara  près  de  Naples..  »  40  •  786. 

Id.  Id.  Id.        de  Ladestein,  Hanovre •  40  •  787 . 

Id.  Id.        de  la  Hongrie •  40  •  788. 

Id.  Id.        de  l'Etna .  40  •  789. 

Id.  Id.        orpiment, avec  de  lu  marne,  de  la  Hongrie  »  40  «  790. 

Id.  Id,  Id.       de  la  Moldavie .  40  .  791. 

Id.  Id.  Id.       de  la  Hongrie .  40  •  792. 

Arsenic  oxydé,  de  Scbwarzenberg •  40  *  793 . 

Id.        Id.     de  Freyberg •  40  •  794. 

Id.       Id.  Ib •  40  .  796. 

Id.        Id.     avec  da  qiiartz,   Ib •  40  •  796 . 

Id.        Id.     avec  du  fer  sulfuré.  Saxe •  40  •  797. 

Id.       Id.    aciculaire,  de  Braunsdorf •  40  •  798. 

Id.       Id.         Id.        de  Reicbenstein »  40  »  799. 

Arsénié  natif,  du  Hartz •  40  •  800. 

Id.       Id •  40  '  801. 
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MINERAIS   MKRCUKIFàRBS. 


Minerais   raercurifères. 


Mercure 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


sulfuré 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 
Id. 


hépatique,  d'Idria,  Carniolie Tiroir  93 

Id.  Ib.  Ib 

Id.       d'Andreasberg,  Hartz  .... 

Id.      de  Deux  Ponts 

compacte,  d'Idria 

Id.      de  Deux  Ponts , 

Id.      de  la  Pologne 

Id.       de  la  Hongrie 

Id.       de  Wolfstein,  Palatinat  . . . 

Id.       de  Deux  Ponts 

Id.       de  l'Espagne , 

Id.      de  la  Pologne    

Id.       de  Deux  Ponts 

Id.       de  la  Bavière 

Id.       d'Altenbourg,  Saxe 

Id.       du  Palatinat 

fibreux,  de  Wolfstein,  Palatinat 

pulvérulent,  de  Lindenberg,  Pfalz. . . 


Id.  d'idria,  Carniolie 

Id.  d'Alraaden,  Espagne 

Id.  Tb 

Id.  de  Wolfstein 

Id.  de  Lorraine 

Id.  de  Krenznach,  Palatinat . . . 


Mercure  muriaté,  de  Deux  Ponts  . 

Mercure  argental  Ib. 

Mercure  natif?  d'idria,  Carniolie  . 

Id.        Id.?     

Id.        Id 


iroir  93 

No 

.  895 

>*      93 

896 

»      93 

916 

*   93 

917 

«   93 

897 

*   98 

898 

*   93 

899 

*   93 

900 

*   93 

902. 

•   93 

903 

*   93 

918 

•   93 

911 

.   93 

912 

«   93 

913 

-   93 

914 

'   93 

915 

.   93 

901. 

«   93 

904. 

•   93 

905 

.   93 

906 

f      93 

907. 

-   93 

908. 

<*   93 

909 

'   93 

910 

-   98 

919. 

*   93 

920. 

•   93 

921. 

*   93 

922. 

*   93 

923. 

MINâRA.IS    DIVERS 
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Minerais  divers. 


42 
42 

42 


Nickel  arsenical,  de  Scbneeberg Tiroir  49 

Id.         Id.         de  Marienberg «      49 

Id.         Td  ?       d'Annaberg •      49 

Nickel  oxyde,  de  Scbneeberg •      49 

Chrome  oxydé,  d'EcoacbeU,  France 

Id.        Id  Ib 

XJrane  oxydnlé,  de  Johann  Georgenstadt 

Urane  oxydé  micacé,  de  Cornwallis,  Angleterre 

Id.       Id.        Id.       de  Reinerzau  près  de  'Wurtemberg. 

Id.       Id.        Id.       de  Jobann  Georgenstadt 

Id.       Id.     pulvérulent,  Ib.  

Titane  nitbilc,  d'Andemach 

Id.         Id.       aciculaire,  de  Savoye 

Id.       nigrine,  avec  du  feldspath,  d*Arendal,  Norwège. 
Id           Id.       canaliculé,  avec  da  titane  ruthile?  du  St. 
Gotbard 

Scbéelin  ferruginé,  de  Zinnwald,  Bobème 

Id.  Id.  Ib.  Ib        

Id.       calcaire,  Ib.  Ib 

Molybdène  sulfnré,  avec  du  quartz,  d*Altenberg,  Saxe... 
Id  ?      du  St   Gotbard 

Tantale  yttrifèrc,  d'Ytterby,  Suède 

Cérium  oxydé?  de  Rastnaes,  Suède 

Pctalitc,  d'Uton.  Suède    

? 


No.  780. 
781. 
782. 

788. 

802. 
803. 

804. 


42 


42 

r  805 

42 

.  806 

42  . 

'  807 

42 

-  808 

42  ' 

'  809 

42  < 

'  810 

42  • 

.  811 

812. 


42  . 

'  818 

42 

-  814 

42  ^ 

'  815 

42 

•  816 

42  . 

817 

42  ^ 

'  818 

42 

'  819 

42  . 

'  820 

42 

-  821 

CHQTJIÊIQI  SUPPLÉMENT  ^ 
ADDITIONS  "^ 


AU 


CATALOGUE 


DE  LA 


BIBLIOTHÈQUE, 


PAR 


G.  C.  W.  BOHNENSIEG, 

Bibliothécaire. 


5^^  SUPPLÉMENT  ET  ADDITIONS. 


PUBLICATIONS  ACADÉMIQUES 

et 

BECUEILS  PÉRIODIQUES. 


ALLEMAGNE. 

Berlin. 

Koenigliche  Preussîsche  Akademie  der  Wissenschaften.  Ad.  pag.  9;  760; 
789;  825;  871. 

IV.  Monatsberichte,  Uber  die  zur  Bekanntmachung  geeigneten  Verhandlungen. 
1850—4855;  1857—4862.  Berlin.  In  8°. 
Register  fUr  die  Monatsberichte  der  Koen.  Preuss.  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Berlin  vom  Jahre  4836—4858.  In  8^. 

Gesellschaft  der  naturforschenden  Freunde.  Ad.  pag.  10. 

I.  Beschâftigungen  der  Berlinischen  Gesellschaft  naturforschender  Freunde. 
Bd.  IV.  1779.  In  8°. 

Cette  Société  publia: 

Festschrift  zur  Feier  des  hunderdjâbrigen  Bestehens.  Berlin,  F.  Dûmmler^ 
1875.  In  4^ 

C.  G.  Ehrenberg:  Die  das  Funkeln  und  Aufblitzen  des  Mittelmeeres  bewir- 
kenden  unsichtbar  kleinen  Lebensformen.  Avec  4  pi.  —  C.  Bammolsberg: 
Ueber  die  chemische  Natur  der  Mineralien,  welche  ans  schwefelfreien  oder 
schwefelhaltigen  Arsen-  oder  Autimon  verbindungen  bestehen.  —  G.  Rose: 
Ueber  das  Meteoreisen  von  Iquique  in  Peru.  Avec  2  pi.  —  A.  Gerstaecker: 
Zur  Morphologie  der  Orthoptera  amphibiotica.  Avec  4  pi.  —  G.  Fritsch: 
Ueber  das  stereoskopische  Sehen  im  Mikroskop  und  die  Herstellung  stere- 
oskopischer  Mikrotypien  auf  photografischen  Wege.  —  L.  Knj:  Ueber 
Axillarknqspen  bei  Florideen.  Ein  Beitrag  zur  vergleichenden  Morphologie. 
Avec  2  pi.  lith.  —  P.  Magniis:  Zur  Morphologie  der  Sphacelarieen  nebst 
Bemerkungen  ûber  die  Ablenkung  des  Vegetationspunktes  der  Hauptachse 
duixh  den  nahe  am  Scheitel  angelegt  v^erdenden  Tochterspross.  Avec 
4  pi.  lith.  —  E.  T.  Martens:  Die  Binnenmolusken  Venezuela's.  Avec  2  pi. 
lith.  —  W.  C.  H.  Peters:  Ueber  Dinomys,  eine  merkwûrdige  neue  Gattung 
von  Nagethieren  aus  Peru.  Avec  4  pi.  lith.  —  P.  Aseherson:  Ueber  einige 
Achillea-Bastarde.  Avec  2  pi.  lith.  —  P.  Aseherson:  Ueber  einige  biolo- 
gische  Eigenthûmlichkeiten  der  Gardamine  pratensis.  Avec  4  pi.  lith.  — 
0.  MOller;  Vergleichende  Untersuchungen  neuerer  Mikroskop-Objective. 
Avec  4  pi,  lith. 


920  BIBLIOTHÈQUE. 

Franefort-sar-Main. 

Senckenbergische  naturforschende  Gesellschaft.  Ad.  pag.  13. 
Berichte.  1869—1872.  Frankfurt  a/M.  1870—1873. 

Oottingue. 

Eônigl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften.  Ad.  pag.  14. 
VI.  Nachrichten. 

Depuis  1894  la  Société  publie  les  „Nachrichten"  en  trois  sections: 
I.  Nachrichten  der  Mathematisch-physikalische  Klasse. 
II.  u  H    Philologisch-historische  Klasse. 

III.  Geschâftliche  Mittheilungen. 

Halle  8/8. 

Naturforschende  Gesellschaft.  Ad.  pag.  15.    . 

2 — 4ter  Jahresbericht  des  naturwissenschaftlichen  Vereins  in  Halle.  Berlm. 

1850—1852. 
Bericht  ûber   die  Sitzungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  im  Jahr 

1880  etc. 

Heldelberg. 

Naturhistorisch-medizinischer  Verein.  Ad.  pag.  16. 

Verhandlungen  des  naturhistorisch-medizinischen  Vereins  zu  Heidelberg. 
Band  I-IV.  Heidelberg,  1859-1372.  In  8^ 

Hiinleh. 

Eônigl.  Bayer.  Akademie  der  Wissenschaften.  Ad.  pag.  20. 

VI.  Abhandlungen  der  philosophischen-historischen  Classe  der  Kon.  Bayer. 

Akademie  der  Wissenschaften.  Band  X,  2te  und  3^  Abtheilong.  Mûn- 

chen,  1865—1866. 

Ad.  pag.  21. 

Zeitschrift  fur  Biologie,  von  L.  Bahl,  H.  Pettenkofer,  L.  Badikofer,  C.  Toit. 
Band  I Mûnchen,  1867.  In  8''. 

Offenbach. 

Verein  fur  Naturkunde.  Ad.  pag.  21. 

Bericht  des  Offenbacher  Vereins  fur  Naturkunde,  ûber  seine  Thâtigkeit. 
Offenbach  a/M.,  KohW  unà  Tiller,  1860.  Vol.  I 

AMÉRIQUE  MÉRIDIONALE. 

République  Argentine.  Ad.  pag.  35;  790;  829;  872. 

Buenos  Aires.  La  Plata. 

Anales  del  Museo  de  la  Plata.  Publicados  bajo  la  Direcion  de  Fr.  P. 

Moreno,  Director  del  Musco. 
Tom.  I.  Materiales  para  la  Historia  fisica  y  moral  del  continente  Sud- 

Americano.  La  Plata  1890—91.  Lôndon,  B.  QuarUch;  Paris,  E.  Lmnix, 

1890-91.  In  fol. 
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Seccîon  de  Historia  americana.  I.  U*  Sclmiidely  primer  historiador  del  Rio  de 

la  Plata.  Notas  bibliograficas  y  biograficas  por  B.  Mitre.  Avec  6  fig.  dans 

le  texte  de  17  pages. 
Seccion   de  Arqueologia.   I.   Notas  arqueologicas,  aproposito  de  un  objeto  de 

arte  indigena  por  S.  A.  Lafone  Qneredo.  Avec  9  fig.  dans  le  texte  de  9  pages. 
Seccion  de  Historia  americana.  II.  El  génesis  de  la  revolucion  e  independencia 

de  la  America  espanola  por  A.  Lames.  Avec  1  photogr.,  1  pi.  col.  et  25  grav. 

dans  le  texte  de  64  pages. 

Palaeontologica  Argentina.  Voyez  Paléontologie^  Rec.  périod. 
Tome  n.  1892—1893. 

Seccion  de  Historia  gênerai.  I.  Documentos  historicos  relatives  al  descubri- 
miento  de  la  fotografia,  por  P.  N.  Arato.  Avec  10  photogr.  et  texte  de  11  pages . 

Seccion  de  Arqueologia  II.  Provincia  de  Catamarca.  Las  Ruinas  del  pueblode 
Watungasta,  por  G.  Lange.  Avec  1  carte  et  texte  de  4  pages.  —  El  pueblo 
de  Batungasta,  por  S.  A.  Lafone  Quevedo.  Avec  10  fig.  dans  le  texte  de 
11  pages.  III.  Les  Ruinas  de  la  fortaleza  del  Pucara  por  G.  Lange.  Avec 
1  pi.  lith.,  3  cartes  et  11  photogr.  dans  le  texte  de  12  pages. 

Seccion  geologica  y  mineralogica.  I.  Provinzià  de  Mendoza.  Observaciones 
sobre  el  mapa  del  Departemento  de  Las  Heras  por  G.  A.  Lallemond.  Avec 
1  carte  et  texte  de  20  pages. 

Seccion  Zoologica.  I.  Geotria  macrostoma  (Burm.)  Berg  y  Thalasophryne 
montevidiensis  (Berg),  dos  paces  particulares  por  C.  Berg.  Avec  2  pi.  lith. 
et  texte  de  7  pages. 

Buenos  Aires. 

Boletin  del  Institato  geografico  argentîno,  publicado  bajo  la  Direcion  del 

Senor  Présidente  del  Instituto  D.  Alejandro  Sorondo.  Tomo  XVI 

Buenos  Aires,  G.  Kraft^  1895.  In  S"*. 

AMÉBIQUE  SEPTENTRIONALE. 

^TATS^UNIS  DE  L'AMERIQUE  DU  NORD. 
New-Tork. 

State  Muséum.  Ad.  pag.  36;  761;  790;  827;  872. 
Forty-fifth  annual  Report  to  the  Régents  of  1891. 

Avec  2  pi.,  1  carte  et  286  fig.  intercalées  dans  le  texte  de  616  pages. 
Forty-sixth  annual  Report  to  the  Régents  of  1892. 

Avec  1  pi.  et  28  fig.  intercalées  dans  le  texte  de  494  pages. 
Forty-seventh  annual  Report  to  the  Régents  of  1893. 

Avec  60  pi.,  cartes  et  669  fig.  intercalées  dans  le  texte  de  1137  pages. 

Philadelphie. 

Société  américaine  philosophique.  Ad.  pag.  37;  790. 

Cette  Société  publia  en  1894:  1743—1895.  Proceedings  commemorative 
of  the  One  Hundred  and  Fifteeth  Anniversary  of  the  foundation  ofthe 
American  Philosophical  Society  held  at  Philadelphia  for  the  promotion 
of  useful  Knowledge,  May  22—26,  1893.  Philadelphia,  1894. 

Avec  les  portraits  du  Président,  des  Vice-Présidents,  Secrétaires,  etc.  et 
51  photogr.  et  planches,  texte  de  647  pages. 
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Washington. 

Sinithsonian  Institution.  Ad.  pag.  36;  761;  790;  827;  872. 

Annual  Report  of  the   Board  of  Begents  of  the  Smiths.  Instit.  showing 

the  opérations,  expenditures  apd  conditions  of  the  Institution  for  the 

year  ending  June  30,  1891. 
Report  of  the  Un.  Stat.  National  Muséum.  Washington,  1891.  In  8^ 
Avec  84  pi.  et  151  fig  intercalées  dans  le  texte  de  869  pages. 

Report  of  the  Un.  Stat.  National  Muséum.  Washington,  1892.  In  8°. 
Avec  103  pi.  et  5  fig.  intercalées  dans  le  texte  de  620  pages. 

Annual  Report;  1893. 

Avec   94   pi.    et  photogr.    et  6  illustr.    intercalées  dans  le  texte  de 
763  pages. 

L'Institut  Smithsonien  publia  en  1894. 

W.   W.   Roclrbill:  Diary  of  a  Journey  through  Mongolia  and  Thibet  in 
1891  and  1892.  Washington,  1894.  In  8°. 

Avec  28  pi.  photogr.  et  13  illustr.  intercalées  dans  le  texte  de 413 pages. 

IV.  Bureau  of  Ethnology. 

1893.  Tenth  annual  Report.  1888-^89. 

Avec  54  pi.  et  1290  fig.  intercalées  dans  le  texte  de  822  pages. 

1894.  Eleventh  annual  Report.  1889—90. 

Avec  35  pi.  et  20  fig.  intercalées  dans  le  texte  de  553  pages. 

1894.  Twelfth  annual  Report.  1890—91. 

Avec  42  pi.  et  344  fig.  intercalées  dans  le  texte  de  742  pages. 

AUTRICHE-HONGRIE 

Stelermark. 

firaz. 

Naturwissenschaftlicher  Verein.  Ad.  pag.  27. 

Mittheilungen  des  naturwissenschaftlichen  Vereins.  HeftI — V.  Graz,  1863 — 

1868.  In  8°. 
E&mten. 
HIagenfurt. 

Naturhistorisches  Landesmuseum  von  Kârnten.  Ad.  pag.  26. 
Jahrbuch  des  naturh.  Landesmuseum  von  Kârnten. 
29  und  30ster  Jahrgang,  Heft  XV.  1882. 

D.Pacher:  Systematische  Aufzahlung  der  Gefàsspflanzen  Kârntens. — G.  Hdftier: 
Die  Schmetterlingedes  Lavanthales  und  der  beiden  Alpen  (Kor-  und  Sau-Alpe). 

31  und  32ster  Jahrgang.  Heft  XVI.  1884. 

D.  Pacher:  Systematische  Aufz&hlung  der  Gefàsspflanzen  Kârntens.  —  G.  Hdfher: 
Die  Schmetterlinge  des  Lavanthales  und  der  beiden  Alpen  (Kor-  und  Sau-Alpe). 

33  und  34ster  Jahrgang.  Heft  XVII.  1885. 

B.  Latzel;  Die  Myriopoden  Kârntens  —  D.  Pacher:  Systematische  Aufz&hlung 
der  Getâsspflanzen  Kârntens.  -  G.  HOfher:  Die  Schmetterlinge  des  Lavan- 
thales etc.  Nachtrag. 
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35ster  Jahrgang.  Heft  XVIIL  1886. 

£•  liegol:  Ein  Beitrag  zur  Këlferfauna  Kârntens.  —  G.  Hôfiier:  Die  Schmet- 
terlinge  des  Lavanthales  etc.  —  D.  Paeher:  Systematische  Aufzàhlung  der 
Geiasspflanzen  K&rntens.  —  Tief;  Seltene  Dipterenfunde  aus  Kârnten.  — 
F.  C.  Kolleri  Der  Bartgeier,  Gypaëtos  barbatusL.  Die  letzten  ihres  Stammes 
in  Kàrnten, 

366ter  Jahrgang,  Heft  XIX.  1888. 

D*  Paeher:  Systematische  Aufzàhlung  der  Gefàsspflanzen  Kârntens.  —  0*  À. 
Ziranslger:  Verzeichniss  der  in  Eârnten  volksthûmlichen  deutschen  Pflanzen- 
namen.  —  G.  HSfner:  Die  Schmetterlinge  des  Lavanthales  etc.  —  F.  C* 
Keller:  Der  Zug  der  Yôgel.  Biologische  Skizzen. 

37ster  Jahrgang.  Heft  XX.  1889. 

À.  WallnSfer:  Die  Laubmoose  K&rntens.  —  G.  Hôfiier:  Die  Schmetterlinge 
des  Lavanthales  etc.  —  £•  liegel:  Ueber  Kârntische  Ilymenopteren .  — 
F.  C.  Keller:  Omis  Carinthiae.  I.  —  H.  B.  yon  Gallenstein:  Beitrâge  zur 
Kenntniss  der  Conchylien-Fauna  Kârntens. 

38ster  Jahrgang.  Heft  XXI.  1890. 

F.  C.  Keller:  Omis  Carinthiae.  —  G.  HOfiier:  Die  Schmetterlinge  des  La- 
vanthales etc.  ^ 

39  und  40ster  Jahrgang.  Heft  XXH.  1893. 

E.  Liegel:  Ueber  Kâmtischen  Hymenopteren.  —  D,  Paeher:  Systematische 
Aufzàhlung  der  wildwachsenden  GefHsspflanzen  Kârntens.  —  À.  Hansgirg: 
Sûsswasseralgen  aus  Kârnten. 

Diagramme  der  magnetîschen  und  meteorologischen  Beobachtungen.  1878, 
etc.  Klagenfurt,  1878.  In  4°. 

Tienne. 

Kais.  Kôn.  Âkademie  der  Wissenschaften.  Ad.  pag.  28;  790. 
B.  Mathematîsche-naturwissenschaftlîche  Classe.  Bd.  I — L,  Jahrgang  1846 — 
1864.  Wien,  1848—1865.  In  8°. 

FRANCE. 

Marseille. 

La  Faculté  des  Sciences  de  cette  Ville  publie  depuis  1891: 
Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille,  publiées  sous  les  auspices 
de  la  Municipalité.  Tome  I 1891.  In  4°. 

Tome  I.  P.  Maeé  de  Lépinay:  Sur  la  double  réfraction  du  quartz.  —  S.  Heckel: 
Sur  le  Dadi-Go  ou  Balancounfa  (Cerantanthera  Beaumetzi  E.  Heckel). 
Plante  nouvelle  cléistogame  et  distopique,  usité  comme  taenifuge  sur  la  c6te 
occidentale  de  l'Afrique  tropicale.  Avec  3  pi.  dont  1  col.  —  P.  Àppell: 
Sur  une  fonction  analogue  à  la  fonction  9.  —  Y.  Jamet:  Sur  un  théorème 
de  statique.  —  Ch.  Fabry:  Théorie  de  la  visibilité  et  de  Forientation  des 
franges  d'interférence. 
Tome  II.  1892.  M*  L-Sanvage:  Sur  l'intégration  des  différentielles  rationelles. — 
Définition  d'une  intégrale  multiple.  —  £•  Àmignes;  La  théorie  des  ensembles 
et  les  nombres  incommensurables.  —  £•  Jonrdan:  De  la  valeur  du  mot 
endotheliura   en   anatomie.   X.  propos  des  cellules  à  cils  vibratiles  de  la 
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cavité  générale  des  Sipiinculiens.  Avec  des  fig.  —  J.  Curie  et  G.  Flanuuid: 
Sar  la  dawsonite  des  Ténés  (Algérie).  —  P.  Àppell:  Sur  des  potentiels 
conjugués.  —  RÎTereau:  Zéros  de  la  fonction  n  =  +  a,  —  S.  lùuigeot: 
Sur  les  nombres  de  BernouUi.  —  A.  Perot:  Étude  de  Toscillateur  Blondlot.  — 
A.  Tajssière:  Étude  sur  le  Temnocephale,  parasite  de  TAstacoldes  mada- 
gascariensis.  Avec  1  pi.  lith.  —  E.  Heekel:  Coup-d*oeil  sur  la  flore  générale 
de  la  baie  du  Prony  (Nouvelle  Calédonie  sud-ouest)  et  sur  sa  distribution 
en  zones.  (Étude  de  quelques  plantes  nouvelles  et  utiles  de  grande  exploi- 
tation et  de  leurs  produits  nouveaux).  Avec  i  carte  botanique  et  géognostique 
de  la  région  du  Prony.  —  Sur  la  germination  des  graines  d'Araucaria  Bid- 
willi  Hooker.  Avec  i  pi.  lith. 
Tome  III.  1893.  ¥.  Beanlard:  Sur  la  coexistence  du  pouvoir  rotatoire  et  de 
la  double  réfraction  dans  le  quartz;  1^  à  l'état  naturel  et  2^  soumis  à  une 
compression  normale  à  la  direction  de  l'axe  optique.  Avec  13  pi.  et  des 
fig.  dans  le  texte.  —  E.  Heckel:  Sur  le  beurre  et  le  pain  O'Dika  du  Gabon- 
Congo  et  sur  les  végétaux  qui  le  produisent.  Comparaison  avec  le  beurru 
de  Cay-Cay  de  Cochinchine  et  les  végétaux  qui  le  donnent.  Avec  1  pi.  lith. 
et  10  fig.  dans  le  texte.  —  A.  Tajssière:  Étude  anatomique  sur  le  Coléo- 
physis  (Utriculus)  trunculata  Brug.  Avec  1  pi.  lith.  —  Observations  zoo- 
logiques et  anatomiques  sur  FAmmonicera,  nouveau  genre  de  gastéropode 
prosobranche.  Avec  1  pi.  lith.  —  E.  Heekel:  Sur  le  Copaifera  Salikounda 
Heckel,  de  l'Afrique  tropicale  et  sur  ses  graines  à  coumarine  (Salikounda 
des  peuples  Sousous)  au  point  de  vue  botanique  et  chimique.  Comparaison 
avec  la  f&ve  de  Tonka.  Avec  1  pi.  lith.  —  Supplément.  E.  Heekel:  Étude 
monographique  de  la  famille  des  Globulariées.  Essai  de  classification  tusto- 
taxique.  Avec  6  pi.  lith.  et  des  fig.  dans  le  texte. 

Annales  de  Tlnstitut  botanico-géologique  colonial  de  Marseille,  publiées 
sous  la  Direction  de  E.  Heckel,  Ire  Série,  Ire  Année,  l«r  Volume  (1893). 
Paris,  1893.  In  8°. 

Vol.  I.  1893.  E.  Heekel:  Sur  les  Kolas  africains  au  point  de  vue  botanique, 
phy&iologique,  thérapeutique,  bromatologique  et  pharraacologique.  Avec  4  pi. 
et  46  fig.  dans  le  texte.  —  Sur  les  végétaux  qui  produisent  le  beurre  et  le 
pain  d'O^Dika,  du  Gabon-Congo  et  sur  les  arbres  producteurs  de  la  graine 
et  du  „Caij-Gaij"  de  Ck)chinchine  et  du  Cambodja,  valeur  comparée  de  ces 
deux  produits.  Avec  1  pi.  et  des  fig.  dans  le  texte.  —  Claudel:  Sur  le 
Quassia  africana  B  a  i  1 1.  et  sur  le  Pancovia  Heckeli  G 1  a  a  d  e  I ,  du  Gabon-Congo. 

PABIS. 

Association  française  pour  ravancement  des  sciences  Ad.  pag.  49;  881. 

Compte-Rendu  de  la  21me  Session,  1892  à  Pau.  Paris,  1892.  2  Vol, 
ff  0       if    0  22me        ^       1893  à  Besancon.  Paris,  1893.  2  Vol. 

Muséum  d'histoire  naturelle. 

VI.  Nouvelles  Archives  du  Muséum  d'histoire  naturelle,  publ.  etc.  Paris, 
O.  Maason,  1889. 

Troisième  Série. 

Tome  YI.  Contient  une*  notice  nécrologique  de  Mr.  Edm*  Fremy,  Directeur  du 
Muséum,  par  M.  P.  P.  Déhérain.  1894. 
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GBANDE  BRETAGNE. 
Londres. 

Ray  Society.  Ad.  pag.  54;  763;  791;  875. 

B.  W.  BacUer:  The  larvae  of  the  British  Butterflies  and  Moths  (Edited  by  €f. 

Powltt).  Vol.  VI.  The  third  and  concluding  portion  of  the  Noctuae.  London,  1895 . 
Avec  19  pi.  col.  et  texte  de  140  pages. 
ITALIE. 
Modène. 

Société  des  Naturalistes.  Ad.  pag.  58  ;  763  ;  792  ;  831  ;  875. 
Annuario.  Anno  V.  Modena,  1870. 

Tenise. 

Keale  Istituto  Veneto  di  Scienze,  Lettere  ed  Arti,  Ad.  pag.  58;  763;  792; 

831  ;  875. 
Atti  deUe  Adunanze.  3a  Séria.  Tom  I— XII;  XIV.  1855—1869. 

PAT8BA8. 

BataTia. 

Bataviaasch  Genootschap  van  Kunsten  en  Wetenschappen.  Ad.  pag.  71  ; 
764;  832. 

P,  J.  P.  Louw:  De  Java-Oorlog  van  1825—1830.  le  Deel.  Batavia,  1894. 

In  4°. 

Avec  pL,  cartes  et  texte  de  XXXVIII— 705  pages. 

Harlem. 

Nederlandsche  Maatschappij  ter  bevordering  van  Nijverheid.  Ad.  pag.  68. 
Extra  Bulletin.  Koloniaal  Muséum.  1894. 

H.   Greshoff:  Nuttige  indische  pianten.  Afl.  1.  Met  inleiding  van  J.  G. 
Boerlage.  Amsterdam,  J.  H.  de  Buasy,  1894.  Fol. 
Avec  10  pi.  lith.  et  texte  de  35  pages. 

Afbeeldingen  betreffende  Koloniale  voortbrengselen  ten  dienste  van  het 
Onderwijs.  Haarlem,  1895.  Niet  in  den  handel.  In  4®. 

Leeuwarde.  Ad.  pag.  74. 

Friesch  Genootschap  van  geschied-,  oudheid-  en  taalkunde. 
Cette  Société  a  publiée,  1894: 

G.  H.  van  Borssiim  Waalkes:  AndreaeTiaraeAnnotationes.Aanteekeningen 
jbetre£fende  de  Boomsch-Eatholieke  kerk  in  Friesland,  sedert  de  Hervor- 
ming  tôt  het  jaar  1696.  Uitgegeven  naar  het  eenig  bekende  handschrift. 

RUSSIE. 

Dorpat  (Jurjew). 

Naturforscher  Gesellschaft.  Ad.  pag.  79. 

Sitzungsberichte  der  Naturforscher  Gesellschaft  zu  Dorpat  in  den  Jahren 
1869  bis  1874.  Redigirt  von  A.  von  Oettingen.  Band  III.  Dorpat,  1874. 
Université. 
Acta  et  commentationes,  1893  etc.  Jurjew,  1894. 
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St.  Pétersbonrg. 

Académie  Impériale  des  Sciences.  Âd.  pag.  80;  765;  877. 

m.  Mémoires,  7me  Série,  Tome  XXXIX. 

L.   Taczanowski:    Faune  omithologique  de  la  Sibérie  orientale.  Oeuvre 

posthume.  2e  Partie.  St.  Pétersbourg,  1893. 
Avec  une  biographie  par  J.Stolzmann  et  un  portrait  photo  typique  de  Tauteur. 

IV.  Receuil  des  Actes  des  Scéances  publiques  de  l'Académie  Impériale 
des  Sciences  de  St.  Pétersbourg.  1835 — 1848.  St.  Pétersbourg,  Imprimerie 
ImpèriaU,  1836—1849.  In  4°. 

II.  Bulletin  de  la  Classe  physico-mathématique  de  l'Académie  Impériale 
des  Sciences  de  St.  Pétersbourg,  rédigé  par  son  Secrétaire  Perpétuel 
Tom.  I . . . .  St.  Pétersbourg,  Imprimerie  Impériale^  1843.  In  4**. 

V.  Compte  rendu  de  l'Académie  Impériale  des  Sciences  de  St.  Pétersbourg 
précédé  de  l'état  de  son  personel.  Année  1849. . . , .  par  P.  H.  Fnss, 
Secrétaire  perpétuel.  St.  Pétersbourg,  Imprimerie  Impériale^  1850,  In  8®. 

Riga. 

Naturforscher  Verein.  Ad.  pag.  80. 
Arbeiten,  Band  I.  1847—1848. 
Seul  volume  paru. 

Correspondenzblatt  des  Naturforschenden  Vereins  zu  Riga.  B.edigirt  von 
C.  J.  G.  Mflller.  1er  Jahrgang,  1845—46.  —  5er  Jahrgang,  1851-  52.  Riga, 
N.  Kymmel,  1846-52   In  8°. 

SUÈDE  ET  NOBYÈGE. 

Christiania. 

Videnskabs-Selskab.  Ad.  pag.  82. 

Forhandlinger  for  1893.  Ils  contiennent  entre-autre: 

N^.    3.  B«  Hansteen:  Om  stammens  og  rodens  anatomiske  bygning  hos  Dip- 

saceerne.  Avec  4  pi. 
N°.    7.  H.  H.  Gran:  Algevegetationen  i  Tonsberg-fjorden .  Avec  i  pi. 
N°.    9.  J«  Kiaer:  Oversigt  over  Norges  Ascidiae  simpiices.  Avec  4  pi. 
N^.  il.  F«  £•  Conradi  og  J.  Hagen:  Bryologiske  bidrag  til  Norges  flora. 
N^.  12.  C.  Holtermann :  Beitrâge  zur  Anatomie  der  Combretaceen.  Avec  2 pi. 
N°.  13.  W«  M»  Sohoyen:  Fortegnelse  over  Norges  Lepidoptera.  Avec  1  carte. 
N^.  14.  f .  A«  Haussons  Bidrag  tillK&nnedomomSmaaleneaesAmtsorthopter. 

fauna. 
N^.  16.  J.  M«  Norman:  Florae  arcticae  Norvegiae,    species   et  formae  non- 

nullae  novae  v.  minus  cognitae  plantarum  vascularium. 

SUISSE. 
Berne. 

Naturforschende  Gesellschaft.  Ad.  pag.  85. 
Mittheilungen,  N°.  1—24;  28—40;  50. 

NEUCHÂT£L. 

AUgemeine  Schweizerische  Gesellschaft.  Ad.  pag.  86. 
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Neue  Denkschriften  der  allgemeinen  Schweizerischen  Gesellschaft  fiir  die 
gesammten  Natnrwissenschaften.  Bd.  XXXIV,  1895,  contient: 

H.  Jaceard:  Catalogue  de  la  Flore  Valaisanne. 
Texte  de  472  pages. 

ZURICH. 

Naturforschende  Gesellschaft.  Ad.  pag.  87;  834. 

An  die  Zûrcherische  Jugend  auf  das  Jahr  1799  etc.  (Neujahrsblatt  No.  1.) 
In  4°. 

Presque  chaque  livraison  annuelle  est  ornée  de  pi.,  cartes  ou  tables. 


ANATOMIE,  PHYSIOLOGIE,  DÉVELOPPEMENT. 
Pag.  91;  767;  793;  834;  877. 


297.    Bibliotheca  Zoologica;  Original-Abhandlungen  ans  àem  Gebiete  der 
Zoologie.  Voyez  pag.  879. 
Heft  XIII,  XIY.  1892—1893.  C.  Kohi:  Rudiment&re  Wirbelthieraugen. 

Avec  9  et  6  pi.  col.  et  texte  de  140  et  180  pages. 
Heft  XV.    1893.   0«  Schmeil:  Deutschlands  freilebende  Copepoden.  II  Theil: 
Harpacticidae. 

Avec  8  pi.  lith.  et  2  fig.  dans  le  texte  de  KX)  pages. 
Heft  XYI.  1894.  À.  Looss:  Die  Distomen  unserer  Fische  und  Frôsche.  Neue 
Untersuchungen  ûber  Bau-  und  Entwickelung  des  Distomenkôrpers . 
Avec  9  pi.  col.  et  texte  du  296  pages. 

299.  8.  Bamon  y  Cajal  :  Die  Retina  der  Wirbelthiere.  Untersuchungen  mit 

der  Golgi-Cajarschen  Chromsilbermethode  und  der  Ëhrlich'schen 
Methylenblaufârbung. 
In  Verbindung  mit  dem  Verfasser  zusammengestelt,  ûberzetst  und 
mît  Einleitung  versehen  von  R.  Greelf.  Wiesbaden,  J.  F.  Bergmann, 
1894.  In  4°. 

Avec  7  pi.  lith.  et  3  fig.  dans  le  texte  de  179  pages. 

300.  W.  Ronx  :  Gesammelte  Abhandlungen  ûber  Entwickelungsmechanik 

der  Organismen.  Leipzig,  W.  Engelmann^  1895.  In  8°. 

Bd.  I.  Functionelle  Anpassung.  Abhandiung  I — XII. 

Avec  2  pi.  (I — III)  et  26  fig.  intercalées  dans  le  texte  de  816  pages. 
Bd.  II.  Entwicklungsgeschichte  des  Embryo.  Abhandiung  XIII— XXII. 

Avec  7  pi.  (IV — X)  et  7  fig.  intercalées  dans  le  texte  de  1075  pages. 

H.  Simroth  :  Qeber  die  Niere  der  Pulmonaten.  Aus  dem  Nachlasse 
von  Dr.  C.  Semper.  Wiesbaden,  C.   W.  Rreidel,  1894   In  4**. 
Aussi  paru  sous  le  titre: 
Reisen  im  Archipel  der  Philippinen.  Voyez  pag.  650;  784. 

Avec  5  pi.  lith.  et  7  fig.  intercalées  dans  le  texte  de  90  pages. 
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301.  E.  B.  Wilson:  An  atlas  of  the  fertilization  and  karyokinesis  of  the 
Ovum.  With  the  co-operation  of  E.  Leamiog.  New  York  and 
London,  1895.  In  4^ 

Avec  10  phototyp.  et  20  fig.  intercalées  dans  le  texte  de  32  pages. 


HISTOIBE  NATURELLE  DE  DUb'FiSBENTS  PAYS. 

Pag.  149;  768;  796;  837;  880. 


Afrique-orientale-allemande. 

44.  Dentsch-Ost-Afrika.  Wissenscbaftliche  Forschungsresultate  ûber  Land 
und  Leute  unseres  ostafrikanischen  Schutzgebietes  und  der  angren- 
zenden  Lânder. 

Band  I.  E.  Stnhlmann:  Mît  Emin  Pascha  îns  Herz  von  Afrîka.  Ein 

Beisebericbt  mit  Beitrâge  von  Emin  Pascba  in  seinem  Auftrage 

gescbildert.  Im   amtlichen  Auftrage  der  Kolonial-Abtbeilung  des 

Auswârtigen  Amtes  berausgegeben.  Berlin,  D.  ReiToer^  1894.  In  8®. 

Avec  2   portraits,   32  pi.  photogr.,  2  cartes  et  275  fig.  intercalées  dans 

le  texte  de  901  pages. 

Band  IIL  A.  Belchenow:  Die  Vôgel  Deutscb-Ost-Afrikas.  Mit  Abbil- 
dungen  nach  der  Natur  gezeicbnet  von  Anna  Held.  Berlin,  1894. 
Avec  100  fig.  col.  et  noires  intercalées  dans  le  texte  de  250  pages. 

Band  V.  A.  Engler:   Die  Pflanzenwelt  Ôst-Afrikas  und  der  Neben- 
gebiete.  Drei  Theile  A.  B   C. 

A.  Grundzûge   der  Pflanzenverbreitung   in   Deutsch-Ost-Airika  und 
den  Nachbargebiete.  Berlin,  1895. 

Avec  8  pi.  et  texte  de  154  pages. 

B.  A.  Engler:  Die  Nutzpâanzen  Ost-Afrikas.  Berlin,  1895. 

Avec  23  fig.  intercalées  dans  le  texte  de  535  pages. 

C.  — „ —  Verzeichniss  der  bis  jetzt  aus  Ost-Afrika  bekannt  gewor- 
denen  Pflanzen.  Berlin,  1895. 

Avec  45  pi.  lith.  et  texte  de  432  pages. 

Amérique  septentrionale. 

28.   Biologia  Centrali-Americana.  Ad.  pag.  156;  837;  881. 

Vol.  VI».  Insecta.  Coleoptera.  Phytophaga.  1885—1894.  In  4**. 
J.  8.  Baly:  Hispidae.  With  an  Appendix  by  6.  C.  Champion. 

Avec  4  pi.  lith.  col.  et  texte  de  124  pages. 
6.  C.  Cliampion:  Cassididae. 

Avec  9  pi.  lith.  col.  et  texte  de  125  (125—249)  pages. 
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Chine. 

Mémoires  concernant  l'histoire  naturelle  de  l'Empire  chinois,  par 
les  Pères  de  la  Compagnie  de  Jésus.  Tome  I.  Chang-Hai.  Impri- 
merie de  la  Mission  Catholique.  1880.  In  folio. 

P.  M.  Tan  Hensde:  Mémoires  sur  les  Trionyx.  Texte  de  38  pages.  —  C.  Ba- 
thonU:  Étude  sur  le  coccu  Pé-Ia.  Avec  12  pi.  lith.  et  texte  de  13  pages.  — 
P.  M«  Tan  Hensde:  Mollusques  terrestres  de  la  Vallée  du  fleuve  bleu.  Avec 
32  pi.  et  texte  de  132  pages.  —  P.  M.  Tan  Hensde:  Catalogue  des  cerfs 
tachetés  (Sikas)  du  Musée  de  Zi-Ka-Wei,  ou  notes  préparatoires  à  la  mono- 
graphie de  ce  groupe.  Texte  de  12  pages.  —  P.  IL  Tan  Hensde:  Notes  sur 
les  Mollusques  terrestres  de  la  Vallée  du  fleuve  bleu.  Avec  11  pi.  lith.  et 
texte  de  64  (125-188)  pages. 

Indes-Orlentales-anglalses. 

41.    Fauna  of  British  India  including  Ceylon  and  Burma.  Ad.  pag.  796; 
838;  880. 
G.  A.  Bonlenger:  Reptilia  and  Batrachia.  London,  1890.  In  8^. 
Avec  142  iig.  intercalées  dans  le  texte  de  XVIII — 541  pages. 

Italie. 

25.    Fauna  und  Flora  des  Golfes  von  Neapel.  Ad.  pag.  155;  768;  797. 
880. 
XXI.  G.  W.  MfiUer:  Die  Ostracaden  des  Golfes  von  Neapel  undder 
angrenzenden  Meeres-Abschnitte.  Berlin,  1894. 

Avec  40  pi.  lith.  col.  et  noires  et  texte  de  404  pages 
XXn.  0.  BQrger:  Die  Nemertinen  des  Golfes  von  Neapel  und  der 
angrenzenden  Meeres-Abschnitte. 

Avec  31  pi.  lith.  col.  et  noires  et  texte  de  743  pages. 


ANTHBOFOLOaiE;  ETHNOLOGIE. 

Pag.  161;  769;  797;  839;  881. 
Recueils  périodiques. 


Amérique  Septentrionale. 

Etats-Unis  d'Amérique. 

Washington:  Department  of  Interior.  Ad.  pag.  828. 

U.  S.  geogr.  and  geol.  Survey  of  the  Rocky  Mountain  Région.  Contributions 

to  the  North  American  Ethnology. 
Vol.  U.  Part.  I,  U.  A.  8.  Gatschat:  The  Elamath  IndiansofSouthwestern 

Oregon.  Washington,  1890. 

Avec  1  carte  et  texte  de  711  pages. 
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Vol.  IV.   L.  H.  Morgan:   House   and    house-life   of   the   American 
Aborigènes.  Washington,  1881. 

Avec  1  pi.  col.,  56  pi.  lith.  et  texte  de  281  pages. 

VoL  V.   C.  Ban:   Observations  on  cup-shaped  and  other  lapidarian 
sculpture  in  the  old  world  and  in  America. 
Avec  61  pi.  Util,  et  texte  de  112  pages. 

B.  Fletcher:  On  prehistoric  trephening  and  cranial  amulets. 

Avec  9  pi.  lith.  et  2  fig.  dans  le  texte  de  30  pages. 

C.  Thomas  :  A  study  of  the  manuscript  Troano,  with  an  introduction 
by  D,  G.  Brinton.  Washington,  1882. 

Avec  9  pi.  lith.  dont  4  col.  et  101  fig.  dans  le  texte  de  237  pages. 
Vol.  VIL  S.  B.  Blggs:  A  Dakota-English  dictionary.  Washington,  1890. 

Texte  de  665  pages. 
Vol.  IX.    8.  B.  Biggs:    Dakota   grammar,  texts  and   ethnography. 
Washington,  1893. 

Texte  de  239  pages*. 

Internationales  Archiv  fur  Ethnographie.  Ad.  pag.  839;  883. 
F.  W.  K.  Mfiller:    Nâng,   Siamesische  Schattenspielfiguren  im  kgl. 
Muséum  fur  Vôlkerkunde  zu  Berlin.  In  4^. 
Avec  12  pi.  col.  et  texte  de  24  pages. 

P.  J.  Teth  :  Het  paard  onder  de  volken  van  het  maleische  ras.  In  8^. 

Avec  2  fig.  et  texte  de  176  pages. 

Suppléments  au  Tome  YII  de  Tlnternat.  Archiv  f.  EthDOg^. 

36    Ethnographisches  (kônigl.)  Muséum  zu  Dresden.  Ad.  pag.  167;  883. 

X.   A.    B.   Heyer   et  B.    Parkinson:   Schnitzereien  und    Masken  vom 
Bismarck  Archipel  und  Neu  Guinea.  1895. 
Avec  19  pi.  et  texte  de  28  pages. 

131.  A.  Bastian  :  Geographische  und  ethnologische  Bilder.  Jena,  1873.  In  8°. 

132.  —„ —  Indonésien  oder  die  Insein  des  Malayischen  Archipel.  Berlin, 

F.  Dummhr,  1884—1894.  In  8°. 

le  Lief.  Die  Molukken.  Reise-Ergebnisse  und  Studien.  1884. 

Avec  3  pi.  et  texte  de  166  pages. 
2e  Lief.  Timor  und  umliegende  Insein.  Reise-Ergebnisse  und  Studien.  1885. 

Avec  2  pi.  et  texte  de  LXXII— 114  pages. 
3e  Lief.  Sumatra  und  Nachbarschaft.  Reise-Ergebnisse  und  Studien.  1887. 

Avec  4  pi.  et  texte  de  XXVII — 132  pages. 
4e  Lief.  Bornéo  und  Celebes.  Reise-Ergebnisse  und  Studien.  1889. 

Avec  3  pi.  et  texte  de  CVIII — 74  pages. 
5e  Lief.  Java  und  Scbluss.  Reise-Ergebnisse  und  Studien.  1894. 

Avec  15  pi.  et  texte  de  135  pages. 
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ZOOLOGIE  GENÉBALE. 

Pag.   184;   769;   798;   840;  884. 


75.    Abhandlu^gen  uud   Berichte  des   Kônigl.  zoologischen  und  anthro- 
pologisch-ethnographischen   Muséums  zu   Dresden.  Ad.  pag.  814. 

1894 — 1895.  À.  B.  Meyer:  Eine  neue  Tarsius-Art.-Neue  Vôgel  aus  dem  ost-in- 
dischen  Archipel.  Miti  col.  Taf.  und  i  Zincogr.  —  £in  bennenfedriger(thelyider) 
Auerhahn.  Mit  1  col.  Taf.  —  A*  B.  Meyer  und  L.  W.  Wlglesworth:  Neue  Vôgel 
von  Celebes.  —  A.  B.  Meyer:  Zwei  neue  Paradiesvôgel.  Mit  2  col.  Tafeln  und 
17  Zincogr.  —  Eine  neue  Phlocomys-Art.  —  O.Boetger  :  Beitrag  zur  berpetologi- 
schen  Kenntniss  der  Calamianen,  Philippinische  Insein. —  A.  B.  Meyerund 
II.  W.  ^Iglesworth:  Bericht  iiber  die  von  P.  JU  F.  Sarasin  in  Noi*d  Celebes 
gesammelten  Yôgeln  von  den  Talaut-Inseln.  —  Eine  zweite  Sammlung  von 
Yôgeln  von  den  Talaut-Inseln.  —  A.  B«  Meyer  :  Ueber  das  Ei  einer  unbekann- 
ten  Ghlamydodera  von  Deutsch  Neu  Guinea.  Mit  1  Taf.  —  K.  M.  Heller:  Zygo- 
piden-Studien  II,  mit  besonderer  Berûcksichtigung  der  Gattung  Copterus, 
Mit  1  Taf.  — -  A.  B«  Meyer:  Zvirei  Hauwaffen  von  Matty,  Neu  Guinea.  Mit  1 
Taf.  —  Der  Stinkdacbs  der  Philippinen  (Mydaus  marchei  Huet).  —  Ein  brauner 
Tchimpanse  im  Dresdener  zoologischen  Garten.  Mit  1  Taf.  —  A«  B«  Meyer, 
A.  Sohadenberg  und  W«  Foy:  Die  Mangianenschrift  von  Mindoro.  Mit  4 
Taf.  —  K.  M.  Heller:  Erster  Beitrag  zur  Papuanischen  Kaferfauna.  Mit  4  Taf. 

77.  H.    Milne   Edwards:   Bapport  sur  les  progrès  récents  des  sciences 

zoologiques  en  France.  Publication  faite  sous  les  auspices  du 
Ministère  de  Tlnstruction  Publique.  Paris,  Imprimerie  ImpériaUj 
1867.  In  8^ 

Texte  de  498  pages. 

78.  J.    T.    Cams:   Jahresbericht  ûber  die  im  Gebiete  der  Zootomie  er- 

schienenen  Arbeiten.  I.  Bericht  ûber  die  Jahre  1849 — 1852.  Leip- 
zig,  W.  Engelmxznn,  1856.  In  8''. 

79.  G.    TOn   Hayek:   Handbuch   der  Zoologie.   Wien,   C.  Qerold^s  Sohrh, 

1877-1893.  In  8°. 

1er  Band.  Protozoa,  Coelenterata,  Echinodermata  und  Vermes.  1877. 

Avec  816  fig.  dans  le  texte  de  437  pages. 
2«  Band.  Arthopoda.  1881. 

Avec  1224  fig.  dans  le  texte  513  pages. 
3er  Band.  Mollusca,  Vertebrata  allantoidica.  1885. 

Avec  763  fig.  dans  le  texte  de  460  pages. 
4er  Band.  Vertebrata  allantoidica:  Reptilia,  Ave?,  Mammalia.  1893. 

Avec  1171  fig.  dans  le  texte  de  579  pages. 
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MAMMIFÈBES. 
Pag.  203;  770;  799;  887. 


P.  M.  yan  Heiisde:  Catalogue  des  Cerfs  tachetées  (Sikas)  da  Musée 
de  Zi«Ka-Wei,  ou  uotes  préparatoires  à  la  monographie  de  ce 
groupe.  Voyez  pag.  929. 

Pr  J.  Teth:   Het  paard   onder  de  volken  van  het  maleische  ras. 
Voyez  pag.  930. 


OBNITHOLOaiE. 
Pag.  210;  772;  800;  847. 


21.    Catalogue   of  the  birds  in  the  British  Muséum.  Ad.  pag.  214;  770; 

810;  847;  887. 

Vol.  XXV.  H.  Sanders  and  0.  Saliin  :  Catalogue  of  the  Gaviae  (Terns,  Gulls 
and  Skuas)  and  the  Tubinares  (Pétrels  and  Albatrosses),  in  the  British 
Museam»  1896. 

Avec  8  pi.  col.  et  des  fig.  intercalées  dans  le  texte  de  475  pages. 
Vol.  XXVII.  T.  Salyatori:  Catalogue  of  the  Chenomorphae  (Palamedeae,  Phoe- 
nicopteri,  Anseres),   Crypturi  and  Ratitae  în  the  collection  of  the  British 
Muséum,  1895. 

Avec  19  pi.  col.  et  texte  de  XV— 636  pages. 

116.  B.  B.  Sharpe  and  C.  W.  Wyath.  A  monograph  of  the  hirundinidae 
or  farnily  cf  swallows.  Vol.  I,  II.  Londen,  H.  Sotheran,  1885  —ISM. 
In  4^ 

Vol.    I.  Avec  53  pi.  lith.  col.,  11  cartes  et  introduction  de  LXX  pages. 
'Vol.  II.  Avec  50  pi.  lith.  col.,  14  cartes  et  des  fig.  dans  le  texte. 

142.  0.  Des  Murs:  Iconographie  ornithologique.  Nouveau  recueil  général, 
de  planches  peintes  d'oiseaux,  pour  servir  de  Suite  et  de  Complé* 
ment  aux  planches  enluminées  de  Boffon,  édition  in  fol.  et  in  4^ 
de  rimprimerie  royale,  1770,  et  aux  planches  coloriées  de  Tem- 
lulnek  et  Laagier  de  Chartrouse,  mômes  formats,  accompagné  d'nn 
texte  raisonné/  critique  et  descriptif,  Figures  dessinées  et  peintes 
par  Oudard.  Première  partie.  Paris,  1846 — 1849.  In  fol. 
Avec  72  pi.  col.  et  texte  (non  paginé). 
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143     D.  6.  Elliot:  A  monograph  of  the  Pittidae  orfamily  of  Ant— Thrus- 
hes.  Londen,  B.  QaarUch,  1893—1895.  In  fol.  Voyez  pag.  815. 
Avec  33  pi.  col. 

P.  C.  Keller:  Der  Bartgeier,  Gypaëtos  barbatus  L.  Voyez  pag.  923. 

— „ —  Omis  Carinthiae.  Voyez  pag.  923. 

— , —  Der  Zug  der  Vôgel.  Biologische  Skizze    Voyez  pag.  923. 

144.    A.    Keichenow:  Die   Vôgel   Deutsch-Ost-Afrikas.   Berlin,   D.   Reimer, 
1894   In  8^ 

Avec  100  fig.  dont  plusieurs  col.  et  texte  de  250  pages. 

L.  Taczanowski:  Faune  ornithologique  de  la  Sibérie  oriei:tale.  2e  Partie. 
Voyez  pag.  887. 


BNTOMOLOQIE. 

Pag.  249;  774;  802;  848;  888. 


B.  W.  Bacbler:    The  larvae  of  the  British  Butterâies   and  Moths. 
Voyez  pag.  925. 

168.    ©.  C.  de  Dalla  Torre:  Catalogus  Hymenoptorum.  Ad.  pag.  888. 

Vol.  VI.  1892.  Chrysididae  (Tubuliferae). 

Texte  de  118  pages. 
Vol.  IX.  1894.  Vespidae  (Diploptera). 

Texte  de  181  pages. 
Vol.  I.  1894.  Tenthredinidae  incl.  Uroceridae  (Phyllophaga  et  Xylophaga). 

Texte  de  459  pages. 
Vol.  X.  1896.  Apidae  (Anthophila). 

Texte  de  643  pages. 

171.  J.  Edwards:  The  hemiptera  homoptera  of  the  British  Islande  A  des- 
criptive account  of  the  families,  gênera  and  species  indigenous 
to  Great  Britain  and  Ireland,  with  notes  as  to  localities,  habitats, 
etc.  London,  L,  Beeve  and  Co.,  1894.  In  8°. 

Part  1.  Avec  4  pi.  col.  et  texte  de  32  pages. 

Part  2.  Avec  4  pi.  col.  et  texte  de  32  (33—64)  pages. 

Am  Gerstaecker:  Zur  Morphologie  der  Orthoptera  amphibiotica.  Voyez 
pag.  919. 

Avec.  1  pL 

C  A.  HaDSSon  :  Bidrag  till  Kânnedom  om  Smaaleneaes  Amts  orthopter- 
fauna.  Voyez  pag.  926. 
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En  ouvrant  cette  nouvelle  série  Tlnstitut  scientifique  et  littéraire 
de  la  fondation  Teyler  a  Thonneur  d'informer  les  lecteurs  des 
Archives,  que  M.  M.  les  Directeurs  ont  résolu  de  lui  en  confier 
dorénavant  la  rédaction,  qui,  à  partir  de  ce  jour,  se  fera  sous  sa 
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Les  Archives,  comme  l'indique  déjà  leur  titre,  contiendront  d'abord 
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seront  ouvertes  aux  savants,  dont  les  travaux  scientifiques  ont 
rapport  à  une  des  branches,  dont  la  culture  a  été  recommandée 
à  rinstitut  par  son  fondateur. 

Pour  de  plus  amples  informations  à  cet  égard  on  est  prié  de 
s'adresser  au  Secrétaire  de  l'Institut, 

E.  VAN  DER  VEN. 
Haaklem,  janvier  1881. 
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SUR  QUELQUES  CAS 
DE  CÔNES  CmCONSCRITS  1  UNE  QUADRIQUE. 

PAR 

J.  CARI 


INTRODUCTION 


1.  Parmi  les  problèmes  sur  les  cônes  circonscrits  à  une  quadrique 
un  des  plus  connus  est  celui  de  la  détermination  du  lieu  géométrique 
des  sommets  de  tous  les  cônes  de  révolution.  On  sait  que  ce  lieu 
se  compose  des  lignes  focales,  et  que  le  nombre  de  ces  cônes  est 
donc  une  infinité  du  premier  ordre.  Mais  au  lieu  de  déterminer 
d'avance  le  genre  du  cône,  on  peut  aussi  supposer  données  les 
conditions,  auxquelles  doivent  satisfaire  les  courbes  d'intersection 
avec  un  plan  donné.  En  effet  Tunique  condition,  à  laquelle  doivent 
satisfaire  ces  intersections,  est  celle  d'être  bitangentes  à  la  conique 
d'intersection  de  la  quadrique  et  du  plan  ;  comme  il  y  a  dans  un 
plan  une  infinité  du  troisième  ordre  de  coniques  bitangentes  à 
une  conique  donnée,  ce  nombre  correspond  au  nombre  de  points 
de  l'espace.  Quand  on  assujettit  donc  ces  coniques  à  une  seule 
condition,  le  lieu  des  sommets  des  cônes  circonscrits,  dont  elles 
sont  les  intersections,  sera  une  surface  ;  en  y  ajoutant  une  seconde 
condition,  ce  lieu  sera  une  courbe  plane  ou  gauche,  et  quand  trois 
conditions  sont  données,  il  y  aura  un  nombre  déterminé  de  sommets. 

2.  Il  s'ensuit  qu'il  y  a  un  nombre  illimité  de  problêmes,  qu'on 
peut  se  proposer  à  résoudre.  Dans  ce  qui  va  suivre  je  me  bornerai 
à  ceux  qui  ont  rapport  d'abord  au  genre  des  coniques  et  ensuite 
à  la  condition,  que  la  conique  passe  par  des  points  donnés,  ou 
soit  tangente  à  des  courbes  données.  Quant  à  ces  dernières,  je  me 
bornerai  aux  droites  et  aux  coniques.  Comme  parmi  les  problèmes, 
qui    se   présenteront,    il   y   en   aurait,   qui  seraient  identiques,   le 
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travail  se  divise  en  trois  parties,  dont  chacune  contiendra  autant 
que  possible  des  problèmes  du  même  genre.  Ces  parties  sont  les 
suivantes  : 

Première  partie.  Les  coniques  d'intersection  doivent  satisfaire  à 
la  condition  d'être  tangentes  à  une  droite  ou  à  une  conique. 

Deuxième  partie.  Les  coniques  doivent  couper  une  droite  dans 
les  points  conjugués  d'une  involution  donnée. 

Troisième  partie.  Problèmes,  qui  se  déduisent  de  la  combinaison 
des  conditions  données  et  remarques  générales. 

3.  Il  est  à  remarquer  que  le  problème  peut  être  considéré  comme 
un  problème,  se  rattachant  ou  bien  à  la  théorie  de  la  projection 
centrale  ou  à  la  théorie  des  ombres.  En  efiPet,  en  considérant  le 
plan   d'intersection  comme  tableau,  on  aura  le  problème  suivant: 

Déterminer  le  lieu  des  centres  de  projection  de  telle  manière 
que  la  projection  centrale  d'une  quadrique  donnée  satisfasse  à  des 
conditions  données. 

Considérons  en  second  lieu  le  centre  de  projection  comme  un 
point  lumineux,  et  le  problème  sera  formulé  de  la  manière  suivante: 

Déterminer  le  lieu  des  points  lumineux  de  telle  manière  que 
l'ombre  portée  d'une  quadrique  sur  un  plan  donné  satisfasse  à 
des  conditions  données. 

Comme  cas  particulier  on  peut  se  figurer  encore  que  le  centre 
de  projection  ou  le  point  lumineux  soit  transporté  à  l'infini;  on 
aura  alors  des  cas  de  projection  parallèle  ou  oblique  ou  bien  de 
lumière  solaire. 

Première  partie. 

Coniques  d'intersection   tangentes  à   une  droite 
ou  à  une  conique. 

4.  Soit  donnée  une  quadrique  Q^  et  une  droite  a  située  dans 
le  plan  a.  On  se  propose  de  trouver  le  lieu  géométrique  des 
sommets  des  cônes  circonscrits  à  Q^,  qui  coupent  le  plan  a  suivant 
des  coniques  tangentes  à  la  droite  a. 

Menons  par  a  deux  plans  tangents  à  Q'^y  a^  et  a^f  et  soient 
Aj  et  ^2  ^^  points  de  contact;  a,  et  a^  seront  évidemment  le 
lieu  géométrique  des  sommets  demandés,  et  les  plans  polaires  de 
ces  sommets  passeront  par  -4,  ou  A o.  En  prenant  un  point  P  sur 
un  de  ces  plans  tangents  et  en  construisant  le  cône  circonscrit, 
dont  P  est  le  sommet,  on  aura  pour  intersection  de  ce  cône  avec 
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a  uoe  conique  c^,  tangente  à  la  droite  a  et  bitangente  à  la  conique 
d'intersection  g*  de  Q^  et  de  a. 

Quand  on  suppose  la  conique  c^  donnée,  il  est  clair  qu'on  peut 
retrouver  le  sommet  P;  mais  il  est  à  remarquer,  que  c}  peut  être 
regardée  comme  appartenant  encore. à  un  autre  cône  circonscrit. 
En  effet,  c^  est  bitangente  à  Q*;  la  surface  développable,  déter- 
minée par  les  plans  tangents  communs  à  c^  et  Q^,  dégénère  donc 
en  deux  cônes  circonscrits,  et  la  droite  qui  en  joint  les  sommets, 
étant  la  polaire  de  la  corde  de  contact  de  c^  et  de  Q^,  passe  par 
le  pôle  A*  du  plan  a  par  rapport  à  Q^  La  conique  c^  est  une 
partie  de  l'intersection  de  ces  cônes,  leur  seconde  conique  d'inter- 
section passe  de  même  par  la  corde  de  contact  de  c^  et  de  Q^. 
Il  s'ensuit: 

En  construisant  le  pôle  A'  de  a  par  rapport  à  Q^,  et  en  faisant 
passer  par  A  une  droite,  qui  coupe  les  plans  a  y  %%  a^  dans  les 
points  P|  et  Pj»  ^^  aura  les  sommets  de  deux  cônes  circonscrits 
à  Q2,  qui  coupent  a  suivant  la  même  conique. 

5.  Examinons  maintenant  les  divers  cas,  qui  peuvent  se  présenter. 
Soit  d'abord  la  quadrique  donnée  un  ellipsoïde,  un  hyperboloide 
à  deux  nappes  ou  un  paraboloide  elliptique  c.  à.  d.  une  surface, 
dont  l'intersection  avec  a  peut  devenir  imaginaire.  On  aura  les 
cas  suivants: 

a.  g*  est  réelle;  a  ne  coupe  pas  g 2.  Il  y  aura  deux  plans  tan- 
gents réels,  les  coniques  d'intersection  sont  toujours  réelles;  les 
points  de  contact  avec  q^  sont  réels  ou  imaginaires  conjugués, 
mais  la  corde  de  contact  est  toujours  réelle;  quand  le  sommet  du 
cône  circonscrit  se  place  sur  a,  la  conique  dégénère  en  deux  droites 
tangentes  à  g^  ;  quand  la  conique  de  contact  sur  Q}  devient  tan- 
gente à  g^,  la  conique  d'intersection  aura  quatre  points  consécutifs 
en  commun  avec  g^,  aura  donc  avec  elle  un  contact  du  troisième 
ordre. 

h.  g^  est  réelle;  a  coupe  g^.  Les  plans  tangents  sont  imaginaires 
et  de  même  les  cônes  circonscrits,  mais  il  y  a  des  coniques  bitan- 
gentes  à  g^  et  tangentes  à  a,  situées  de  telle  manière  qu'on  ne 
puisse  pas  mener  par  leurs  tangentes  des  plans  tangents  à  Q^. 

c.  .g*  est  réelle;  a  est  tangente  à  g*.  Il  n'y  a  qu'un  seul  plan 
tangent  par  a.  Les  coniques  d'intersection  ont  des  cordes  de  contact, 
qui  passent  toutes  par  le  point  de  contact  de  a  et  de  g^. 

d.  g^  est  imaginaire.  Il  y  a  deux  plans  tangents  réels,  a,  et 
«2;  les  coniques  d'intersection  sont  toutes  réelles,  de  même  que 
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les  cordes  de  contact;  des  points  de  a  comme  sommets  on  peut 
construire  des  cônes  circonscrits,  qui  coupent  a  suivant  deux 
droites  imaginaires  conjuguées;  ce  sont  des  coniques  dégénérées. 

e.  q^  est  devenu  le  point  de  contact  de  Q'-'  et  de  a;  a  ne  passe 
pas  par  q^.  Le  pobit  de  contact  doit  être  considéré  comme  le 
centre  d'un  faisceau  involutif  de  rayons,  dont  les  rayons  conjugués 
sont  en  même  temps  des  polaires  conjuguées  par  rapporta  Q^Ce 
faisceau  remplace  le  faisceau  de  diamètres  conjugués  de  la  conique 
q^.  Un  des  plans  tangents  par  a  coïncide  avec  «,  l'autre  est  réel 
et  différent  de  «.  Une  partie  des  cônes  circonscrits  ont  leurs 
sommets  dans  le  plan  C4;  comme  ces  cônes  sont  en  même  temps 
tangents  à  «,  leurs  intersections  avec  a  sont  dégénérées  en  des 
droites  passant  par  le  point  q^  ;  le  faisceau  de  rayons  par  ç^  repré- 
sente donc  une  partie  des  coniques  d'intersection.  Les  autriBs  coniques 
sont  réelles  et  peuvent  être  considérées  comme  tangentes  aux  rayons 
doubles  imaginaires  de  Tinvolution  déterminée  par  Q'  sur  a, 

f.  q^  est  le  point  de  contact  comme  auparavant;  a  passe  par 
q^.  Comme  les  sommets  des  cônes  circonscrits  sont  situés  sur 
l'unique  plan  tangent  a,  les  coniques  d'intersection  dégénèrent  en 
des  droites  passant  par  q'^. 

Soit  en  second  lieu  la  quadrique  Q^  un  hyperboloide  réglé  ou 
un  paraboloide  hyperbolique.  En  ce  cas  q^  sera  toujours  réelle,  et 
l'on  aura  les  cas  suivants: 

a.  La  droite  a  ne  coupe  pas  q^.  Les  deux  plans  a,  et  a^  sont 
imaginaires  conjugués,  et  l'on  voit  que  Ion  rentre  dans  le  cas  b 
des  surfaces  précédentes;  de  même  le  cas 

6.  La  droite  a  coupe  q^  sera  identique,  à  la  position  de  la 
droite  près,  au  cas  a  des  surfaces  précédentes;  les  coniques  d'in- 
tersection sont  situées  de  telle  manière,  qu'on  puisse  mener  par 
leurs  tangentes  des  plans  tangents  à  Q^. 

c.  Quand  la  droite  a  est  tangente  à  ç^  le  cas  sera  tout  à  fait 
identique  au  cas  précédent  c. 

On  verra  de  même,  que  les  cas  d  et  e,  contact  de  Q^  avec  a, 
ne  diffèrent  des  cas  précédents  e  et  /  que  par  la  réalité  des  deux 
droites  de  contact  en  a. 

6.  Parmi  les  cas  particuliers,  qui  peuvent  se  présenter,  il  y  en 
a  encore  deux  qui  méritent  l'attention.  liC  premier  se  rapporte  à 
la  position  de  la  droite  dans  le  plan,  dont  elle  peut  devenir  la 
droite  à  l'infini.  Les  considérations  précédentes  mènent  immédiate- 
ment aux  cas  suivants: 
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Quand  la  droite  a  est  la  droite  à  l'infini  du  plan  a,  la  courbe 
d'intersection  est  une  parabole.  Le  lieu  des  sommets  des  cônes 
circonscrits,  dont  ces  paraboles  sont  les  intersections,  se  compose 
de  deux  plans  parallèles  à  a  et  tangents  à  (?^.  Il  s'ensuit  qu'il 
est  toujours  possible  de  construire  un  tel  cône  circonscrit  à  un 
ellipsoïde,  mais  qu'il  n  est  pas  toujours  possible  d'exécuter  cette 
construction  avec  un  des  deux  genres  d'hyperboloides  et  qu'avec 
un  des  paraboloides  il  n'y  aura  qu'un  plan,  parcequ'un  des  deux 
plans  parallèles  est  le  plan  à  l'infini. 

Quand  on  considère  ce  problème  comme  appartenant  à  la  théorie 
de  la  projection  centrale  et  plus  particulièrement  à  celle  de  la 
perspective  ou  à  la  théorie  des  ombres,  on  ne  peut  pas  toujours 
considérer  les  plans  construits  comme  une  solution,  car  il  y  a  des 
conditions  additionnelles,  auxquelles  le  résultat  doit  suffire.  Ainsi, 
dans  le  cas  de  la  perspective,  le  plan  a,  qui  sert  de  tableau,  doit 
être  placé  entre  le  centre  de  projection  (le  point  de  vue)  et  la 
quadrique  ;  dans  le  cas  de  la  construction  de  l'ombre  portée,  la 
quadrique  doit  être  placée  entre  le  point  lumineux  et  le  plan  a. 
A  l'aide  de  ces  principes  on  peut  déterminer  les  positions  relatives 
de  a  et  des  divers  genres  de  quadriques,  pour  lesquelles  la 
solution  conserve  son  sens. 

7.  En  second  lieu  on  peut  se  proposer  de  trouver  les  cylindres 
circonscrits,  satisfaisant  à  la  condition  que  leur  intersection  avec 
a  soit  tangente  à  la  droite  a.  On  voit  immédiatement  que  les 
génératrices  de  ces  cylindres  doivent  être  parallèles  à  l'un  des 
deux  plans  tangents  a,  et  «j  (4)  et  sont  donc  liées  aux  mêmes 
conditions  de  réalité  que  ces  plans.  Par  chaque  point  P  de  l'espace 
passent  quati-e  de  ces  cylindres  circonscrits,  qu'on  obtient  en 
menant  par  P  des  plans  parallèles  à  a,  et  à  «2  et  en  construisant 
l'intersection  de  ces  plans  avec  0^.  Les  tangentes  par  P  aux  deux 
coniques  d'intersection  donnent  les  quatre  directions  des  généra- 
trices des  cylindres;  on  trouve  sans  peine  les  conditions  de  leur 
réalité. 

Les  cylindres  circonscrits,  qui  coupent  le  plan  a  suivant  une 
parabole,  doivent  être  eux  mêmes  paraboliques.  On  voit  que  ce  cas 
peut  se  présenter  seulement  quand  la  quadrique  est  un  paraboloide 
et  que  chez  les  autres  quadriques  l'intersection  dégénérera  en  deux 
droites  parallèles.  L'application  à  la  perspective  et  à  la  théorie 
des  ombres  ne  présente  pas  de  difficultés. 

8.  Après  avoir  considéré  les  problèmes  des  coniques  d'intersec- 
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tien  tangentes  à  une  droite  a,  on  peut  se  proposer  de  trouver 
les  coniques  tangentes  à  une  conique  a^,  et  de  déterminer  le  lieu 
géométrique  des  sommets  des  cônes  circonscrits  à  â^,  dont  ces 
coniques  sont  les  intersections  avec  a. 

En  construisant  par  le  point  A  de  a^  une  tangente  <  à  a^  et 
en  menant  par  {  les  deux  plans  tangents  r,  et  r,  à  Q^,  les  som- 
mets des  cônes  circonscrits,  qui  coupent  a  suivant  des  coniques 
tangentes  à  a^  en  ^4,  sont  situés  sur  les  deux  droites  Z,  et  Z 2,  qu'on 
peut  mener  par  A  et  les  deux  points  de  contact  T,  et  T^  sur  Q}. 
En  considérant  t  comme  une  tangente  mobile  et  en  donnant  à 
A  toutes  les  positions  sur  a 2,  on  peut  construire  toutes  les  droites 
telles  que  AT,  et  ^T^;  la  surface  S^  engendrée  par  ces  droites 
est  le  lieu  géométrique  demandé. 

Les  droites  ainsi  construites  sont  les  génératrices  d'une  surface 
développable,  qu'on  obtient  en  construisant  les  plans  tangents 
communs  à  a^  et  Q^  ;  et  comme  a^  peut  être  considérée  comme 
cas  particulier  d  une  quadrique,  cette  développable  appartient  au 
même  genre  que  la  développable  circonscrite  à  deux  quadriques; 
elle  est  donc  de  la  quatrième  classe  et  est  dans  l'espace  la 
forme  réciproque  à  la  courbe  gauche  biquadratique.  La  conique 
a*  est  une  partie  de  la  courbe  double  de  S^   *). 

Résumons  succinctement  les  nombres  caractéristiques  et  les  princi- 
pales propriétés  de  cette  développable  /S®,  dont  j'ai  donné  une  démon- 
stration dans  le  problème  174  du  vol.  VI  des  problèmes  de  la  Société 
mathématique  d'Amsterdam  (comparer  aussi  probl.  7  du  vol.  VII). 

Classe  =  nombre  de  plans  par  un  point 4 

Ordre  =  nombre  de  points  d'intersection  avec  une  droite    8 

Ordre  de  l'arête  de  rebroussement 12 

Ordre  de  la  courbe  double 8 

Points  de  rebroussement  de  l'arête  de  rebroussement  .  .  16 
La  courbe  double  se  compose  de  quatre  coniques,  situées  dans 
les  faces  du  tétraèdre  autopolaire  commun  des  deux  quadriques. 
Les  seize  points  de  rebroussement  de  la  courbe  de  rebroussement 
sont  situés  sur  les  coniques  doubles  précitées,  ce  sont  les  points 
de  contact  de  quatre  tangentes  à  une  de  ces  coniques;  ces  tan- 
gentes, qui  sont  par  conséquent  situées  dans  les  faces  du  tétraèdre 

')   J.   DE   LA  GouRNERiB,  Traité  de  Géométrie  descriptive,  2«  édi'ion,  VoL  II, 
Livre  VI,  Chap.  II,  p.  67-105. 
W.  FiBDLER,  Darstellende  Géométrie,  3*^  auA.  II,  p.  873-878. 
Chr.  Wiener,  Darstellende  Géométrie,  II,  p.  330. 
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autopolaire,  sont  en  même  temps  des  génératrices  de  S^  ;  les  arêtes 
du  tétraèdre  autopolaire,  situées  dans  une  des  faces,  sont  les  côtés 
du  triangle  des  diagonales  de  ce  quadrilatère  des  tangentes.  Enfin 
les  sommets  du  tétraèdre  auiopolaire  sont  les  sommets  de  quatre 
cônes  de  la  quatrième  classe;  ces  cônes  sont  les  cônes  doublement 
projetants  de  Tarête  de  rebroussement;  leurs  plans  tangents  con* 
tiennent  deux  génératrices  de  la  développable,  qui  par  conséquent 
se  rencontrent  dans  un  point  de  la  conique  double,  qui  se  trouve 
dans  la  face  opposée  au  sommet  du  cône.  En  considérant  ensuite 
dans  une  face  du  tétraèdre  le  triangle  des  diagonales  du  quadri- 
latère des  tangentes,  on  voit  que  chaque  sommet  de  ce  triangle 
est  l'intersection  de  deux  droites  ;  sur  chacune  de  ces  deux  droites 
sont  situés  deux  points  de  contact  de  la  conique,  et  comme  il  a 
été  remarqué,  ces  points  de  contact  sont  des  points  de  rebrousse- 
ment de  Tarête  de  rebroussement.  Chaque  face  est  de  plus  un 
plan  bitangent  du  cône  de  la  quatrième  classe,  dont  un  des  sommets 
du  triangle  situé  dans  cette  face  est  le  sommet,  et  ce  plan  bitangent 
passe  par  deux  arêtes  de  rebroussement  de  ce  cône. 

9.  Supposons  maintenant,  comme  dans  le  cas  précédent,  qu'une 
droite  l  soit  menée  par  le  pôle  A'  de  a  par  rapport  à  Q^;  comme 
auparavant  il  y  aura  des  couples  de  points  P,  et  Pj,  qui  sont 
les  sommets  de  cônes  circonscrits  à  Q^  et  qui  coupent  a  suivant 
la  même  conique  ;  il  importe  d'examiner  la  position  de  ces  couples 
de  points  sur  la  développable  8^.  Supposons  une  des  coniques 
d'intersection  tangente  à  a'  dans  le  point  P;  et  menons  par  P  le 
plan  ^,  qui  contient  les  deux  génératrices  de  iS^,  qui  se  rencontrent 
en  P;  d'après  une  propriété  de  la  développable  ce  plan  passera 
par  A\  sommet  opposé  du  tétraèdre  autopolaire,  et  sera  tangent 
au  cône  de  la  quatrième  classe  dont  A'  est  le  sommet  (8).  Si  la 
droite  l  menée  par  A'  est  située  dans  tt,  elle  coupe  les  deux 
génératrices  dans  les  points  P,  et  Pj,  et  les  six  autres  points 
d'intersection  avec  8^  sont  situés  dans  les  trois  autres  plans  tangents, 
qu'on  peut  mener  par  l  au  cône  il';  de  là  on  tire  là  construction 
suivante,  qui  fait  ressortir  la  répartition  des  cônes  circonscrits  dont 
les  sommets  sont  situés  sur  8^. 

On  obtient  tous  les  cônes  circonscrits,  qui  coupent  a  suivant  des 
coniques  tangentes  à  a^  en  menant  par  le  pôle  A'  de  a  par  rapport 
à  G'  des  droites;  chaque  droite  coupe  8^  en  huit  points,  situés 
deux  à  deux  dans  des  plans  contenant  chacun  deux  génératrices  de 
S^.    Les   points   d'intersection  avec  les  deux  génératrices,  qui  se 
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rencontrent  en   a^,  sont  les  sommets  de  deux  cônes  circonscrits, 
qui  coupent  a  suivant  la  même  conique. 

10.  La  développable  S^  contient,  comme  il  a  été  remarqué,  (8) 
des  points  singuliers;  il  est  donc  important  de  considérer  le  rôle 
particulier,  que  jouent  les  cônes,  dont  les  sommets  sont  dans  les 
courbes  singulières.  Supposons  donc  d'abord  que  le  sommet  P,  se 
trouve  sur  une  des  quatre  coniques,  qui  constituent  la  courbe 
double  de  S®,  et  soit  cette  conique  appelée  6-  et  située  dans  la 
face  /î  du  tétraèdre  autopolaire.  En  tirant  comme  auparavant  la 
droite  P,  A'  (Q,  celle-ci  sera  située  dans  le  plan  /?  et  coupera 
ainsi  en  deux  points  P,  et  P2  la  conique  6*.  P,  A'  aura  donc 
en  commun  avec  S^  deux  points  doubles  P,  et  P 2  et  quatre 
points  simples.  Dans  ce  cas,  des  quatre  plans  tangents,  menés  par 
l  au  cône  de  la  quatrième  classe  dont  A'  est  le  sommet,  deux  se 
réunissent  dans  le  plan  /?,  qui  est  un  plan  bitangent  du  cône.  Ces 
sommets  Pj  et  P2  remplacent  donc  deux  couples  de  points,  ce 
sont  les  sommets  de  deux  cônes,  qui  ont  avec  a  la  même  inter- 
section ;  mais  de  plus  on  voit  que  pour  chacun  de  ces  cônes  deux 
des  génératrices  sont  en  même  temps  des  génératrices  de  S^  ;  ainsi 
ces  cônes  sont  bitangents  à  a^  et  on  arrive  au  théorème  suivant: 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  circonscrits  à  Q^^  dont  rintersection 
avec  a  consiste  en  des  coniques  bitangentes  à  la  conique  a^,  se 
compose  des  six  coniques  doubles  de  5^,  qui  ne  sont  pas  situées 
dans  le  plan  a.  Ces  coniques  d'intersection  forment  une  infinité 
du  premier  ordre  en  a. 

Il  est  clair  que  quand  le  sommet  Pj  est  situé  sur  la  conique 
double  a^j  les  coniques  d'intersection  dégénèrent  en  des  couples 
de  tangentes,  tirées  des  points  de  a^  à  la  conique  q^. 

Supposons  en  second  lieu  que  le  sommet  Pj  se  trouve  sur  l'arête 
de  rebroussement  c'*;  le  plan  polaire  de  P,  par  rapport  à  (?*  est 
alors  en  même  temps  le  plan  osculateur  de  la  courbe  de  contact 
de  Q^  et  de  S«  dans  le  point  de  la  génératrice  de  S*,  qui  part 
de  P,.  Il  s'ensuit  que  ce  plan  polaire  coupe  Q*  suivant  une 
conique,  qui  a  trois  points  consécutifs  en  commun  avec  son  inter- 
section avec  S^.  Le  cône  circonscrit  aura  donc  avec  S^  un  contact 
du  second  ordre  le  long  de  toute  la  génératrice  commune,  et  la 
conique  a*  aura  de  même  un  contact  du  second  ordre  avec  l'inter- 
section du  cône  P,  et  du  plan  «  *). 
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En  tirant  comme  auparavant  la  droite  P^  A\  cette  droite  aura 
un  second  point  commun  avec  Tarête  de  rebroussement  (8);  ce 
second  point  est  le  sommet  du  second  cône,  qui  coupe  a  suivant 
la  conique  osculatrice  construite;  de  là  le  théorème  suivant: 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  circonscrits  à  Q^,  qui  coupent 
a  suivant  une  conique  ayant  avec  a^  un  contact  du  second  ordre, 
est  l'arête  de  rebroussement  de  la  développable  S^;  les  cordes 
passant  par  le  sommet  Â  du  tétraèdre  autopolaire  opposé  à  a 
coupent  cette  courbe  en  des  couples  de  points,  qui  sont  les  som- 
mets de  cônes  circonscrits  ayant  avec  a  la  même  intersection. 

Enfin  le  sommet  P,  peut  être  un  des  points  de  rebroussement 
de  l'arête  de  rebroussement,  qui  sont,  quand  on  excepte  ceux 
qui  sont  situés  sur  a,  au  nombre  de  douze.  Considérons  encore 
la  face  /î  et  tirons  comme  auparavant  la  droite  P,  A\  Comme 
P,  est  un  point  de  contact  de  la  conique  h^  avec  le  quadrilatère 
circonscrit,  dont  A'  est  un  point  diagonal,  la  droite  Pj  A'  passe 
par  le  point  de  contact  opposé,  qui  est  aussi  un  point  de  rebrous- 
sement; ces  points  P,  et  Pj  sont  les  sommets  de  deux  cônes 
circonscrits,  qui  coupent  a  suivant  la  même  conique.  Les  deux 
génératrices  de  /S®,  qui  passent  par  P^  et  Pj,  sont  situées  dans  le 
plan  /î  et  puisque  ce  sont  les  côtés  du  quadrilatère  circonscrit  à 
6^,  elles  se  coupent  dans  l'arête  du  tétraèdre  autopolaire,  qui  est 
donnée  par  l'intersection  de  u  et  de  /iy  ce  qui  donne  un  point 
de  contact  de  la  conique  d'intersection  avec  a^.  Dans  ce  point 
quatre  plans  tangents  se  réunissent;  on  aura  donc  un  contact  du 
troisième  ordre  et  on  peut  tirer  la  conséquence  suivante: 

Il  y  a  douze  cônes  circonscrits  à  Q^,  qui  coupent  a  suivant  six 
coniques  ayant  avec  a^  un  contact  du  troisième  ordre;  les  points 
de  contact  sont  donnés  par  l'intersection  de  a^  avec  les  côtés  du 
triangle,  déterminé  sur  a  par  les  faces  du  tétraèdre  autopolaire 
de  Q^  et  de  a^.  Le  problème  de  géométrie  plane  de  construire 
les  coniques  bitangentes  de  9  ^  et  ayant  avec  a^  un  contact  du 
troisième  ordre  a  donc  six  solutions. 

11.  On  peut  maintenant,  comme  dans  le  cas  d'une  droite  donnée 
a,  examiner  les  divers  cas  possibles.  Mais  au  lieu  d'examiner  les 
intersections  du  plan  a  avec  les  divers  genres  de  quadriques  dans 
leur  position  par  rapport  à  a 2,  il  vaut  mieux  analyser  les  formes, 
que  peut  prendre  la  développable  S^  et  la  réalité  des  éléments 
qui  en  dépendent;  ce  qui  peut  se  faire  d'autant  plus  facilement, 
que  ces  cas  se  déduisent  des  divers  cas  d'intersection  d'un  cône 
Archives  y.  8 
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du  second  degré  avec  une  quadrique  en  Msant  usage  du  principe 
de  dualité.  On  sait  que  chez  une  courbe  biquadratique  gauche 
les  formes  sont  les  suivantes: 

A.  Le  tétraèdre  autopolaire  est  réel.  Deux  cas  sont  possibles. 
a.  Quatre   cônes  réels;  la  biquadratique  se  compose  de   deux 

parties  séparées  d'ordre  pair;  des  sommets  de  deux  des  cônes  on 
peut  tirer  quatre  tangentes  à  la  biquadratique;   les  deux  autres 
cônes  n'admettent  pas  de  tangentes. 
h.  Deux  cônes  réels;  biquadratique  imaginaire. 

B.  Deux  des  sommets  du  tétraèdre  autopolaire  sont  réela  Deux 
des  faces  sont  de  même  réelles.  Deux  cônes  réels;  biquadratique 
consistant  en  une  seule  partie  d'ordre  pair;  sur  chacun  des  deux 
cônes  deux  génératrices  tangentes  à  la  biquadratique. 

C.  Les  quatre  sommets  du  tétraèdre  autopolaire  sont  imaginaires, 
pas  de  cônes  ;  biquadratique,  se  composant  de  deux  parties  d'ordre 
impair. 

La  réciproque  de  la  forme  C  est  ici  impossible,  puisque  une 
conique  double  (a^)  est  donnée.  Le  cas  J-b^  correspondant  à  une 
sur&ce  S^  imaginaire,  se  présente  quand  a^  est  tellement  située, 
qu'aucune  de  ses  tangentes  ne  donne  lieu  à  des  plans  tangents  à 
Q^\  Les  deux  autres  cas  donnent  lieu  aux  remarques  svdvantes  : 

A  a.  Par  chaque  point  de  a^  passe  une  tangente,  par  laquelle 
deux  plans  tangents  à  Q^  sont  possibles.  En  parcourant  tous 
les  plans  de  /S^,  on  voit  qu'on  parcourt  toutes  les  génératrices, 
mais  pour  obtenir  de  cette  manière  la  surface  complète,  on  doit 
parcourir  deux  fois  la  conique  a^,  puisque  par  chaque  point  de 
a^  passent  deux  plans  générateurs.  Il  s'ensuit  que  la  surface  S^ 
se  compose  de  deux  nappes,  que  le  tétraèdre  autopolaire  est  réel 
et  que  dans  deux  de  ses  faces  il  y  a  quatre  tangentes  réelles  des 
coniques  doubles,  qui  sont  en  même  temps  des  tangrates  de  Q^ 
et  par  conséquent  des  génératrices  de  S^;  dans  les  deux  autres 
faces  ces  tangentes  sont  imaginaires.  On  peut  se  rendre  compte 
de  toutes  les  autres  positions  de  a^  par  rapport  à  Q^  en  remar- 
quant que  quand  Q^  est  une  surface  réglée,  toutes  les  faces  du 
tétraèdre  coupent  Q^,  et  que  dans  le  cas  d'une  surface  non  réglée 
une  des  fetces  n'aura  pas  d'intersection  avec  Q^. 

B.  a^  se  divise  en  deux  parties,  une  partie  telle  que  l'on  poifise 
mener  par  ses  points  des  tangentes,  par  lesquelles  passent  deox 
plans  tangents  à  Q^,  et  une  autre  à  tangentes,  par  lesquelles  ne 
passent  pas  de  plans  tangents  à  Q^.   8^  consiste  en  une  seule 
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nappe;  il  y  a  encore,  hors  «,  une  seconde  face  du  tétraèdre  auto- 
polaire ;  dans  cette  face  se  trouve  une  conique,  dont  les  tangentes 
se  trouvent  par  rapport  à  Q^  dans  tine  position  semblable  à  la 
précédente. 

12.  Comme  dans  les  numéros  6  et  7  on  peut  déduire  quelques 
problèmes  particuliers  des  considérations  générales,  qui  sont  conte- 
nues dans  ce  qui  précède.  Le  genre  particulier  de  la  conique  a^ 
ne  donne  pas  lieu  à  des  problèmes  de  la  même  importance  que 
ceux  qui  découlent  de  la  considération  de  la  droite  à  l'infini; 
nous  nous  bornerons  donc  à  considérer  les  intersections  de  cylindres 
circonscrits,  la  conique  a^  étant  donnée. 

Les  génératrices  de  ces  cylindres  doivent  être  parallèles  aux 
génératrices  de  la  développable  /9^  ;  il  y  en  aura  donc  une  infinité 
du  premier  ordre.  Pour  construire  ceux  qui  passent  par  un  point 
donné  P,  menons  par  ce  point  des  parallèles  aux  génératrices  de 
S^  ;  elles  engendreront  un  cône  du  huitième  ordre  et  de  la  quatrième 
classe;  en  considérant  encore  le  cône  circonscrit  à  Q^,  dont  le 
sommet  est  P,  on  voit  que  ce  cône  aura  seize  génératrices  en 
commun  avec  le  précédent,  il  y  a  donc  seisse  cylindres  circonscrits 
passant  par  P  et  dont  l'intersection  avec  a  est  tangente  à  a^. 

Ce  problème  devient  déterminé  quand  on  se  propose  de  trouver 
les  cylindres  circonscrits  bitangents  à  a^  ou  ayant  avec  elle  une 
osculation.  Dans  le  premier  cas  la  direction  des  génératrices  des 
cylindres  doit  être  celle  des  asymptotes  des  coniques  doubles  et 
dans  le  second  cas  celle  des  asymptotes  de  l'arête  de  rebroussement. 
Gomme  les  coniques  doubles,  hors  a^,  sont  au  nombre  de  trois, 
et  que  l'arête  de  rebroussement  est  du  douzième  degré,  le  nombre 
des  cylindres  bitangents  est  de  six,  le  second  nombre  est  de  douze. 

Remarque.  Dans  toutes  les  considérations  ayant  rapport  à  la 
développable  S^^  on  ne  s'est  pas  occupé  de  la  réalité  des  éléments 
qui  y  entrent;  les  nombres  trouvés  doivent  donc  être  considérés 
comme  des  nombres  maxima. 

13.  Jusqu'ici  aucune  supposition  n'a  été  faite  quant  aux  posi- 
tions particulières  que  la  conique  a*  peut  occuper  par  rapport  à 
Q^.  De  cette  position  dépendra  cependant  la  forme  particulière 
de  S^f  et  le  nombre  de  cas  particuliers  de  cette  développable  sera 
le  même  que  celui  des  cas  particuliers  de  la  biquadratique  gauche; 
le  principe  de  dualité  peut  donc  les  faire  trouver.  Appliquons 
d'abord  ce  principe  à  la  biquadratique  gauche  à  point  double,  et 
considérons  donc  le  cas  où  /S^  a  un  plan  bitangent.  Dans  ce  cas 

8* 
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Tordre  de  la  développable  (S^)  est  le  sixième,  celui  de  l'arête  de 
rebroussement  de  même  le  sixième  et  elle  a  quatre  points  de 
rebroussement.  Comme  la  biquadratique  gauche  à  point  double 
se  présente  de  deux  manières,  d'abord  comme  l'intersection  d'mie 
quadrique  avec  un  cône,  dont  le  sommet  est  un  point  de  la 
quadrique,  et  ensuite  comme  l'intersection  d'une  quadrique  avec 
un  cône,  dont  une  génératrice  est  située  dans  un  plan  tangent  de 
la  quadrique  et  passe  par  leur  point  de  contact,  lapplication  du 
principe  de  dualité  mène  aux  considérations  suivantes: 

La  développable  S^  à  plan  bitangent  se  présente:  1°  quand  Q^ 
est  tangente  à  a;  2^  quand  a^  est  tangente  à  Q^  sans  que  a  soit 
un  plan  tangent  de  Q^,  Dans  le  premier  cas  a  est  le  plan  bitan- 
gent et  le  pôle  A  de  a  est  situé  dans  ce  plan  même. 

Les  deux  autres  faces  du  tétraèdre  autopolaire  sont  tellement 
situées  que  les  coniques  doubles  qui  s'y  trouvent  ont  un  point 
commun  A';  leurs  tangentes  en  A  déterminent  le  plan  bitangent 
a,  qui  remplace  deux  faces  du  tétraèdre.  Les  points  de  rebrous- 
sement de  l'arête  de  rebroussement  se  trouvent  dans  les  deux 
faces  simples  du  tétraèdre,  et  sont  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes aux  coniques,  situées  dans  ces  faces  et  issues  des  points 
d'intersection  de  a^  avec  les  arêtes  du  tétraèdre  situées  en  a.  La 
conique  q^  est  dégénérée  dans  le  point  A\ 

On  voit  ensuite  qu'il  y  a  quatre  cylindres  circonscrits  à  Q^ 
bitangents  à  a^,  six  cylindres  ayant  avec  a^  une  osculation  et 
quatre  coniques  ayant  avec  a^  un  contact  du  troisième  ordre;  enfin 
par  un  point  P  de  l'espace  on  peut  mener  douze  cylindres  cir- 
conscrits tangents  à  a*. 

Le  second  cas  se  déduit  aisément  du  premier  La  développable 
S^  conserve  le  même  caractère,  mais  le  plan  bitangent  n'est  plue  a. 

Considérons  d'abord  les  points  de  la  conique,  située  dans  le 
plan  tangent  à  Q^  dans  le  point  de  contact  A'  de  Q^  et  de  a^, 
qui  est  le  plan  bitangent  de  S^.  En  choisissant  pour  sommets  de 
cônes  circonscrits  les  points  de  cette  conique,  on  obtiendra  des 
intersections  avec  (4  bitangentes  à  a'  et  dont  un  des  points  de  con- 
tact est  A'.  La  conique  double  située  dans  la  seconde  face  simple 
du  tétraèdre  ne  donne  pas  lieu  à  des  particularités  nouvelles. 

14.  La  développable  devient  encore  plus  particulière  quand  elle 
est  la  réciproque  de  la  biquadratique  gauche  à  point  de  rebrous- 
sement. Son  ordre  devient  le  cinquième,  celui  de  l'arête  de  rebrous- 
sement le  quatrième,  elle  a  un  point  de  rebroussement  ; /S^  présente 
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en  outre  un  plan  stationnaire  Ce  plan  stationnaire  est  une  face 
du  tétraèdre  autopolaire  qui  remplace  trois  faces.  La  biquadratique 
gauche  à  point  de  rebroussement  se  présente  de  deux  manières, 
d'abord  comme  l'intersection  d'une  quadrique  avec  un  cône,  dont 
le  sommet  est  un  point  de  la  quadrique  et  qui  est  tangent  au 
plan  tangent  de  la  quadrique  en  ce  point,  ensuite  comme  Tinter- 
section  d'une  quadrique  avec  un  cône,  dont  une  génératrice  est 
située  dans  un  plan  tangent  de  la  quadrique  et  passe  par  le  point 
de  contact,  en  outre  leur  contact  est  dans  ce  point  un  contact 
stationnaire.  L'application  du  principe  de  dualité  mène  encore  à 
deux  cas. 

D'abord  le  plan  a  peut  être  un  plan  tangent  de  Q}  et  la  conique 
a^  peut  passer  par  le  point  de  contact,  ensuite  a^,  sans  être  située 
dans  un  plan  tangent,  peut  avoir  avec  Q^  ^j^  contact  du  second 
ordre.  Dans  le  premier  cas  a  sera  le  plan  stationnaire  ;  comme  ce 
plan  remplace  trois  faces  du  tétraèdre  autopolaire,  il  y  aura  encore 
une  seconde  face  passant  par  le  point  de  contact  ^  de  a  et  de 
Q*,  la  conique  double  située  dans  ce  second  plan  est  tangente  à  a. 
L'intersection  de  ces  deux  plans  coupe  une  seconde  fois  a^  ;  la 
tangente,  tirée  de  ce  point  d'intersection  à  la  conique  double  dans 
le  second  plan,  donne  par  son  point  de  contact  le  point  de 
rebroussement  de  Tarête  de  rebroussement.  Les  problèmes  déter- 
minés se  déduisent  du  cas  général  comme  auparavant;  on  obtient 
une  conique  d'intersection  à  point  de  contact  du  troisième  ordre 
avec  a^,  deux  cylindres  bitangents  à  a*,  quatre  cylindres  ayant 
avec  a^  une  osculation;  par  chaque  point  de  l'espace  passent  dix 
cylindres  ayant  avec  a  une  intersection  seulement  tangente  à  a^. 

En  second  lieu  S^  conservera  le  même  caractère,  mais  a  n'est 
plus  le  plan  stationnaire  et  devient  une  face  simple  du  tétraèdre 
autopolaire  ;  le  plan  de  la  seconde  conique  est  le  plan  stationnaire. 

En  donnant  à  la  conique  a^  des  positions  encore  plus  spéciales 
par  rapport  à  Q?  et  en  y  joignant  des  positions  particulières  de 
Q}  par  rapport  à  a,  on  obtient  les  cas  où  la  dé veloppable  dégénère 
en  des  surfaces  d'ordre  inférieur.  Comme  ces  cas  se  déduiseiit 
aisément  du  cas  général,  il  ne  sera  donné  ici  que  quelques  résul- 
tats et  quelques  problèmes  déterminés  qui  s'y  rattachent. 

Quand  la  quadrique  Q}  est  réglée  et  tangente  à  a  et  que  de  plus 
la  conique  a^  est  tangente  à  une  des  génératrices  de  0^,  situées 
dans  le  plan  a,  la  développable  dégénère  en  une  développable 
S^   du  quatrième  ordre  et  de  la  troisième  classe,  dont  l'arête  de 
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rebroussement  est  une  cubique  gauche  et  dans  laquelle  la  courbe 
double  disparaît  Ainsi  il  y  aura  trois  cylindres,  dont  l'intersection 
avec  a  présente  une  osculation  avec  a^,  et  par  chaque  point  de 
l'espace  passent  huit  cylindres,  dont  l'intersection  avec  «  est  tan- 
gente à  a^. 

Quand  la  conique  a'  est  bitangente  à  Q}^  la  développable 
dégénère  en  deux  cônes  du  second  degré  et  le  problème,  considéré 
comme  appartenant  à  la  géométrie  plane,  consiste  à  construire 
une  conique  bitangente  à  une  conique  donnée  et  simplement 
tangente  à  une  seconde,  qui  est  de  même  bitangente  à  la  première. 

Les  cas  encore  plus  particuliers,  dans  lesquels  la  développable 
dégénère  en  des  surfaces  d'un  ordre  encore  inférieur  à  celles 
qui  ont  déjà  été  nommées,  cessent  d'avoir  l'intérêt  des  autres  cas 
plus  généraux. 

Deuxième  partie. 

Coniques,  coupant  une  droite  donnée  dans  les 
points  conjugués  d'une  involution  donnée. 

15.  Dans  cette  partie  nous  supposons  les  coniques  comme  aupa* 
ravant  comme  étant  des  intersections  de  cônes  circonscrits  à  une 
quadrique  Q'^  ;  soit  ensuite  l  la  droite  donnée  dans  le  plan  a. 
Prenons  deux  points  conjugués  A^  %%  A^  de  l'involution  donnée 
et  construisons  les  cônes  circonscrits  à  Q^,  dont  ces  points  sont 
les  sommets.  Ces  cônes  se  coupent  suivant  deux  coniques,  tangentes 
à  Q}  dans  les  points  d'intersection  avec  la  droite  X  conjuguée 
à  l  par  rapport  à  Q^.  En  faisant  parcourir  les  points  conjugués 
de  l'involution  par  les  sommets,  on  obtient  une  surface,  engendrée 
par  une  conique  variable,  qui  tourne  autour  de  f.  La  droite  V  ne 
peut  appartenir  au  lieu  géométrique,  puisque  tous  les  cônes,  dont 
les  sommets  sont  situés  sur  T,  coupent  la  droite  Z  en  les  mêmes 
points,  à  savoir  les  points  d'intersection  de  {  avec  Q^,  points  qui 
ne  sont  pas  nécessairement  conjugués  par  rapport  à  l'involution  ;  le 
plan  mobile  coupe  donc  la  surface  suivant  des  coniques,  ce  qui  fait 
présumer  que  la  surface  cherchée  est  de  même  une  quadrique  Q|  ^. 
Comme  les  sections  par  l  sont  cependant  des  sections  particulières, 
il  importe  d'examiner  encore  les  sections,  faites  par  des  plans 
passant  par  une  autre  droite,  pour  laquelle  la  droite  l  sera  choisie. 
(Fig.  1).  Soit  ft  un  des  plans  passant  par  \  et  soit  g*  la  conique, 
suivant  laquelle  il  coupe  la  quadrique  Q^  ;  le  plan  fl  coupe  V  dans 
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le  pôle  L'  de  l  par  rapport  à  q^.  Par  les  deux  points  conjugués 
de  l'involution  sur  2,  Ai  et  yl 2,  on  peut  tirer  les  tangentes  h  q^  ; 
de  cette  manière  on  construit  un  quadrilatère  circonscrit  à  9',  et 
les  polaires  de  A ^  et  de  J,  P^^  rapport  à  9^,  qui  déterminent  sur 
l  les  deux  points  B^  et  B^,  sont  un  couple  de  côtés  d'un  quadrangle 
inscrit,  dont  les  deux  autres  couples  de  côtés  se  coupent  en  Pj  et 
Pji  points  d'intersection  de  l  avec  les  diagonales  du  quadrilatère. 
En  observant  que  pour  chaque  plan,  qui  coupe  Q^  suivant  une 
conique  réelle,  une  figure  analogue  peut  se  construire,  on  arrive 
à  la  conclusion: 

Les  diagonales  du  quadrilatère  circonscrit  sont  les  ijitersections 
du  plan  fi  avec  les  plans  des  deux  coniques  d'intersection  des 
cônes  circonscrits  A^  et  A^;  les  quatre  sommets  de  ce  quadrilatère 
sont  les  points  d  mtersection  de  ces  coniques  avec  fi.  Le  couple 
de  côtés  par  L'  du  quadrangle  inscrit,  dont  les  sonmiets  sont  les 
points  de  contact  du  quadrilatère  avec  9^,  sont  les  intersections 
des  plans  polaires  de  A,  et  de  A ,  par  rapport  à  Q^  avec  fi.  Quand 
dans  le  plan  fi  Ay  et  A,  parcourent  une  involution  sur  Z,  les 
rayons  L'Jff,  et  L  B2  décrivent  de  même  un  faisceau  involutif.  De 
même  dans  l'espace  les  plans  t  B^  et  ï  B^  décriront  un  faisceau 
involutif. 

Cherchons  maintenant  pour  la  position  àe  q^  par  rapport  à  2, 
telle  que  la  figure  1  la  donne,  le  lieu  géométrique  des  sommets 
du  quadrilatère  circonscrit,  quand  les  points  A,  et  A 2  décrivent 
la  ponctuelle  involutive  sur  l.  Ces  sommets  sont  les  pôles  de  deux 
couples  de  côtés  du  quadrangle  inscrit  par  rapport  à  9^  ;  cherchons 
donc  d'abord  la  courbe  enveloppée  par  ces  côtés.  Le  faisceau 
involutif  dont  L  est  le  centre  détermine  sur  q^  une  série  ponc- 
tuelle, qui  est  de  même  involutive;  il  s'ensuit  que  la  correspon- 
dance sur  q'^  sera  doûnée  par  le  nombre  [2,  2],  et  comme  il  y  a 
involution,  l'enveloppe  des  droites  unissant  les  points  correspon- 
dants sera  de  la  seconde  classe  ^).  Les  pôles  de  ces  droites  décriront 
la  polaire  réciproque  de  cette  enveloppe  par  rapport  à  9^;  cette 
courbe  sera  donc  une  conique  q^^.  Ce  résultat  est  tout  à  fait  en 
harmonie  avec  le  précédent;  il  importe  maintenant  de  considérer 
les  divers  cas  de  l'involution  et  les  diverses  positions  de  la  conique 
ç2  et  de  la  droite  l. 


«)  R.  Sturm.  Die  Gebilde  ersten  und  zweiten  Grades  der  Liniengeornelrie,  I, 
p.  28 
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16.  En  prenant  pour  point  de  départ  la  figure  1  et  en  la 
considérant  comme  le  cas  i4,  on  voit  que  ce  cas  A  se  divise  en 
deux  parties: 

a.  L'involution  sur  l  est  hyperbolique,  L'  est  située  dans  Tinté- 
rieur  de  g-,  le  faisceau  par  L'  est  hyperbolique.  Comme  les  pointa 
de  qi^  sont  les  pôles  de  cordes  passant  par  deux  points  correspon- 
dants sur  g^,  ces  points  seront  en  même  temps  points  de  q^  dans  les 
points  d'intersection  de  q'^  avec  les  rayons  doubles  de  Tinvolution; 
les  coniques  çi*  et  q^  auront  donc  quatre  points  d'intersection; 
les  points  de  qi^  situées  hors  de  g^  correspondent  à  deux  rayons 
conjugués  réels  de  l'involution,  les  points  de  qt^  au  dedans  de  q^ 
correspondent  à  deux  rayons  imaginaires  conjugués. 

6.  L'involution  sur  l  est  elliptique;  le  faisceau  par  L'  est  de 
même  elliptique;  tous  les  points  de  qi^  sont  situés  au  dehors  de 
?^>  3^  ^*  ?**  n'ont  pas  de  points  communs. 

c.  L'involution  par  L'  est  parabolique.  Il  est  facile  de  voir  que 
la  conique  gi^  dégénère  en  les  deux  tangentes  par  les  points 
d'intersection  de  Tunique  rayon  double  et  de  q^.  Nous  passerons 
sous  silence  ce  cas  particulier  dans  les  autres  positions. 

B.  Supposons  en  second  lieu,  que  la  droite  l  ait  deux  points 
communs  avec  q^.  Dans  cette  position  il  est  quelquefois  impos- 
sible de  construire  le  quadrilatère  circonscrit  à  g^,  puisqu'un  des 
points  -4,,  A 2,  ou  bien  tous  les  deux,  peuvent  se  trouver  à  Tin- 
térieur  de  q^.  Quoiqu'en  général  le  quadrilatère  circonscrit  et  le 
quadrangle  inscrit  correspondant  peuvent  maintenant  devenir  illu- 
soires, il  importe  d'observer  que  les  polaires  L' B^  et  L  B2  des 
points  A,  et  A^  peuvent  être  construits  comme  auparavant  et 
que  le  faisceau  involutif  par  L'  est  toujours  possible.  La  ponctuelle 
sur  la  conique  q^  peut  donc  de  même  être  construite,  et  le  rai- 
sonnement fait  trouver,  comme  dans  le  paragraphe  précédent,  une 
conique  comme  lieu  des  sommets  du  quadrilatère.  Reste  à  déter- 
miner la  position  de  cette  conique  gi*  par  rapport  à  g^.  Pour 
cela  on  aura  quelques  cas  à  considérer.  Pour  chacun  de  ces  cas 
le  point  L'  est  situé  en  dehors  de  q^. 

a.  Les  rayons  doubles  du  faisceau  involutif  coupent  tous  les 
deux  la  conique  q^.  Les  coniques  çi*  et  q^  ont  quatre  points  réels 
en  commun;  les  points  de  qt^  situés  en  dehors  de  q'^  se  déduisent 
des  rayons  conjugués  de  l'involution,  qui  ont  tous  les  deux  des 
points  réels  en  commun  avec  q^^  les  rayons  conjugués  imaginaires 
donnent  des  points  de  qt^  intérieurs  à  g^. 
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h.  Un  des  rayons  doubles  du  faisceau  involutif  coupe  q^.  Les 
coniques  q^  et  q^^  ont  deux  points  réels  communs,  les  autres 
points  d'intersection  sont  imaginaires  conjugués. 


FiG.  4. 


e.  Les  rayons  doubles  du  faisceau  ne  coupent  pas  q^.  Les  coni- 
ques q^^  «t  îi  *  n'ont  pas  de  points  communs  et  la  conique  9 ,  *  est 
située  tout-àfait  à  Fintérieur  de  q^. 

Archives  v.  9 
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d.  On  peut  encore  considérer  les  divers  cas  particuliers,  où  les 
rayons  doubles  de  Tinvolution  deviennent  des  tangentes  à  g*. 
Dans  ces  cas  la  conique  q^^  devient  tangente  ou  bîtangente  à  g*. 

e.  Supposons  maintenant  que  Tinvolution  sur  l  et  par  conséquent 
rinyolution  par  L'  soit  elliptique,  L  étant  toujours  situé  au  dehors 
de  g 2  On  peut  tout  d'abord  remarquer  que  la  conique  Çi^  ne 
pourra  jamais  avoir  des  points  d'intersection  avec  la  conique  ç*, 
mais  ensuite  on  voit  qu'il  y  a  encore  deux  cas  possibles. 

En  premier  lieu  il  peut  arriver  qu'il  y  ait  des  couples  de  rayons 
conjugués,  qui  coupent  tous  les  deux  g*;  à  chaque  couple  corres- 
pondent quatre  points  de  g,*  extérieurs  à  g*  et  les  coniques  q*  et 
g,*  n'auront  pas  de  points  communs,  tandisque  g/  est  extérieure 
à  q\ 

En  second  lieu  il  peut  arriver  qu'aucun  des  couples  de  rayons 
conjugués  ne  soit  tel  que  les  deux  rayons  coupent  q*  ;  comme  il  est 
impossible  de  construire  des  points  réels  de  la  conique  g,*,  celle-ci 
sera  tout-à-fait  imaginaire. 

Les  divers  cas  considérés  suffiront  pour  en  déduire  les  cas  ana- 
logues d'une  droite  l,  considérée  dans  ces  diverses  positions  par 
rapport  à  une  quadrique.  Remarquons  seulement  que,  pour  chaque 
position  des  points  conjugués  A^  et  /!„  les  points  L  et  P,,  de 
même  que  L  et  P,,  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux 
deux  sommets  du  quadrilatère  circonscrit,  situés  sur  L'  P,  et 
L  P,  ;  il  s'ensuit  que  l  est  la  polaire  du  point  L'  par  rapport  à  g,*. 

17.  Retournons  maintenant  à  la  quadrique  Q*  et  appliquons 
les  principes  précédents.  En  considérant  le  plan  /i  comme  mobile 
autour  de  /,  on  obtient  pour  chaque  position  une  conique  variable 
g,*,  et  l'on  voit  qu'on  a  obtenu  un  second  faisceau  de  plans 
coupant  la  surface  Q,*  obtenue  précédemment  (15)  suivant  une 
conique.  Comme  les  intersections  de  la  surface  avec  deux  faisceaux 
de  plans,  passant  par  des  droites  qui  n'appartiennent  pas  à  la 
surface,  sont  des  coniques,  celle-ci  est  une  quadrique  Q,*.  Cîomme 
chaque  plan  passant  par  l'  donne  lieu  à  une  conique  tangente  à 
Q*  dans  les  points  d'intersection  avec  l\  la  quadrique  Q,*  est 
elle-même  tangente  à  Q*  en  ces  deux  points  d'intersection. 

Il  s'ensuit  encore  que  les  quadriques  Q*  et  O/  auront  en  commun 
deux  coniques  réelles  ou  imaginaires,  qui  se  coupent  en  la  droite 
l\  Comme  pour  chaque  position  du  plan  /î  le  point  L'  est  le  pôle 
de  l  par  rapport  à  la  conique  g,*,  les  droites  l  et  l  sont  polaires 
réciproques  par  rapport  à  Q,*  aussi  bien  que  par  rapport  à  Q*. 
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Supposons  maintenant  Tinvolution  donnée  sur  l  hyperbolique; 
elle  aura  deux  points  doubles  réels  D  et  U.  Le  cône  circonscrit, 
dont  D  est  le  sommet,  représente  deux  cônes,  qui  dans  les  autres 
points  sont  séparés;  la  même  coïncidence  se  répète  chez  le  cône, 
dont  le  sommet  est  D\  et  il  semble  au  premier  abord  que  ces 
deux  cônes  doivent  être  ajoutés  à  la  surface  Q/.  On  doit  cependant 
observer  que,  d'après  la  donnée  du  problème,  les  cônes  circonscrits, 
qui  coupent  l  en  i>,  doivent  avoir  avec  cette  droite  deux  points 
coïncidents  en  commun,  doivent  donc  être  tangents  à  Z  en  D;  et 
l'on  voit  que  cela  ne  sera  pas  le  cas,  quand  on  prend  pour  sommet 
d'un  cône  circonscrit  un  point  arbitraire  sur  la  surface  du  cône 
Dj  et  que  ce  sera  seulement  le  cas  quand  on  choisit  pour  sommet 
un  point  sur  une  des  deux  droites,  qui  lient  le  point  D  aux  points 
d'intersection  de  l  et  de  Q*;  de  la  sorte  on  voit  que  les  deux 
coniques  d'intersection  de  deux  cônes,  dont  les  sommets  sont  deux 
points  conjugués  sur  Z,  sont  dans  ce  cas  devenues,  d'une  part  la 
conique,  suivant  laquelle  le  plan  polaire  de  D  coupe  Q*,  d'autre 
part  les  deux  droites  de  contact  déjà  nommées  sur  ce  cône  D.  De 
plus  il  s'ensuit  que  ces  deux  droites  sont  situées  entièrement  sur 
la  quadrique  Q,*,  et  qu'elles  peuvent  servir  à  distinguer  les  cas 
où  cette  surface  est  réglée  des  autres  cas. 

On  peut  enfin  tirer  la  conséquence  que  la  quadrique  0,'  coupera 
toujours  la  droite  l  dans  les  deux  points  D  et  D'. 

18.  On  peut  maintenant  appliquer  les  principes  trouvés  aux 
divers  genres  de  quadriques,  en  laissant  d'abord  à  part  quelques 
cas  particuliers.  On  peut  distinguer  quatre  cas. 

Premier  cas.  La  quadrique  Q^  est  un  ellipsoïde,  un  hyperboloide 
à  deux  nappes  ou  un  paraboloide  elliptique  ;  la  droite  l  ne  coupe 
pas  Q\ 

a.  L'involution  sur  l  est  hyperbolique.  Les  deux  cônes  D  et  D' 
sont  réels,  les  polaires  réciproques  l  et  ï  coupent  chacune  Q,  ^  en 
deux  points  réels,  la  surface  Q,^  est  donc  réglée.  En  considérant 
le  plan  fi  mobile,  on  voit  que  quand  le  plan  coupe  Q^  suivant 
une  conique  réelle  g%  celle-ci  a  quatre  points  réels  en  commun 
avec  la  conique  d'intersection  9,*.  Quand  la  conique  q*  dégénère 
en  un  point,  la  conique  q ,  *  dégénère  en  deiix  droites  passant  par 
ce  point,  ce  sont  deux  droites  de  contact  situées  sur  les  cônes  D 
et  D'.  Quand  le  plan  /9  ne  coupe  pas  Q*,  la  conique  g*  devient 
imaginaire,  les  intersections  avec  les  cônes  circonscrits,  dont  les 
sommets  sont  les  points  conjugués  de  l'involution  sur  l,  sont  de 

9* 
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même  imaginaires,  mais  le  point  V  et  la  conique  ^^  restent 
réels.  Les  qnadriques  Q'  et  Q,'  se  coupent  suivant  deux:  coni- 
ques réelles. 

h.  L'involution  sur  l  est  elliptique.  Les  deux  points  doubles  D 
et  B  sont  imaginaires  conjugués,  la  droite  l  aura  donc  avec 
Q,^  une  intersection  imaginaire;  comme  les  points  d'intersection 
de  X  avec  Q^  et  par  conséquent  avec  Ç,*  sont  réels  et  que  l  et 
X  sont  polaires  réciproques  de  Q,^,  la  surface  Q,'  n'est  pas  réglée. 
Le  plan  mobile  (i  coupe  les  quadriques  Q^  et  Q,'  suivant  deux 
coniques  ç*  et  q^^  qui  n'ont  pas  de  points  communs;  quand  g*  de- 
vient imaginaire  q^  devient  aussi  imaginaire;  les  plans  des  deux 
coniques  d'intersection  sont  imaginaires  conjugués. 

0.  L'involution  sur  l  est  parabolique  (les  deux  points  doubles 
se  sont  unis).  La  quadrique  Q,*  dégénère  en  un  cône  circonscrit 
à  Q^  ayant  pour  sommet  l'unique  point  double  2).  Les  deux 
coniques  d'intersection  deviennent  coïncidentes  dans  la  conique  de 
contact. 

Deuxième  cas.  La  quadrique  Q*  est  du  môme  genre  que  dans 
le  cas  précédent;  mais  la  droite  l  a  deux  points  communs  avec  Q^ 

a.  L'involution  sur  l  est  hyperbolique  et  les  points  doubles  D 
et  ly  sont  situés  hors  de  Ç^  Les  cônes  B  et  B'  sont  réels,  mais 
les  plans  polaires  d  et  d'  de  D  et  de  Tf  par  rapport  à  Q'  se  coupent 
hoi*s  de  Q%  les  points  d'intersection  de  X  etdeQ^  sont  imaginaires, 
on  ne  peut  pas  mener  des  droites  de  £>  et  i>  aux  points  de 
contact;  la  quadrique  Q,'  n'est  donc  pas  réglée.  Les  ccmiques 
d'intersection  de  Q^  et  de  Q,  ^  sont  réelles,  mais  n'ont  pas  de 
points  communs. 

6.  L'involution  sur  l  est  hyperbolique  et  un  des  points  doubles, 
au  moins  est  situé  à  l'intérieur  de  Ç^  Un  des  cônes  Z)  ou  !>'  est 
au  moins  imaginaire,  la  quadrique  Q,^  ne  peut  être  réglée,  la 
polaire  X  ne  coupe  pas  Q^.  Les  plans  des  coniques  d'intersection 
de  Ç*  et  Ç,*  sont  toujours  réels;  quand  un  des  points  doubles 
est  situé  hors  de  Ç*,  il  y  aura  encore  une  conique  d'intersection 
réelle,  quand  les  deux  points  doubles  sont  situés  à  Tintérieur  de 
Ç%  il  n'y  aura  pas  de  conique  réelle. 

c.  L'involution  sur  l  est  elliptique.  IjCs  cônes  D  et  D  dis- 
paraissent, la  droite  l  ne  coupe  pas  Q,^,  non  plus  que  sa 
polaire  réciproque  X\  deux  cas  sont  donc  possibles:  ou  bien 
Q,^  est  réglée,  ou  bien  Q,*  est  tout  à  fait  imaginaire.  Cela 
s'accorde   avec   le  résultat  obtenu  dans  le  n''.  16  Be.  Les  plans 
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des  coniques  d'intersection  de  Q*  et  de  Q^^  sont  en  tous  cas 
imaginaires. 

d.  L'involut^n  sur  l  est  parabolique.  Selon  que  le  point 
double  unique  D  est  situé  à"  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  de  Q%  la 
quadrique  Q,^  dégénère  en  un  cône  imaginaire  ou  réel,  dont  la 
base  est  Tintersection  de  Ç-  avec  le  plan  polaire  d  de  D.  Le 
cône  imaginaire  est  la  transition  de  la  quadrique  non  réglée  à  la 
quadrique  imaginaire,  le  cône  réel  de  la  quadrique  non  réglée 
à  la  quadrique  réglée. 

Troisième  cas.  La  quadrique  Q*  est  une  surface  réglée,  la  droite 
l  ne  coupe  pas  QV 

a.  L'involution  sur  l  est  hyperbolique.  Comme  la  droite  l  ne 
coupe  pas  Q^,  sa  polaire  l'  ne  la  coupera  non  plus;  les  cônes  D 
et  D'  sont  réels,  mais  leurs  bases  n'auront  pas  de  points  communs  ; 
la  quadrique  Q,*  coupe  i  en  D  et  D'y  mais  ne  coupe  pas  l;  elle 
n'est  pas  réglée.  Les  quadriques  se  coupent  suivant  deux  coniques 
réelles,  qui  n'ont  pas  de  points  communs.  Le  plan  mobile  /?  coupe 
les  deux  quadriques  suivant  des  coniques  toujours  réelles. 

b.  LMnvolution  sur  l  est  elliptique.  Le  plan  mobile  /î  coupe  Q^ 
et  Ç,*  stdvant  deux  coniques,  qui  n'ont  pas  de  points  communs; 
Q,*  ne  coupera  pas  l  en  des  points  réels,  elle  ne  coupe  pas  l\ 
puisque  V  n'a  pas  de  points  réels  communs  avec  Q^  ;  ainsi  Q,' 
est  une  surface  réglée  n'ayant  pas  de  ccmiques  d'intersection 
réelles  avec  Q^ 

c.  Quand  l'involution  sur  l  est  parabolique  Ç,^  dégénère  en 
un  cône  tangent  toujours  réel. 

Quatrième  cas.  La  quadrique  Q^  est  réglée;  la  droite  l  a  deux 
points  communs  avec  elle. 

a.  L'involution  sur  l  est  hyperbolique.  Les  cônes  D  et  D'  sont 
toujours  réels,  quelle  que  soit  la  position  des  points  D  et  D'. 

La  quadrique  Ç,*  a  deux  points  communs  avec  i,  à  savoir  les 
points  doubles,  et  de  même  elle  a  deux  points  communs  avec  ^, 
à  savoir  les  points  d'intersection  de  l  avec  Ç\,  ainsi  elle  sera  réglée. 
Les  deux  coniques  d'intersection  sont  réelles. 

b.  L'involution  sur  l  est  elliptique.  La  quadrique  Ç,'  ne  coupe 
pas  {,  mais  elle  a  deux  points  communs  avec  l\  à  savoir  les  points 
d'intersection  de  t  et  de  Q^,  elle  n'est  donc  pas  réglée.  Les  coni 
ques  d'intersection,  de  même  que  leurs  plans,  sont  imaginaires. 

0.  L'involution  sur  l  est  parabolique.  La  quadrique  Ç,*  dégénère 
en  un  cône  toujours  réel. 
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Remarque.  Quand  rintersection  de  Ç,'  avec  a  est  réelle,  cette 
conique  est  le  lieu  géométrique  des  sommets  des  cônes  circonscrite 
situés  dans  le  plan  a.  Comme  ces  cônes  coupent  a  suivant  des 
couples  de  droites,  on  a  résolu  géométriquement  le  problème: 

Trouver  le  lieu  géométrique  des  points,  d'où  Ton  peut  tirer 
deux  tangentes  à  une  conique,  qui  coupent  une  droite  donnée  l 
dans  les  points  conjugués  d'une  involution  donnée. 

19.  Passons  à  quelques  cas  particuliers. 

a.  Supposons  la  droite  l  tangente  à  Q\  Quand  on  mène  le  plan 
mobile  (i  par  2,  on  obtient  une  conique  q^  tangente  à  Z;  en 
menant  les  tangentes  des  points  conjugués  de  Tinvolution  sur  l 
le  lieu  géométrique  de  leurs  intersections  est  une  droite  d,  qui 
coupe  /  dans  le  point  de  Tinvolution,  conjugué  au  point  de  con- 
tact de  Z  et  de  9^.  Comme  ce  point  là  reste  invariable  pour  toutes 
les  positions  du  plan  /5,  on  voit  qu'il  devient  le  sommet  d'un  cône; 
ce  cône  est  la  forme  que  présente  dans  ce  cas  la  quadrique  Q,\ 
Le  cône  doit  être  tangent  à  Q^  en  les  deux  points  d'intersection 
de  Ç*  et  de  f,  et  X  est  aussi  une  tangente  de  Q^  ;  on  voit  donc 
que  le  cône  Ç,*  coupe  la  quadrique  Ç*  suivant  deux  coniques 
ayant  une  tangente  commune  ï, 

b.  Supposons  en  second  lieu  que  les  points  d'intersection  de  l 
et  de  Q^  sont  des  points  conjugués  de  l'involution  sur  L  Consi- 
dérons d'abord  les  points  d'intersection  de  Ç*  et  de  i  indépen- 
damment de  leur  position  particulière.  Soit  S^  un  des  points 
d'intersection,  et  soit  S^  le  point,  qui  lui  est  conjugué  dans 
l'involution.  Le  cône  circonscrit  dont  S^  est  le  sommet  dégénère 
en  un  plan,  qui  doit  être  compté  double;  le  cône  S^  coupe  ce 
plan  suivant  une  conique,  qui  doit  être  de  même  comptée  double  ; 
cette  conique  est  située  sur  Ç,*;  il  s'ensuit  que  le  cône  82  est 
un  cône  circonscrit  à  Ç  \  Mais  S^  doit  de  même  être  un  cône 
circonscrit  à  Ç^  ;  il  s'ensuit  donc  que  les  sommets  des  deux  cônes 
circonscrits  communs  à  Ç^  et  Ç,*  sont  les  points  de  l'involution, 
conjugués  aux  points  d'intersection  de  Ç*  et  de  l 

Mais  quand  /S,  et  Sj,  points  conjugués  de  l'involution,  sont 
en  même  temps  les  points  d'intersection  de  Q^  et  de  Z,  le  cône 
Sj  devient  lui  même  un  plan,  qui  doit  être  compté  double  et  qui 
coupe  le  plan  tangent  en  /S,  suivant  une  droite;  il  s'ensuit  que 
la  quadrique  Ç,*  aura  une  droite  double  et  dégénérera  donc  en 
deux  plans;  en  effet  on  voit  que  le  même  raisonnement  peut  se 
répéter  pour  le  cône  8^.  Les  deux  plans  doivent  passer  par  les 
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points  doubles  de  rinvolution  sur  i,  et  deviennent  imaginaires 
conjugués  quand  celle-ci  est  elliptique. 

c.  Examinons  si  parmi  les  cônes  circonscrits  à  ÇMl  y  a  des 
cylindres.  Les  sommets  des  cônes  sont  situés  sur  la  quadrique 
Ç,*;  quand  celle-ci  est  du  genre  hyperboloide,  il  y  aura  des 
cylindres  circonscrits,  dont  les  directrices  sont  parallèles  aux 
génératrices  du  cône  asymptote  de  Q,^.  D'après  les  méthodes 
appliquées  précédemment  (7,12)  il  est  facile  de  voir  que  par  chaque 
point  de  Tespace  passent  quatre  de  ces  cylindres. 

20.  Les  problèmes,  qui  méritent  le  plus  spécialement  l'attention, 
se  présentent  quand  la  droite  l  s'éloigne  à  l'infini,  et  parmi  ces 
problèmes  il  y  en  a  deux,  qui  à  cause  du  genre  de  la  conique 
d'intersection,  se  détachent  des  autres;  ce  sont  le  problème  de 
trouver  la  condition  pour  que  la  conique  d'intersection  d'un  cône 
circonscrit  avec  a  soit  une  hyperbole  équilatère  ou  bien  celui  du 
cercle.  Examinons  d'abord  Thyperbole  équilatère. 

En  s'imaginant  qu'on  tire  d'un  point  arbitraire  pris  dans  a  des 
droites  parallèles  aux  asymptotes  de  toutes  les  hyperboles  équila- 
tères,  qu'on  peut  construire  dans  a,  on  obtient  un  faisceau  involutif 
de  rayons,  dont  deux  rayons  conjugués  forment  un  angle  droit; 
les  rayons  conjugués  de  cette  involution  coupent  évidemment  la 
droite  à  l'infini  du  plan  a  dans  les  mêmes  points  que  les  hyper- 
boles équilatères,  aux  asymptotes  desquelles  ils  sont  parallèles; 
ainsi  quand  on  veut  chercher  les  coniques  d'intersection,  qui  sont 
devenues  des  hyperboles  équilatères,  on  doit  évidemment  assujettir 
les  cônes  circonscrits  à  Ç^  à  couper  la  droite  à  l'infini  dans  les 
points  conjugués  d'une  involution,  déterminée  sur  elle  par  un 
faisceau  involutif  orthogonal  de  rayons. 

Cela  posé,  et  ayant  en  vue  les  théorèmes  obtenus,  on  arrive  au 
résultat: 

Le  lieu  géométrique  des  sommets  des  cônes  circonscrits  à  Q% 
qui  coupent  et  suivant  des  hyperboles  équilatères,  est  une  quadrique 
Ç,  »,  tangente  en  deux  points  L',  et  L'j  à  (>%  où  celle-ci  est  percée 
par  le  diamètre  conjugué  à  la  direction  du  plan  a.  De  plus  il  est 
clair  que  les  cônes  circonscrits,  dont  les  sommets  sont  les  points 
conjugués  de  l'involution  sur   l,  dégénèrent  ici  en  des  cylindres. 

21.  D'après  les  considérations  précédentes  (18)  on  peut  mainte- 
nant examiner  la  nature  de  la  quadrique  (>,^  L'involution  sur  la 
droite  à  l'infini,  qui  remplace  l,  est  elliptique;  ainsi  on  aura  les 
conséquences  suivantes. 
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a.  Q^  est  un  ellipsoïde.  Comme  elle  n^a  pas  de  pcûnts  communs 
avec  l,  la  quadrique  Qi^  n'est  pas  régLée  et  comme  Q,^  est  engen- 
drée par  les  intersections  de  cylindres  circonscrits  elliptiques,  elle 
est  un  ellipsoïde  bitangent  à  Q^  et  ayant  avec  elle  une  intersection 
imaginaire.  Le  diamètre  conjugué  à  a  est  la  corde  de  contact. 

b.  Q^  est  un  hyperboloide  à  deux  nappes^  qui  coupe  a  suivant 
une  ellipse  ou  suivant  une  conique  imaginaire.  La  quadrique  Q,^ 
n'est  pas  réglée;  les  cylindres  circonscrits,  dont  la  direction  des 
génératrices  est  parallèle  aux  asymptotes  des  hyperboles  équilatères, 
ayant  pour  coniques  de  contact  avec  Q^  des  coniques,  dont  les  plans 
passent  par  le  diamètre  conjugué  à  a,  sont  hyperboliques;  la  qusr 
drique  Q,^  est  donc  en  général  un  hyperboloide  à  deux  nappes, 
bitangent  à  Q^  et  ayant  avec  celle-ci  une  intersection  imaginaire. 
Corde  de  contact  comme  auparavant. 

c.  Q^  est  un  hyperboloide  à  deux  nappes,  qui  coupe  a  suivant  uoe 
hyperbole.  Commje  l  a  deux  points  communs  avec  Q%  la  quadrique 
Q,'  peut  être  réglée  ou  imaginaire.  Lee  cas  particuKers,  qui  tarou- 
veront  leur  place  plus  tard,  donnent  le  moyen  de  distinguer  ces 
deux  cas.  L'intersection  de  Q'  et  de  Q,'  est  toujours  ima^naire. 
Points  de  contact  imaginaires. 

d.  Ç-  est  un  paraboloide  elliptique,  qui  coupe  a  suivant  une 
ellipse  du  une  conique  imaginaire.  La  droite  à  l'infini  de  a  ne 
coupe  pas  Q^,  Qi^  n'est  pas  réglée;  les  cylindres  circonscrits  sont 
paraboliques,  la  quadrique  Ç,*  est  donc  un  paraboloide  elliptique, 
dont  l'axe  est  parallèle  à  celui  de  Q\  Un  point  de  contact  à  di- 
stance finie,  corde  de  contact  comme  auparavant, 

e  Q^  est  un  hyperboloide  à  une  nappe,  qui  coupe  a  suivant  une 
ellipse.  Ç'  n'a  pas  d'intersection  avec  la  droite  à  l'infini,  Ç,*  est 
donc  réglée,  l'intersection  de  Q^  et  de  Q,^  est  imaginaire. 

/.  Q*  est  un  hyperboloide  à  une  nappe  qui  coupe  a  suivant 
une  hyperbole.  Il  y  a  deux  points  d'intersection  avec  la  droite  à 
linôni;  <?, ^  ne  sera  pas  réglée.  Comme  parmi  les  plans,  qui  pas- 
sent par  le  diamètre  t  conjugué  à  a,  il  y  en  a  toujours  qui  cou- 
pent Q^  suivant  une  hyperbole,  Ç,^  ne  peut  être  im  ellipaokle 
et  sera  donc  en  général  un  hyperboloide  à  deux  nappes.  Intersec- 
tion imaginaire. 

g.  Q^  est  un  paraboloide  hyperbolique,  coupant  a  suivant  une 
hyperbole.  Comme  dans  le  cas  précédent  Q,*  ne  sera  pas  r^lée 
et  comme  les  cylindres  circonscrits  sont  paraboliques,  Q,*  est  un 
paraboloide  elliptique  à  axe  parallèle  à  celui  de  Q^. 
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22.  Il  est  évident  que  quand  on  fait  mouvoir  le  plan  a  dans 
la  direction  du  diamètre  de  Ç%  qui  lui  est  conjugué,  le  caractère 
de  la  quadrique  Ç,'  ne  change  pas,  puisque  les  cylindres  circon- 
scrits à  génératrices  parallèles  aux  asymptotes  des  hyperboles 
équilatères  ne  changent  pas  non  plus.  Les  hyperboles  équilatères, 
intersections  des  cônes  avec  «,  dépendront  néanmoins  de  cette 
position  du  plan;  examinons  la  donc  de  plus  près. 

Quand  la  quadrique  Ç,-  coupe  a,  ce  plan  contient  des  sommets 
de  cônes  situés  sur  l'intersection,  et  parmi  les  hyperboles  équi- 
latères il  y  en  a  par  conséquent,  qui  sont  dégénérées  en  des 
couples  de  droites.  En  observant  que  la  droite  X  conjuguée  à  l 
devient  ici,  dans  Ç,^  aussi  bien  que  dans  Ç',  le  diamètre  conjugué 
à  a,  et  que  par  conséquent  les  plans  tangents  aux  extrémités  de  ce 
diamètre  sont  parallèles  à  a,  on  peut  tirer  les  conséquences 
suivantes  : 

Quand  la  quadrique  ÇV  est  tangente  à  a,  Ç,'  sera  de  même 
tangente  à  a  en  un  point  qui,  par  analogie  à  la  partie  précédente, 
sera  nommé  q^.  Par  ce  point  q^  passe  un  faisceau  involutif  de 
rayons  orthogonaux,  dont  les  rayons  conjugués  représentent  les 
hyperboles  dégénérées  en  couples  de  droites.  Le  point  q^  est  un 
ombilic  de  la  surface  ç,'. 

Quand  ç^  coupe  le  plan  u  suivant  une  ellipse,  le  lieu  des 
sommets  de  cônes  circonscrits  situés  en  u  est  un  cercle,  le  cercle 
orthoptique  de  Tellipse;  il  s'ensuit  que  Ç,^  coupe  a  suivant  un 
cercle.  En  effet,  les  couples  de  tangentes  perpendiculaires,  tirées 
à  </2  des  points  de  ce  cercle,  peuvent  être  considérées  comme  des 
hyperboles  équilatères  dégénérées,  bitangentes  à  ç^^ 

Quand  l'intersection  de  Ç^  et  de  «  devient  imaginaire,  le  cercle 
orthoptique  est  de  même  imaginaire- 

Quand  l'intersection  de  Ç*  avec  «  est  une  hyperbole,  le  cercle 
orthoptique  est  réel  ou  imaginaire;  de  cette  réalité  dépend  la 
réalité  de  Tintersection  de  Ç,^  avec  a. 

En  considérant  tous  ces  cas  ensemble,  on  arrive  à  la  conclusion  : 
La  direction  du  plan  a  est  en  même  temps  celui  du  plan  d'une 
des  sections  circulaires  de  la  quadrique. 

On  peut  maintenant  comparer  ces  résultats  avec  ceux  du  numéro 
précédent,  et  on  voit  que  dans  le  cas  c  la  quadrique  Q,'  sera 
réglée  quand  l'intersection  de  Q-  avec  u  est  uuq  hyperbole  à  cercle 
orthoptique  réel  et  sera  imaginaire  quand  l'hyperbole  n'a  pas 
de  cercle  orthoptique  réel. 

Archives  v.  10 
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23.  Le  cas  de  l'hyperbole  équilatère  comprend  encore  un  grand 
nombre  de  cas  plus  particuliers,  dont  quelques-uns  méritent  l'at- 
tention. 

a.  Supposons  que  la  quadrique  Q^  coupe  le  plan  a  suivant  une 
parabole.  La  droite  à  Tinfini  est  alors  une  tangente  à  Q-  ;  on 
appliquera  le  cas  19  a.  La  quadrique  Q,'  devient  un  cône,  et 
comme  le  sommet  doit  être  situé  sur  la  droite  à  Tinfini,  le  cône 
dégénère  en  un  cylindre.  La  directrice  de  la  parabole  remplace  le 
cercle  orthoptique  du  cas  général  (22)  ;  en  faisant  exécuter  au  plan 
u  un  mouvement  tel  qu'il  reste  parallèle  à  lui-même,  on  voit  que 
le  cylindre  Q,^  le  coupe  toujours  suivant  une  seule  droite,  la 
directrice.  Il  s'ensuit  que  les  génératrices  du  cylindre  sont  paral- 
lèles au  plan  a  et  que  de  plus  ce  plan  est  parallèle  à  un  plan 
asymptote  du  cylindre,  qui  sera  hyperbolique  si  Q^  qqi  ^jj^  (J^ 
hyperboloides.  Si  Q^  est  un  paraboloide,  le  cylindre  est  paraboli- 
que, et  le  plan  a  est  parallèle  au  plan  principal.  Dans  le  premier 
cas  la  génératrice  du  cône  asymptote  parallèle  à  a  est  le  diamètre 
conjugué  à  «,  dans  le  second  cas  ce  diamètre  est  à  l'infini. 

6.  Supposons  en  second  lieu  que  Q^  coupe  le  plan  u  suivant 
une  hyperbole  équilatère.  Le  cas  19  6  est  applicable  ici,  puis- 
qu'une hyperbole  équilatère  coupe  la  droite  à  l'infini  en  deux 
points  conjugués  de  l'involution  donnée.  La  quadrique  Oi  ^  dégénère 
donc  en  deux  plans,  qui  seront  ici  imaginaires  conjugués,  puis- 
que l'involution  donnée  est  elliptique;  leur  direction  imaginaire 
détermine  sur  le  plan  a  les  deux  points  isotropes.  La  droite  d'inter- 
section des  deux  plans,  c.  à.  d  le  diamètre  conjugué  à  a,  coupe 
ce  plan  dans  le  seul  point  par  où  passe  une  hyperbole  équilatère 
dégénérée  en  un  couple  de  droites  rectangulaires;  ces  droites  sont 
les  asymptotes  de  l'hyperbole  équilatère,  qui  forme  l'intersection 
de  Q-  avec  «.  Le  lieu  des  sommets  des  cônes  circonscrits  est 
devenu  le  diamètre  conjugué  ;  comme  les  plans  polaires  des  points 
de  cette  droite  sont  tous  parallèles  à  r/,  et  que  leurs  intersections 
avec  Q2  sont  des  hyperboles  équilatères  semblablement  placées,  il 
en  sera  de  même  des  intersections  des  cônes  avec  u,  et  on  obtient 
par  conséquent  dans  le  plan  «  des  hyperboles  équilatères  concen- 
triques avec  q^  et  aj^ant  les  mêmes  asymptotes.  Il  est  facile  de 
voir  que  cette  intersection  q^  forme  la  transition  des  deux  cas 
d'hyperboles,  (18,  2  c;  21  c;  22)  et  que  par  conséquent  les  deux 
plans  imaginaires  trouvés  sont  la  transition  des  deux  genres  de 
quadriques. 
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c.  Soit  en  troisième  lieu  la  quadrique  donnée  Q^  une  sphère. 
Tous  les  cylindres  circonscrits,  déterminés  par  les  points  conjugués 
de  rinvolution,  sont  maintenant  des  cylindres  de  révolution,  dont 
la  section  droite  est  un  grand  cercle  de  la  sphère  passant  par  le 
diamètre  perpendiculaire  à  a.  Comme  les  cylindres  homologues  se 
coupent  à  angle  droit,  les  coniques  d'intersection  sont  toutes  des 
ellipses  égales  et  semblables  entre  elles,  dont  le  diamètre  conjugué 
est  le  petit  axe;  la  surface  Q^^  est  donc  un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion aplati  à  axe  de  révolution  perpendiculaire  à  ce.  Far  un  raison- 
nement analogue  on  s'aperçoit  que  quand  Q^  est  une  surface  de 
révolution  à  axe  perpendiculaire  à  «,  Q,  ^  sera  de  même  une  sur- 
face de  révolution  à  axe  également  situé. 

24.  Passons  maintenant  au  problème  de  trouver  le  lieu  géomé- 
trique des  sommets  de  cônes  circonscrits,  qui  coupent  a  suivant 
des  cercles.  Le  cercle  peut  être  considéré  comme  une  conique 
passant  par  les  points  isotropes  du  plan  u  ;  on  peut  donc  conclure 
tout  d'abord  que  le  lieu  ne  peut  être  autre  chose  que  deux  coniques 
tangentes  à  Q^  en  les  deux  points  d'intersection  de  celle-ci  avec 
le  diamètre  conjugué  au  plan  a.  Comme  néanmoins  ces  points 
isotropes  sont  imaginaires,  on  n'a  pas  immédiatement  le  droit  de 
conclure  que  ces  coniques  bitangentes  soient  réelles  ;  examinons  donc 
sll  est  possible  que  deux  cônes  circonscrits  à  sommets  imaginaires 
aient  une  intersection  réelle.  En  reprenant  la  figure  du  No.  15 
on  voit  que  les  droites  L'JP,  et  L' P.^  sont  les  diagonales  du 
quadrilatère  circonscrit  k  q^  ;  mais  en  même  temps  ce  sont  deux 
côtés  du  triangle  diagonal  du  quadrangle  inscrit.  Il  s'ensuit  que 
les  ra3^ons  L'  P,  et  L' P,  sont  conjugués  harmoniques  aussi  bien 
par  rapport  k  L'A^  et  L' A^  que  par  rapport  k  L' B^  et  LPa- 
On  peut  donc  considérer  ces  rayons  comme  les  rayons  conjugués 
communs  de  deux  faisceaux  involutifs  concentriques,  dont  les 
rayons  doubles  sont  L'-4,,  L  A^  et  L'B^^  L  B^.  Quand  une 
involution  elliptique  sur  l  est  donnée,  on  peut  donc  construire  les 
diagonales  du  quadrilatère  circonscrit,  dont  les  côtés  sont  les 
tangentes  issues  des  points  doubles  imaginaires  de  cette  involution, 
quoique  ces  tangentes  soient  elles-mêmes  imaginaires,  car  L' devient 
maintenant  le  centre  de  deux  faisceaux  involutifs,  déterminés  par 
rinvolution  donnée  sur  l  et  l'involution  des  polaires  des  points 
conjugués  pris  sur  l.  Les  rayons  conjugués  communs  de  ces  deux 
involutions  sont  toujours  réels  et  de  même  les  diagonales  du 
quadrilatère  imaginaire. 

10* 
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On  voit  que  ce  cas  se  présente  ici,  car  le  diamètre  conjugué  à 
€t  est  Taxe  des  deux  faisceaux  involutifs  de  plans;  un  faisceau 
se  compose  des  plans  passant  par  les  points  conjugués  de  Tinvo- 
lution  sur  la  droite  à  Tinfîni,  l'autre  se  compose  des  plans  conjugués 
aux  points  de  cette  même  ponctuelle  involutive  par  rapport  à  0^ 
En  menant  un  plan  ft  parallèle  au  plan  u^  on  obtient  une  figure, 
qui  ofire  les  mêmes  particularités  que  la  figure  1,  ce  qui  fait 
obtenir  deux  diagonales  réelles;  en  considérant  le  plan  ft  mobile, 
on  voit  que  ces  diagonales  décrivent  chacune  un  plan,  et  il  s'ensuit 
que  les  plans,  sur  lesquels  l'intersection  des  deux  cônes  circonscrite 
imaginaires  est  située,  sont  en  tous  cas  réels,  ce  qui  fait  que  les 
coniques  d'intersection  peuvent  être  réelles. 

25.  Nommons  dorénavant  l  le  diamètre  conjugué  à  «  et/,  ^  et 
/j^  les  deux  coniques  d'intersection  situées  dans  les  plans  a ,  eta^. 
L'intersection  de  ces  deux  plans  avec  u  sera  donnée  par  les  axes 
de  la  conique  d'intersection  ç^  de  Q2  avec  a^  car  ceux-ci  senties 
rayons  conjugués  communs  de  deux  faisceaux  involutifs,  dont  l'un 
est  le  faisceau  des  diamètres  conjugués  aux  rayons  de  l'autre  qui  est 
orthogonal  ;  et  ces  faisceaux  sont  précisément  ceux  qui  ont  précé- 
demment été  considérés  dans  le  plan  ft.  Les  intersections  des  cônes 
circonscrits  dont  les  sommets  se  trouvent  sur  /,  ^  et  /j  ^  sont  des 
cercles  bitangents  à  la  conique  g^.  Si  une  de  ces  deux  coniques  a 
des  points  d'intersection  avec  a^  ces  points  seront  des  sommets  de 
cône,  et  comme  chacun  de  ces  points  remplace  un  cercle,  on  peut 
le  Considérer  comme  un  cercle  de  rayon  zéro  bitangent  à  g-. 
D'après  la  géométrie  plane  ce  point  sera  donc  un  foyer.  En  trans- 
portant le  plan  u  parallèlement  à  lui  même  dans  la  direction  de 
Z ,  on  arrive  toujours  à  des  figures  semblables  et  semblablement 
placées,  et  la  construction  peut  même  s'exécuter  quand  la  conique 
(l^  devient  imaginaire;  elle  aura  néanmoins  des  axes  et  des  foyers 
réels  *).  Il  s'ensuit  maintenant: 

Une  des  deux  coniques  /,  *  et  /j  ^  coupe  toujours  le  plan  a  ou 
un  plan,  qui  lui  est  parallèle,  en  deux  points  et  l'autre  ne  coupera 
pas  ce  plan  ;  une  des  deux  coniques  /,  ^  et  /^  ^  est  donc  toujours 
réelle. 

26.  Passons  maintenant  en  revue  les  différents  genres  de  qua- 
driques  et  examinons  la  réalité  de  /|  ^  et  /j  ^  pour  ces  divers  cas. 


*)  Steiner-Schrôter.  Die  Théorie  der  Kegelachnitte,  gestûtzt  aufprojectivische 
Eigenscbafter,  §  59  und  §  60. 
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Comme  auparavant  les  quadriques  non  réglées  seront  étudiées 
d'abord. 

a.  Q^  est  un  ellipsoïde.  Quand  q^  est  réelle  elle  a  deux  foyers, 
situés  dans  l'intérieur.  En  considérant  le  plan  a  mobile  dans  la 
direction  convenue,  (25)  la  même  position  de  g  ^  se  présentera 
jusqu'à  ce  que  Q^  devienne  tangente  à  a,  et  cela  arrive  deux  fois; 
g-  se  réduit  alors  à  un  point  et  les  deux  foyers  se  confondent.  En 
faisant  mouvoir  a  encore  davantage,  9^  devient  imaginaire,  et  l'axe 
qui  contient  les  foyers  réels  est  maintenant  l'autre  axe;  on  peut 
continuer  ce  mouvement  jusqu'à  l'infini.  11  s'ensuit:  La  courbe 
/,  2  est  une  ellipse,  située  tout  à  fait  à  l'intérieur  de  0^  et  bitan- 
gente  à  cette  quadrique  ;  la  conique  f^  ^  est  une  hyperbole  située 
dans  le  second  plan  «2,  bitangente  à  Q^  dans  les  mêmes  points 
que  /,  2  et  en  dehors  de  cette  quadrique. 

6.  Q2  est  un  hyperboloide  à  deux  nappes  à  intersection  ellip- 
tique ou  imaginaire  avec  a.  En  faisant  exécuter  à  c^  le  mouvement 
convenu,  on  voit  que,  quand  l'intersection  est  réelle,  les  foyers 
sont  situés  à  l'intérieur  de  Q^  et  qu'ils  restent  dans  cette  position 
jusqu'à  l'infini,  en  revenant  à  l'intérieur  quand  a  a  passé  par 
l'infini.  La  conique /|*  est  doi.c  une  hyperbole  située  à  l'intérieur 
de  l'hyperboloide.  Quand  l'hyperboloide  coupe  u  suivant  une 
conique  imaginaire,  on  aura  deux  foyers  situés  sur  l'autre  axe  et 
en  dehors  de  Q'-*,  qui  se  réunissent  dans  les  extrémités  du  diamètre 
/'.  La  conique  /j  ^  est  donc  une  ellipse.  11  est  clair  que  les  deux 
coniques  sont  bitangentes  à  Q^  dans  les  extrémités  de  l'. 

c.  Q2  est  un  hyperboloide  à  deux  nappes  à  intersection  hyper- 
bolique. En  faisant  faire  à  a  le  mouvement  convenu,  l'intersection 
reste  hyperbolique  et  a  ne  devient  jamais  plan  tangent.  Les  foyers 
des  hyperboles  consécutives  sont  toujours  situés  sur  le  même  plan 
a,,  et  comme  le  diamètre  l  conjugué  à  «  ne  perce  pas  Q%  il  n'y 
a  pas  de  points  de  contact  réels.  En  résumant  les  résultats  on 
peut  dire  :  La  conique  /,  ^  est  réelle  et  est  une  hyperbole  ;  elle  a 
un  contact  imaginaire  en  deux  points  avec  Q^  ;  la  corde  de  contact 
est  le  diamètre  l.  La  conique  /^  ^  est  imaginaire,  on  peut  la  consi- 
dérer comme  située  dans  le  plan  a^. 

d.  Q^  est  un  paraboloide  elliptique  coupant  a  suivant  une 
ellipse  réelle  ou  imaginaire.  Le  mouvement  de  u  dans  la  direction 
de  l'axe  donne,  quand  l'intersection  est  réelle,  deux  foyers  dans 
chaque  position  ;  ces  foyers  se  réunissent  dans  les  points  de  contact, 
un  de  ces  points  étant  à  l'infini,  la  conique  f^  ^  est  une  parabole 
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à  axe  parallèle  à  celui  de  Q^  et  tangente  à  cette  quadrique  dans 
le  point  de  contact  avec  un  plan  parallèle  à  u.  Quand  Tintersection 
est  imaginaire,  les  foyers  toujours  réels  sont  situés  dans  l'autre 
plan  («2)5/2^  ®s*  donc  aussi  une  parabole  tangente  à  Q'-*  dans  le 
même  point. 

e.  Q^  est  un  hyperboloide  réglé  coupant  u  suivant  une  ellipse. 
En  exécutant  le  mouvement  convenu  de  «,  on  obtient  deux  foyers, 
situés  toujours  sur  le  même  axe;  le  mouvement  peut  s  étendre 
d'ailleurs  à  Tinfini  ;  la  conique  /,  ^  devient  une  hyperbole  à  double 
contact  imaginaire  avec  Q^  ;  le  diamètre  l  qui  ne  coupe  pas  Q*  est 
la  corde  de  contact;  la  conique  j^^}  est  imaginaire,  le  plan  «i 
naturellement  réel. 

/.  Q^  est  un  hyperboloide  réglé  coupant  «  suivant  une  hyper- 
bole. Le  mouvement  du  plan  u  fait  obtenir  des  intersections 
hyperboliques  situées  de  deux  manières;  la  position  de  leur  axe 
réel  étant  ou  bien  parallèle  à  un  diamètre  intérieur  au  cône 
asymptotique  ou  bien  à  un  diamètre  extérieur  à  ce  cône.  Dans  le 
mouvement  ces  deux  positions  sont  séparées  par  le  plan  tangent 
parallèle  à  «.  On  obtient  donc  deux  coniques  réelles/,^  ®*/2^> 
puisque  Taxe  sur  lequel  sont  placés  les  foyers  réels  change  de 
direction.  Le  mouvement  se  partage  en  un  mouvement  entre  les 
deux  plans  tangents  parallèles  à  «  et  en  un  mouvement,  qui  part 
d'un  de  ces  plans  tangents  et  passe  par  Tinfini  pour  parvenir  à 
l'autre.  On  obtient  donc  une  ellipse  et  une  hyperbole,  toutes  deux 
bitangentes  à  Q}  dans  les  extrémités  de  T.  Dans  le  plan  «,  Tellipse 
/,  2  est  extérieure  à  l'ellipse  d'intersection  avec  0^  ;  dans  le  plan 
«2  l'hyperbole  /j-  est  de  même  extérieure  à  l'intersection  avec  Q*. 

g.  0^  est  un  paraboloide  hyperbolique  coupant  u  suivant  une 
hyperbole.  Comme  dans  le  cas  d  on  voit  sans  peine  que  les  coni- 
ques /,  ^  et  /j  '  sont  toutes  deux  des  paraboles,  à  point  de  contact 
avec  Q2  dans  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  parallèle 
à  a  et  à  axe  parallèle  à  celui  de  Q^. 

h.  Comme  cas  particuliers  étudions  encore  les  sections  parabo- 
liques et  les  coniques  qui  en  dépendent.  Le  diamètre  l  conjugué 
à  ce  est  dans  le  cas  d'un  hyperboloide  à  deux  nappes  la  génératrice 
du  cône  asymptote  parallèle  à  ce.  Pour  nous  rendre  compte  du 
genre  des  coniques  /i*  et  /"jS  construisons  d'abord  le  plan  tangent 
parallèle  à  a,  qui  sera  donc  un  plan  asymptotique,  dans  lequel  le 
diamètre  l  est  situé.  Quand  on  fait  mouvoir  ce  plan  dans  une 
direction  donnée,  on  voit  que  l'intersection  parabolique  sera  d'abord 
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entièrement  située  sur  une  des  deux  nappes  de  Q*  ;  il  y  aura  donc 
un  foyer  pour  chaque  position.  En  passant  par  Tinfini,  Tintersection 
revient  sur  l'autre  nappe  et  donne  toujours  un  foyer  sur  le  plan 
d'intersection.  Il  s'ensuit: 

Quand  la  quadrique  Q^  coupe  le  plan  a  suivant  une  parabole, 
la  conique  /,  ^  devient  une  hyperbole,  dont  le  plan  passe  par  l'axe 
de  la  parabole  et  par  la  génératrice  du  cône  asymptote  parallèle 
à  cet  axe;  cette  génératrice  est  une  asymptote  de  l'hyperbole.  La 
conique  /j  -  s'est  éloignée  à  l'infini. 

Le  même  raisonnement  se  répète  pour  l'hyperboloide  à  une 
nappe,  qui  donne  de  même  une  hyperbole  /,  ^  et  qui  diffère  seule- 
ment par  sa  position  de  la  précédente. 

Quand  Q'^  est  un  paraboloide  coupant  ce  suivant  une  parabole, 
le  mouvement  de  a  parallèlement  à  lui-même  engendre  toujours 
des  sections  paraboliques;  pour  chacune  des  positions  du  plan  il 
y  a  donc  un  foyer  et  en  continuant  le  mouvement,  ce  point  dis- 
paraît à  l'infini;  le  seul  plan  tangent  qu'on  se  puisse  imaginer 
parallèle  à  a  est  le  plan  à  Tinfini;  la  conique /,  ^  se  compose 
donc  d'une  seule  branche  et  sera  tangente  au  plan  à  Tinfini,  ce 
sera  donc  une  parabole  La  conique  f^  *  a  disparu  à  l'infini.  Le 
plan  de  /,  ^  passe  par  l'axe  du  paraboloide  et  celui  de  la  parabole 
d'intersection. 

Les  autres  positions  particulières  de  Q^  par  rapport  à  a  donnent 
des  résultats,  qu'il  est  facile  de  déduire  des  résultats  obtenus  ;  nous 
les  laisserons  donc  de  côté. 

27.  Terminons  cette  deuxième  partie  par  un  examen  des  éléments 
et  des  résultats  imaginaires,  qui  peuvent  entrer  dans  les  construc- 
tions précédentes.  Comme  tous  les  cas  des  coniques  d'intersection, 
qui  sont  devenues  des  hyperboles  équilatères  ou  des  cercles,  ont 
été  considérés,  on  peut  se  donner  compte  complètement  de  la 
possibilité  de  ces  cônes  ou  coniques  imaginaires.  Rappelons-nous 
d'abord  que  chaque  conique  dans  le  plan  a  peut  être  regardée 
comme  l'intersection  de  deux  cônes  circonscrits  à  Q%  et  que  la 
di-oite  qui  joint  leurs  deux  sommets  contient  le  pôle  A'  de  a 
par  rapport  à  Ç^  (4).  Les  cônes  circonscrits  peuvent  devenir 
imaginaires  à  cause  d'une  des  positions  suivantes: 

a.  Les  sommets  des  deux  cônes  circonscrits  sont  tellement  situés 
par  rapport  à  Ç*,  que  ces  cônes  deviennent  imaginaires. 

b.  Quoique  Ç,'  soit  réel,  les  sommets  sont  imaginaires,  parceque 
la  droite  qui  les  joint  ne  coupe  pas  (?,^ 
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c.  Ç,*  est  imaginaire. 

d.  La  conique  d'intersection  est  réelle,  mais  il  est  impossible 
de  construire  des  cônes  circonscrits  passant  par  elle. 

e.  Les  cas  6  et  c  se  répètent  quand  on  remplace  la  quadrique 
Ç,  -  par  une  des  coniques  /,  ^  ou  /j^. 

Cela  posé,  examinons  séparément  la  réalité  des  éléments  pour 
les  intersection^  hyperboliques  et  celles  qui  sont  circulaires. 

28.  Les  divers  cas  du  n°.  21  donnent  lieu  aux  considérations 
suivantes  : 

a.  Soit  Q^  une  quadrique  non  réglée  coupant  a  suivant  une 
conique  imaginaire.  La  quadrique  Ç,^  est  de  même  une  surface 
non  réglée  ayant  avec  Q^  une  intersection  imaginaire;  comme 
tous  les  points  des  cylindres  circonscrits  sont  situés  à  l'extérieur 
de  Q^y  Ç,^  est  de  même  entièrement  extérieure  à  Ç-.  Le  pôle 
A'  est  situé  à  l'intérieur  de  Ç%  et  occupe  donc  aussi  la  même 
position  par  rapport  à  Q,';  les  sommets  ^de  cônes  ne  peuvent 
donc  pas  devenir  imaginaires,  et  par  chaque  sommet  on  peut 
mener  un  cône  circonscrit  réel  à  Q^  Toutes  les  hyperboles  équi- 
latères  dans  a  sont  donc  réelles. 

h.  Q^  est  dans  le  même  cas  et  coupe  a  suivant  une  ellipse. 
La  quadrique  Ç,-  est  tout-à-fait  identique  à  la  précédente,  mais 
le  pôle  A'  est  situé  au  dehors  de  Ç,%  puisque  l'intersection  de  a 
avec  Ç,^  est  aussi  réelle;  il  y  aura  donc  des  cônes  circonscrits  ima- 
ginaires et  par  conséquent  des  hyperboles  bitangentes  à  l'ellipse  9^ 
et  dont  on  ne  peut  construire  les  cônes  circonscrits  correspondants. 

c.  Q^  est  dans  le  même  cas  et  est  tangente  k  a.  A'  est  devenu 
le  point  de  contact  de  Q^  et  de  u  et  est  en  même  temps  celui  de 
Qi*  et  de  a.  A  chaque  hyperbole  équilatère  correspond  un  seul 
point  de  Q,%  sommet  d'un  cône  réel.  Ces  trois  cas  résument  les 
cas  a,  6,  cî  du  n°.  21. 

d.  Quand  la  surface  Q,'  est  réglée  ou  imaginaire,  comme  dans 
les  cas  c,  e,  du  n°.  21,  on  peut  toujours  tirer  par  le  pôle  A'  des 
droites,  qui  ne  coupent  pas  Q,';  ainsi  il  y  aura  des  sommets 
imaginaires;  les  sommets  réels  donnent  toujours  des  cônes  cir- 
conscrits réels. 

e.  Les  cas  /  et  gf  du  n°.  21  se  rapportent  à  des  surfaces  réglées, 
donnant  lieu  à  des  quadriques  Ç,^  non  réglées.  La  position  du 
pôle  A'  dépend  de  la  position  du  plan  a  et  l'on  peut  avoir  des 
sommets  imaginaires,  mais  non  pas  des  cônes  imaginaires  à  som- 
mets réels. 
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/.  Quand  la  section  de  a  et  de  Q'  est  une  parabole,  le  pôle 
A*  est  situé  sur  la  génératrice  du  cône  asymptote  parallèle  à  a 
quand  Q^  est  un  des  hyperboloides,  et  à  Tinfini  quand  Q^  est  un 
paraboloide  ;  dans  le  premier  cas  cette  génératrice  est  une  asymp- 
tote d'une  des  sections  planes  du  cylindre  Ç,^  (23a);  on  peut 
donc  construire  des  droites  à  intersection  réelle  aussi  bien  qu'à 
intersection  imaginaire  avec  Ç,  -  ;  dans  le  second  cas  on  aura  à 
construire  des  droites  parallèles  à  une  direction  donnée,  qui  cou- 
pent le  cylindre  parabolique  en  deux  points  réels  ou  imaginaires. 

29.  Considérons  maintenant  les  divers  cas  du  n°.  26,  pour  trouver 
les  cônes  et  coniques  imaginaires,  quand  l'intersection  avec  a  doit 
être  circulaire.  Comme  auparavant  examinons  d'abord  les  qua- 
driques  non  réglées. 

a.  Quand  Q^  est  un  ellipsoïde,  la  seule  conique,  qui  donne 
lieu  à  des  cercles  réels  bitangents  à  g^,  est  l'hyperbole  extérieure 
/j2;  comme  l'ellipse /,  ^  est  située  à  l'intérieur  de  Ç-,  ses  points 
sont  des  sommets  de  cônes  circonscrits  imaginaires,  et  cela  indé- 
pendamment de  la  position  de  Ç^  par  rapport  à  «.  Quant  à  /j^ 
le  pôle  ^'  de  «  peut  être  situé  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  de 
cette  conique,  selon  que  l'intersection  de  a  avec  Ç-  est  réelle  ou 
imaginaire.  Dans  le  second  cas  des  cônes  à  sommets  imaginaires 
sont  donc  possibles. 

h.  Quand  Q^  est  un  hyperboloide  à  deux  nappes  à  section 
elliptique  ou  imaginaire,  l'ellipse  extérieure  /j  ^  donne  seule  des 
cônes  réels.  Le  raisonnement  est  d'ailleurs  conforme  au  précédent. 

c.  Quand  l'hyperboloide  coupe  a  suivant  une  hyperbole,  il  n'y 
a  pas  de  cônes  circonscrits  réels,  puisque  /,  ^  est  à  l'intérieur  de 
Q'  et/2^  imaginaire. 

d  Pour  l'intersection  imaginaire  ou  elliptique  du  paraboloide 
il  sufiBt  de  répéter  le  raisonnement  (a),  pour  voir  qu'une  des 
paraboles  est  le  lieu  des  sommets  de  cônes  réels  et  l'autre  des 
sommets  de  cônes  imaginaires. 

e  et  /.  Les  cas  ont  rapport  à  l'hyperboloide  réglé,  dont  l'inter- 
section avec  u  est  elliptique  ou  hyberbolique.  D'après  ce  qui  a 
été  dit  sur  les  cas  précédents,  il  est  facile  de  voir,  que  dans  le 
premier  cas  seule  l'hyperbole  /,  ^  peut  donner  des  sommets  réels, 
et  que  dans  le  second  cas  les  deux  coniques  /,  ^  et  /^  ^  donnent 
par  leurs  points  des  sommets  réels.  Il  est  à  remarquer  que  des 
cônes  imaginaires  peuvent  seuls  se  présenter  quand  les  sommets 
eux-mêmes  sont  imaginaires.  Le  cas 
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g.  Intersection  hyperbolique  du  paraboloide  hyperbolique,  se 
déduit  du  cas  du  paraboloide  elliptique  en  y  joignant  la  remar- 
que sur  la  réalité  des  cônes  à  sommets  réels. 

h.  Enfin  on  peut  aussi  considérer  les  positions  de  Q'  qui  don- 
nent des  intersections  paraboliques.  Dans  le  cas  de  l'hyperboloide 
à  deux  nappes  et  du  paraboloide  elliptique  on  voit,  qu'il  n'y 
aura  pas  de  cônes  réels,  puisque  l'hyperbole  et  la  parabole  sont 
intérieures  à  Ç'  ;  dans  les  cas  de  l'hyperboloide  réglé  et  du  para- 
boloide hyperbolique,  chaque  point  de  la  seule  conique  réelle, 
hyperbole  ou  parabole,  est  le  sommet  d'un  cône  réel;  les  cônes 
ne  peuvent  donc  devenir  imaginaires,  qu'à  condition  que  leurs 
sommets  soient  imaginaires  conjugués.  Dans  tous  ces  cas  la 
détermination  de  la  position  du  pôle  A  ne  donne  pas  lieu  à  des 
difficultés. 

Troisième  partie. 

Problèmes,   qui  se  déduisent  de  la  combinaison  des 
conditions  données  et  remarques  générales. 

30.  Les  parties  précédentes  roulent  sur  les  cônes  circonscrits  à 
une  quadrique,  dont  les  intersections  avec  un  plan  «  doivent  sa- 
tisfaire à  une  seule  condition  posée  d'avance.  En  général  l'analyse 
de  ces  cas  a  conduit  à  un  lieu  géométrique  de  sommets  donnant 
lieu  dans  le  plan  «  à  une  infinité  du  premier  ou  du  second  ordre 
de  coniques,  et  des  solutions  déterminées  se  sont  seulement  pré- 
sentées à  la  suite  de  la  considération  de  quelques  points  particu- 
liers des  lieux  géométriques.  Il  est  néanmoins  clair  qu'on  peut 
encore  arriver  à  des  problèmes  déterminés  en  combinant  entre  elles 
quelques  unes  des  conditions  précédentes.  C'est  ce  qui  aura  lieu 
dans  cette  troisième  partie. 

31.  Occupons  nous  d'abord  du  premier  cas  des  coniques  tangentes 
à  une  droite  (4)  et  considérons  les  cônes  circonscrits  à  la  quadrique 
0^,  dont  l'intersection  avec  a  est  tangente  à  deux  droites  a  et  6. 
D'après  ce  qui  précède  (4)  on  doit  mener,  par  h  aussi  bien  que 
par  a,  deux  plans  tangents  à  0*  ;  soient  ces  plans  a,,  a^  et  /?,, 
/?2  et  leurs  points  de  contact  .4,,  A^  et  J5j,  B^.  Le  lieu  géomé- 
trique des  sommets  demandés  se  compose  des  quatre  droites  d'in- 
tersection d'un  des  plans  a  avec  un  des  plans  (1,  et  les  plans 
polaires  de  ces  sommets  passent  par  une  des  quatre  droites  AB. 
Les   quatre   pointa  de  contact  sont  situés  dans  le  plan  polaire  du 
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point  d'intersection  C  de  a  et  de  6,  et  le  point  d'intersection  A' 
de  4,  A2  et  de  £i  J?2  est  le  pôle  de  «  par  rapport  à  Q^  En  pour- 
suivant le  raisonnement   du  n"^.  4,  on  arrive  au  résultat  suivant: 

CSonstruîsons  par  A^A^B^B^  le  plan  polaire  de  C;  ce  plan  coupe 
â,  suivant  une  conique,  dont  A^  B^  A^  B^  est  un  quadrangle  inscrit; 
les  droites  d'intersection  de  ce  plan  avec  «,,  «2,  /?,,  /?,  sont  les 
oôtés  d'un  quadrilatère  circonscrit  et  les  points  d'intersection  avec 
les  quatre  droites  «,  (î,,  «,  /î^,  a.^  jî,,  «^  fi^t  liôux  des  sommets  de- 
mandés, sont  les  sommets  de  ce  quadrilatère;  on  voit  donc  que 
la  figure  du  n°.  15  peut  servir  pour  donner  une  idée  de  l'inter- 
section; elle  est  répétée  dans  la  figure  2  avec  un  changement  de 
lettres.  £n  construisant  l'intersection  du  plan  polaire  avec  a  et  6, 
on  aura  les  deux  autres  sommets  du  quadrilatère.  Quand  on  fait 
ensuite  passer  par  le  pôle  A'  une  droite,  située  dans  un  des  plans 
diagonaux  déterminés  par  les  droites  «i  fit*  cttfii  et  a^  ^^t^i  ?n  on 
détermine  par  cette  droite  deux  sommets  de  cône,  qui  donnent 
lieu  à  deux  cônes  circonscrits  coupant  c^  suivant  la  même  conique, 
tangente  aux  deux  droites  a  et  6  et  bitangente  à  l'intersection  q^ 
de  0*  avec  a. 

Les  droites  a  fi  peuvent  devenir  imaginaires.  Ces  cas  peuvent  se 
déduire  des  difiérents  cas  considérés  dans  le  n°.  5,  et  se  présentent 
quand  les  droites  a  et  6  sont  tellement  situées  que  les  plans  tan- 
gents à  Q^  sont  imaginaires  conjugués.  Il  est  inutile  d'entrer  dans 
des  répétitions  pour  trouver  tous  les  cas  possibles,  remarquons 
seulement  que  le  point  A\  pôle  du  plan  «,  est  toujours -réel. 
Ensuite  quand  les  plans  tangents  par  a  et  6  ne  sont  pas  réels,  on 
peut  les  remplacer  par  deux  faisceaux  involutifs  elliptiques,  dont 
ces  droites  sont  les  axes  et  dont  les  plans  sont  cx)njugués  par  rap- 
port à  Q\  Ces  deux  faisceaux  coupent  le  plan  polaire  de  C  suivant 
deux  faisceaux  de  rayons  elliptiques,  et  il  y  a  dans  ce  plan  tou- 
îours  deux  droites  telles  que  les  involutions,  que  déterminent  sur 
elles  les  deux  faisceaux  donnés,  sont  identiques  ^).  Ces  deux 
droites  passent  par  A\  et  par  conséquent  la  droite  CA'  est  Tinter- 
section  de  deux  plans  réels,  dans  lesquels  sont  situés  les  couples 
de  droites  imaginaires  conjuguées,  passant  par  C  et  qui  peuvent 
être  considérées  comme  l'intersection  des  deux  couples  de  plans 
tangents  imaginaires. 


^)  R.  Stubm,  die  Gebilde  ersten  und  zweiten  Grades  der  LinieDgeometrie,  I, 
p.  118-120. 
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32.  Il  y  a  Déanmoins  encore  un  cas  qui  mérite  l'attention.  Les 
droites  a  et  &,  au  lieu  d'être  directement  données^  peuvent  elles- 
mêmes  être  imaginaires  conjuguées,  et  données  par  le  faisceau 
involutif  à  centre  C,  qui  dans  ce  cas  est  elliptique. 

Considérons  deux  rayons  conjugués  Z,  et  Z,  de  ce  faisceau  et 
construisons  les  plans  tangents  à  Q\  qui  seront  supposée  réels; 
comme  auparavant  quatre  points  de  contact  avec  Q'  sont  situés 
dans  le  plan  polaire  de  G  par  rapport  à  Q^  ;  ce  sont  les  quatre 
sommets  d'un  quadrangle  inscrit  à  la  conique  d'intersection; 
et  les  quatre  tangentes  correspondantes  sont  les  côtés  du  qua- 
drilatère circonscrit,  tandisqu'enfîn  par  le  pôle  A'  de  a  passent 
les  droites  l\  et  ^2,  qui  joignent  les  points  de  contact  et  qui 
sont  les  polaires  de  {,  et  de  l^.  On  voit  encore  que  la  figure 
1  du  No.  15  reparaît  et  qu'un  des  cas  du  No.  16  trouve  appli- 
cation (16  A  h).  On  n'aura  donc  qu'à  étendre  les  raisonnements 
tenus  à  l'espace;  pour  fixer  les  idées  nous  supposerons,  que  la 
quadrique  Q^  ne  coupe  pas  a  et  qu'ainsi  A  est  situé  dans  l'in- 
térieur de  Q^  qui  n'est  pas  réglée.  En  faisant  parcourir  par  i,  et 
^2  toute  l'involution,  et  en  construisant  le  faisceau  correspondant 
par  A\  on  obtient,  comme  on  le  sait,  pour  lieu  géométrique  des 
sommets  du  quadrilatère  circonscrit  une  conique  q^^^  située  dans 
le  plan  polaire  de  C;  cette  conique  5i^  a  quatre  points  d'inter- 
section avec  l'intersection  q^  de  Q^  avec  le  plan  polaire  silmvo- 
lution  par  C  est  hyperbolique,  c'était  le  cas  précédent;  dans  le 
cas  supposé  ici  les  deux  coniques  n  auront  pas  de  points  communs 
réels,  mais  en  tous  cas  elles  ont  deux  cordes  communes  toujours 
réelles. 

On  peut  maintenant  encore  remarquer  que,  même  quand  une 
des  coniques  g*  ou  g,^  serait  imaginaire,  ce  qui  pourrait  advenir 
quand  le  point  A'  serait  situé  hors  de  0^,  les  polaires  l\  et  l\  et 
les  cordes  communes  des  deux  coniques  seraient  réelles  ');  on 
peut  donc  admettre  la  généralité  de  la  construction  trouvée  et 
résumer  le  résultat  de  la  manière  suivante: 

a.  Quand  le  faisceau  involutif  à  centre  C  est  hyperbolique,  les 
quatre  plans  tangents,  menés  à  Q^  par  deux  rayons  conjugués, 
se  coupent  en  quatre  droites;  le  lieu  de  ces  droites  est  un  cône 
du  second  degré,  qui  a  quatre  génératrices  communes  avec  le 
cône   circonscrit  à   Q^   du   sommet  C.  Par  les  couples  de  droites 


*)  Steiner  ScHRôTBR.  Die  Theoile  der  Kegelschnitte,  2«e  Aufl.,  p.  471. 
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d'intersection  de  ces  deux  cônes  passent,  en  dehors  des  plans  par 
A'  Cy  deux  couples  de  plans;  les  droites  a,  /?,,«!  /?2>  "2  /^i>  ^2  /^2 
sont  les  polaires  de  ces  plans  par  rapport  au  cône  circonscrit. 

6.    Quand   le   faisceau   involutif  à   centre  C  est  elliptique,  les 
génératrices  communes  des  deux  cônes  sont  imaginaires;  mais  il 


Fio.  2. 


y  a  toujours  deux  plans  réels  par  ces  droites  imaginaires;  ces 
plans  ont  deux  polaires  réelles  par  rapport  au  cône  circonscrit. 
Ainsi  dans  le  cas  que  les  deux  droites  a  et  6  sont  devenues 
imaginaires,  les  sommets  des  cônes  sont  situés  sur  deux  droites 
réelles. 

Un   cas  particulier  des  droites  imaginaires  mérite  l'attention; 
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supposons  que  rinvolution,  qui  détermine  les  droites  a  et  6,  soit 
orthogonale;  le  point  C  devient  alors  le  foyer  de  la  conique 
cherchée  et  on  arrive  à  la  conclusion: 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  circonscrits  à  une  quadrique, 
dont  l'intersection  avec  un  plan  «  a  pour  foyer  un  point  donné,  , 
se  compose  de  deux  droites  concourantes  dans  le  foyer  donné. 
Parmi  ces  cônes  circonscrits  il  y  a  deux  cylindres. 

33.  Supposons  enfin,  pour  déterminer  tout-à-fait  le  problème, 
que  trois  droites  a,  6,  c  soient  données  dans  le  plan  a.  En  les 
supposant  d'abord  réelles,  on  voit  qu'aux  deux  couples  de  plans 
tangents  «,,«2;  ?n(^2  s©  joint  un  troisième  Yi^Yi- 

Ces  plans  ont  huit  points  d'intersection,  le  pôle  A'  de  a  est  le 
point  d'intersection  de  six  plans  passant  chacun  par  deux  arêtes 
opposées,  et  par  ce  point  A'  passent  quatre  droites,  qui  joignent 
chacune  deux  points  opposés.  Les  six  plans  peuvent  être  considérés 
comme  les  faces  d'un  polyèdre,  qui  lui  même  est  une  transformation 
projective  d'un  parallèlopipède,  les  trois  groupes  d'arêtes  parallèles 
s'étant  transformés  en  trois  groupes  de  quatre  arêtes  concourantes 
dans  les  points  il,  J?,  C  Une  diagonale  du  polyèdre,  qui  passe 
par  A',  joint  deux  sommets  de  cônes,  dont  l'intersection  avec  a  est 
identique,  ce  qui  conduit  à  la  conséquence  suivante: 

Il  y  a  huit  cônes  circonscrits  à  Q*,  dont  l'intersection  avec  «  est 
une  conique  tangente  aux  trois  droites  a,  6,  c;  ces  huit  cônes 
coupent  le  plan  «  suivant  quatre  coniques;  ainsi  il  y  a  quatre 
coniques  bitangentes  à  une  conique  et  tangentes  à  trois  droites. 

Quand  deux  des  droites  a,  b  deviennent  imaginaires  conjuguées, 
le  nombre  de  coniques  réelles  sera  deux  et  le  nombre  de  cônes 
circonscrits  quatre.  Ainsi  il  y  aura  deux  coniques  réelles  bitangentes 
à  une  conique  donnée,  tangentes  à  une  droite  donnée  et  ayant  un 
foyer  donné  *). 

La  condition  que  la  conique  d'intersection  soit  une  parabole 
revient  à  la  position  d'une  des  droites  à  l'infini;  si  par  exemple 
c  va  se  placer  à  l'infini,  les  plans  tangents  /j  et  /j  deviennent 
parallèles  à  a.  Il  y  a  ainsi  deux  paraboles  réelles  à  foyer  donné 
bitangentes  à  une  conique  donnée. 

34.  En  suivant  l'exposé  de  la  première  partie  on  peut  se  demander 
en   second   lieu   la   solution  des  problèmes,  qui  résultent  de  la 


>)  Chasles,  Traité  des  sections  coniques,  p.  852. 

F.  Hoffmann,  die  Constructioncn  doppelt  berUhrender  KegelschniMe,  §  8. 
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combinaison  d'une  conique  et  d'une  ou  de  deux  droites;  il  est 
clair  que  le  problème  devient  maintenant  plus  compliqué.  ConsH 
dérons  d'abord  la  construction  du  lieu  des  sommets  de  cônes  cir- 
conscrits, tangents  à  une  droite  a  et  à  une  conique  a^  situées 
dans  le  plan  «;  ce  qui  revient  en  géométrie  plane  au  problème 
des  coniques  tangentes  à  une  droite  et  une  conique  et  bitangentes 
à  une  autre  conique. 

En  reprenant  les  raisonnements  du  No.  4  et  8  on  voit  qu'en 
combinant  les  deux  lieux  géométriques  trouvés,  on  trouve  comme 
lieu  des  sommets  des  cônes  demandés  l'intecsectibn  de  deux  plans 
tangents  a,  et  a^  avec  la  surface  développable  S^  déterminée  par 
la  quadrique  Q^  et  la  conique  a*.  Le  lieu  géométrique  consiste 
donc  en  deux  courbes  du  huitième  ordre  et  de  la  quatrième  classe 
c,*  et  c.^^,  ayant  chacune  par  conséquent  huit  points  doubles  et 
douze  points  de  rebroussement  ;  deux  des  points  doubles  sont  situés 
dans  le  plan  a  et  sont  les  points  d'intersection  de  a  avec  a\ 

Supposons  maintenant  une  conique  c^  donnée  dans  a  et  satish 
faisant  aux  conditions  d*une  solution.  Cette  conique  peut  être 
considérée  comme  la  base  de  deux  cônes  circonscrits  à  Ç'  (4),  dont 
les  sommets  se  trouvent  sur  une  droite  V  passant  par  le  pôle  J\ 
Puisque  c'  est  tangente  à  a,  les  sommets  doivent  être  les  points 
d'intersection  de  t  avec  «,  et  <^,  ;  puisque  c*  est  tangente  à  a', 
ces  sommets  doivent  être  deux  des  points  d'intersection  de  f  avec 
S^^  et  comme  il  n'y  a  que  deux  sommets,  la  droite  f  joint  un 
point  de  l'intersection  de  «,  avec  S^  avec  un  point  de  l'intersec- 
tion de  «2  avec  8^.  Comme  ce  résultat  est  indépendant  de  la 
position  particulière  de  c^,  on  tire  la  conséquence: 

Les  courbes  c^*  et  c,"  sont  tellement  situées  par  rapport  à  A\ 
qu'elles  sont  deux  sections  planes  d'un  cône  du  huitième  ordre  et 
de  la  quatrième  classe,  dont  A'  est  le  sommet. 

Ce  résultat  en  entraîne  un  autre.  Concevons  la  développable 
8^  construite;  elle  sera  tangente  k  Q"  suivant  une  biquadratique 
gauche^  située  sur  un  cône  du  second  ordre,  dont  A'  est  le  som- 
met. En  effet,  les  génératrices  de  ce  cône  sont  les  polaires  des 
tangentes  de  la  conique  a^,  et  l'ordre  doit  donc  être  le  deuxième. 
Projetons  cette  biquadratique  des  deux  points  de  contact  A ,  et  A  ^ 
des  plans  »,  et  a,  avec  Q\  et  examinons  l'intersection  des  cônes 
du  quatrième  ordre,  dont  il,  et  A^  sont  devenus  les  sommets. 

Ces  cônes  ont  une  directrice  commune  du  quatrième  ordre,  le 
reste   de   leur   intersection    sera   donc   du    douzième   ordre.   Mais 
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quand  on  oonsidère  les  plans  tangents  des  cônes,  on  voit  qu'ils 
passent  par  les  points  A ,  et  A^  et  par  ies  tangentes  à  la  biqua* 
dratique;  ces  plans  sont  donc  les  plans  polaires  des  points  des 
deux  courbes  c/  et  c/;  et  les  génératrices  des  deux  cônes  sont 
les  polaires  des  tangentes  à  ces  deux  courbes.  Gomme,  d'après 
ce  qui  précède,  une  partie  des  plans  tangents  communs  de  c/  et 
c,"  enveloppe  un  cône,  dont  le  sommet  est  A\  une  partie  de  l'in- 
tersection des  deux  cônes  A^  et  A^  doit  être  plane  ;  ce  sera  doue 
une  courbe  plane,  située  dans  le  plan  a  et  réciproque  au  cône 
du  huitième  ordre  et  de  la  quatrième  classe;  cette  courbe  sera 
donc  du  quatrième  ordre  et  de  la  huitième  classe. 

On  peut  la  déterminer  plus  précisément  encore.  Pour  cela  me- 
nons un  plan  qf  par  A^  A^.  Comme  cette  droite  contient  le  pôle 
A\  le  plan  coupera  le  cône  du  second  ordre,  dont  yl'  est  le  som- 
met, suivant  deux  génératrices;  en  joignant  aux  points  d'inter- 
section de  ces  deux  génératrices  avec  Q"  les  sommets  A,  et  A^, 
on  obtiendra  les  quatre  directrices  de  chacun  de  ces  cônes  A^  et 
A^  et  par  conséquent  un  groupe  de  points  de  leur  courbe  d'in- 
tersection. Mais  en  choisissant  «p  tellement  qu'il  soit  un  plan 
tangent  du  cône  A\  deux  des  points  d'intersection  avec  Q^  se 
réunissent  et  ce  sera  aussi  le  cas  avec  deux  couples  de  génératrices 
de  chacun  des  cônes  ^ ,  et  ^ ,  ;  les  deux  plans  tangents  du  cône 
A'  par  i4,  .4,  sont  donc  en  même  temps  deux  plans  bitangents 
communs  aux  cônes  A^  et  ^4 ,  ;  et  ces  deux  plans  bitangents  com- 
muns sont  réciproques  aux  points  doubles  communs  de  c/  et 
c,'  c.  à.  d.  aux  points  d'intersection  de  a  et  de  a^.  Pour  avoir  deux 
tangentes  doubles  de  la  courbe  plane  dans  a,  on  construit  donc 
les  plans  tangents  par  A^  A^  au  cône  A\  Le  reste  de  la  courbe 
se  construit  comme  la  projection  centrale  de  la  biquadratique 
d'un  des  points  A^  et  A^  comme  centre. 

35.  De  même  que  dans  le  cas  général  d'une  seule  conique  a' 
qui  est  donnée,  il  y  a  quelques  problèmes  tout-à-fait  déterminés, 
qui  se  déduisent  du  lieu  géométrique  trouvé. 

•Sur  chacun  des  plans  cc^  et  <c,  se  trouvent,  en  dehors  des  pointa 
doubles  des  courbes  c/  et  c/,  qui  sont  situés  en  a,  six  points  dou- 
bles; ces  points  sont  des  couples  de  sommets  de  cônes  circonscrits, 
dont  1  intersection  avec  a  est  bitangente  à  a*  (10),  d'où  il  s'ensuit: 

Il  y  a  douze  cônes  circonscrits  à  Q%  qui  coupent  a  suivant  des 
coniques  bitangentes  à  a'  et  tangentes  à  a  ;  le  nombre  des  coniques 
d'intersection  est  six,  ou  ce  qui  revient  au  même,  il  y  a  six  coniques 
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bitangentes  à  deux  coniques  q^  et  a^  et  tangentes  à  une  droite  ^  ). 

En  répétant  le  raisonnement  pour  les  points  de  rebroussement 
des  deux  courbes  c,"  et  c,',  on  voit  qu'il  y  a  vingt-quatre  cônes 
circonscrits  à  intersections  avec  «  ayant  un  contact  du  second 
ordre  avec  a*  ;  de  là  douze  coniques  bitangentes  à  g*,  tangentes  à 
la  droite  a  et  ayant  un  contact  du  second  ordre  (osculation)  avec  a*. 

Enfin  il  est  clair  que  parmi  les  cônes  circonscrits  se  trouvent 
seize  cylindres  et  que  la  droite  a  peut  devenir  la  droite  à  Tinfini 
du  plan  «,  ce  qui  fait  trouver  des  paraboles. 

36.  Ajoutons  maintenant  une  seconde  droite  6  à  la  droite  a  et 
déterminons  les  sommets  de  cônes  circonscrits  à  Q%  qui  ont  avec 
u  une  intersection  tangente  à  la  conique  a*  et  aux  droites  a  et  b. 
Le  lieu  des  sommets,  qu'on  obtient  en  prenant  seulement  les 
droites  a  et  6  se  compose  de  deux  couples  de  droites  (31)  ;  chacune 
des  droites  a  huit  points  d'intersection  avec  S^^  les  points  sur  la 
droite  «,  (^,  et  ceux  sur  cc^fit  sont  des  intersections  d'un  même 
faisceau  de  rayons,  dont  le  centre  est  le  pôle  A\  Il  en  sera  de 
même  des  points  sur  les  droites»,  i^,  et  «j  f?,.  Il  en  résulte  deux 
groupes  de  cônes  circonscrits  ;  en  même  temps  il  y  a  huit  fois  deux 
cônes  d'un  même  groupe  ayant  avec  «  des  intersections  identiques. 
On  peut  donc  tirer  la  conséquence  suivante: 

Il  y  a  deux  groupes,  chacun  de  seize  cônes  circonscrits  à  Q% 
qui  coupent  le  plan  u  suivant  une  conique  tangente  à  la  conique 
a*  et  aux  droites  a  et  6.  A  chaque  cône  d'un  groupe  correspond 
un  cône  du  même  groupe  et  qui  a  avec  «  une  intersection  coin- 
cidente  avec  l'intersection  du  premier  cône.  Ainsi  il  y  a  seize 
coniques,  bitangentes  à  une  conique  donnée  q^  et  tangentes  à  la 
conique  a^  et  aux  deux  droites  a  et  6. 

Si  les  droites  a  et  6  sont  imaginaires  conjuguées,  un  groupe  de 
cônes  devient  imaginaire,  il  n'y  a  donc  que  seize  cônes  et  huit 
coniques.  C'est  ce  qui  sera  par  exemple  le  cas,  quand  on  donne 
le  foyer  de  la  conique  d'intersection  demandée  et  une  conique  a^, 
à  laquelle  elle  doit  être  tangente. 

Il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  encore  ajouter  l'examen  des  cas, 
où  la  conique  d'intersection  doit  être  tangente  à  deux  coniques 
données,  à  deux  coniques  et  une  droite  ou  à  trois  coniques;  et 
que  ce  problème  revient  à  déterminer  l'intersection  de  deux  ou 
de    trois   surfaces    développables   du   huitième   ordre.    Comme   le 
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nombre  des  solutions  devient  très-considérable,  et  qu'une  multitude 
de  cas  particuliers  s'y  joignent,  cette  question  sera  pour  le  moment 
laissée  de  côté. 

37.  Passons  maintenant  aux  coniques  passant  par  des  points 
donnés.  Le  cas  de  deux  points  A  et  B  donnés  a  déjà  été  examiné 
(15);  le  lieu  des  sommets  des  cônes  circonscrits,  qui  passent  par 
ces  deux  points,  a  été  trouvé  se  composant  de  deux  coniques 
bitangentes  à  Q^  dans  les  extrémités  de  la  polaire  c  de  la  droite 
A  B  =  c.  En  menant  par  le  pôle  A'  de  «  des  droites,  qui  coupent 
une  des  deux  coniques  en  deux  points,  on  obtient  des  sommets 
de  cônes,  dont  les  intersections  avec  «  coïncident.  Le  cas  particu- 
lier, où  ces  deux  points  sont  les  points  isotropes  du  plan  a,  est 
celui  des  cercles  (24).  En  ajoutant  aux  points  A  et  fî  un  troisième 
point,  par  lequel  la  conique  d'intersection  doit  passer,  on  obtient 
trois  cônes  circonscrits  à  sommets  A,  B  et  G;  les  trois  polaires 
a',  6',  &  de  B  C  =  a,  G  A  =  6,  A  B  =  c  passent  de  même  par  A'  et 
sont  les  intersections  des  trois  couples  de  plans;  les  trois  couples 
de  coniques  ont  en  tout  huit  points  communs,  sommets  d'un 
polyèdre,  qui  a  six  faces  et  douze  arêtes  et  qu'on  peut  encore, 
comme  dans  le  n"^  33,  considérer  comme  une  transformation  pro- 
jective  d'un  parallélopipède,  dont  les  trois  couples  de  plans  nom- 
més sont  les  plans  diagonaux;  les  sommets  sont  ainsi  situés  deux 
à  deux  sur  des  droites  passant  par  le  point  i4'.  On  peut  en  tirer 
la  conséquence: 

Il  y  a  huit  points,  qui  sont  des  sommets  de  cônes  circonscrits 
à  Ç-,  dont  l'intersection  avec  a  passe  par  trois  points  donnés. 
Ces  cônes  coupent  le  plan  a  suivant  quatre  coniques  ;  le  problême 
de  construire  une  conique  par  trois  points  bitangente  à  une 
conique  donnée  admet  donc  quatre  solutions. 

En  tenant  compte  de  la  position  des  coniques  /,  ^  et/j^  obtenues 
précédemment  (25)  et  en  y  ajoutant  la  possibilité  de  coniques 
imaginaires  (29),  on  peut  y  ajouter: 

Quand  deux  des  points  sont  imaginaires  conjugués,  deux  des 
coniques  sont  de  même  imaginaires;  ainsi  par  exemple  quand  les 
points  B  et  G  sont  remplacés  par  les  points  isotropes,  il  y  a  deux 
cercles  satisfaisant  à  la  condition  donnée.  On  peut  observer  d'ail- 
leurs que  le  problème  est  le  réciproque  de  celui  du  n°  33  *). 


0  Chasles,  Traité  des  sections  coniques,  p.  351. 

F.  Hoffmann,  Die  Constructionen  doppelt  berûhrender  Kegelschitte,  §  8. 


SUR   QUELQUES  CAS  DE  CÔNES  CIRCONSCRITS  A  UNE  QUADRIQUE.      87 

38.  Les  résultats  obtenus  permettent  de  passer  rapidement  sur 
les  autres  combinaisons  de  points  et  de  droites: 

a.  Soient  donnés  deux  points  et  une  droite.  On  obtient  deux 
coniques  bitangentes  à  Ç*  et  deux  plans  tangents  à  Q^  ;  ainsi  huit 
cônes  circonscrits  et  quatre  coniques  bitangentes  à  une  conique 
passant  par  deux  points  et  tangentes  à  une  droite. 

h.  Soient  donnés  un  point  et  deux  droites.  Un  cône  circonscrit 
à  sommet  donné,  deux  couples  de  plans  tangents,  ce  qui  donne 
huit  points  d'intersection  ;  comme  dans  le  cas  précédent  la  solution 
se  compose  de  huit  cônes  et  par  conséquent  de  quatre  coniques. 
D'après  ce  qui  précède  la  discussion  des  cas,  où  parmi  les  données 
entrent  des  éléments  imaginaires,  n'offre  pas  de  difficultés. 

39.  Le  problème  devient  beaucoup  plus  compliqué,  quand  la 
conique  demandée  doit  passer  par  un  ou  deux  points  donnés  et 
être  tangente  à  une  conique  donnée.  Examinons  d'abord  le  cas 
d'un  point  A  et  d'une  conique  a*.  Les  plans  tangents  menés  par 
A  enveloppent  un  cône  du  second  degré  /S^,  ceux  qui  sont  menés 
par  les  tangentes  à  a*  enveloppent  une  développable  8^\  le  pôle 
A'  de  a  par  rapport  à  Q^  est  le  point  de  concours  de  toutes  les 
droites,  qui  joignent  deux  points  sur  S^  aussi  bien  que  sur  /S*, 
tellement  situés  que  les  cônes  circonscrits  à  Ç\  dont  ils  sont  les 
sommets,  ont  avec  a  des  intersections  coïncidentes;  par  un  raison- 
nement analogue  à  celui  du  n°  34  on  s'aperçoit  donc  que  les 
surfaces  S*  et  8^  engendrent  une  courbe  gauche,  située  sur  un 
cône,  dont  A*  est  le  sommet  et  telle  que  les  génératrices  du  cône 
sont  des  droites  doublement  projetantes.  Le  cône  ainsi  obtenu 
A'  diffère  de  celui  de  n°  34  en  ce  que  la  directrice  consistait 
auparavant  en  deux  courbes  planes  et  maintenant  en  une  courbe 
gauche  du  seizième  ordre,  c^^.  Mais  comme  le  sommet^'  projette 
par  chaque  rayon  deux  points  de  la  courbe,  le  cône  A'  est  encore 
du  huitième  ordre.  La  courbe  double  de  la  développable  S^  est 
du  huitième  ordre,  sa  courbe  de  rebroussement  du  douzième  ordre, 
ces  deux  courbes  ont  respectivement  seize  et  vingt-quatre  points 
d'intersection  avec  iS^  ce  qui  donne  un  nombre  correspondant  de 
points  doubles  et  de  rebroussement  de  c*^.  Il  est  toutefois  à 
remarquer  que  c^^  a  encore  quatre  points  doubles;  en  effet  le 
plan  polaire  de  A  coupe  la  courbe  de  contact  de  S^  et  de  Ç-  en 
quatre  points  et  comme  ces  deux  surfaces  sont  tangentes  en 
ces  points,  ce  seront  des  points  doubles  de  c*^;  d'autre  part 
quatre  des  points  doubles  sont  situés  dans  le  plan  a,  ce  sont  les 

12* 
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points  d'intersection  de  la  conique  a^  avec  le  cône  circonscrit  à 
sommet  A. 

Tâchons  maintenant  de  trouver  les  génératrices  singulières  du 
cône  A\  Les  douze  points  doubles,  qui  ne  sont  pas  situés  sur  a 
ou  Ç%  n'offrent  aucune  difficulté.  On  sait  que  ^'  est  un  sommet 
du  tétraèdre  autopolaire  de  a^  et  de  Q^  et  que  les  coniques  dou- 
bles de  S^  sont  situées  sur  les  faces  concourantes  en  A'  (8).  Les 
points  doubles  de  c^^,  étant  des  couples  de  sommets  de  cônes 
passant  par  A  et  bitangent.s  à  a^,  sont  situés  sur  des  droites 
passant  par  A';  ainsi  la  droite  qui,  menée  par  A\  contient  un 
point  double,  en  contiendra  aussi  un  second.  Comme  dans  chacune 
des  faces  nommées  il  y  a  quatre  points  doubles,  le  cône  A'  aura 
pour  cette  raison  six  génératrices  doubles.  Il  s'y  joignent  encore 
deux  provenant  des  points  de  contact  de  S^  et  de  S^.  Ces  quatre 
points  de  contact  sont  situés  dans  le  plan  polaire  de  A  et  sont 
les  sommets  d'un  quadrangle  inscrit  à  la  conique  de  contact;  les 
droites,  qui  joignei  t  les  sommets  opposés  de  ce  quadrangle,  sont 
les  polaires  des  tangentes,  qu'on  peut  construire  du  point  >1  à  la 
conique  a*  et  se  coupent  par  conséquent  en  A';  il  s'ensuit  que  ces 
polaires  sont  encore  deux  génératrices  doubles  du  cône  A'  Il  en 
est  tout  autrement  des  points  doubles  sur  a^  ;  les  génératrices  pas- 
sant par  eux  ne  peuvent  rencontrer  un  second  point  double,  ne 
sont  par  conséquent  pas  particulières,  et  marquent  seulement  la 
direction  des  cordes  de  c*^,  dont  les  deux  extrémités  coïncident. 
Quant  aux  points  de  rebroussement,  d'après  la  double  condition  à 
laquelle  ils  doivent  satisfaire,  comme  sommets  de  couples  de  cônes 
passant  par  A  et  osculateurs  à  a*,  ils  sont  situés  deux  à  deux  sur 
des  génératrices  du  cône  A'.  On  peut  maintenant  déterminer  la 
nature  de  ce  cône;  de  là  le  résultat  suivant: 

Le  cône  doublement  projetant  de  la  courbe  c'^  a  huit  généra- 
trices doubles  et  douze  génératrices  de  rebroussement;  comme  le 
cône   est  du  huitième  ordre,  il  est  donc  de  la  quatrième  classe. 

40.  On  voit  que  ce  cône  est  analogue  à  celui,  qui  a  été  trouvé 
dans  le  n°  34;  les  problèmes  particuliers  auront  de  même  un 
nombre  analogue  de  solutions.  En  effet  on  voit: 

Sur  les  génératrices  doubles  du  cône  A  sont  situés  deux  som- 
mets de  cônes  à  intersection  avec  «,  bitangente  à  a^  ;  il  y  a  donc 
seize  sommets  de  cône  ;  les  sommets  situés  dans  le  plan  polaire  de 
A  donnent  cependant  des  solutions  particulières  ;  puisque  les  cônes 
dégénèrent   en   des  plans  tangents,  ces  solutions  particulières  sont 
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les  tangentes  qu'on  peut  construire  de  -4  à  a^  ;  les  douze  sommets 
qui  restent  donnent  six  coniques  bitangentes  aux  coniques  ç^  et 
a 2  et  passant  par  A. 

Il  y  a  vingt-quatre  cônes  circonscrits  à  intersection  avec  a  ayant 
un  contact  du  second  ordre  avec  a'  ;  de  là  douze  coniques  bitan- 
gentes à  g^,  passant  par  4,  et  ayant  une  osculation  avec  a^. 

Gomme  auparavant  le  nombre  de  cylindres  circonscrits  sera  seize. 

41.  Ajoutons  enfin  encore  un  point  J5,  et  le  problème  devient 
déterminé.  Les  cônes  circonscrits  A  et  £  se  coupent  suivant  deux 
coniques,  qui  donnent  chacune  seize  points  d'intersectioii  avec  S*. 
D'après  les  considérations  précédentes,  ces  points  peuvent  être  di- 
visés en  des  couples  situés  sur  des  droites  concourantes  en  A\  et 
l'on  aura  deux  groupes  de  cônes  consistant  chacun  en  seize  cônes, 
ce  qui  fait  en  tout  trente-deux  cônes  circonscrits,  dont  l'intersec- 
tion avec  a  passe  par  les  points  ^  et  £  et  seize  coniques  passant 
par  deux  points  tangentes  à  a^  et  bitangentes  à  ç-.  Ces  nombres 
s'accordent  avec  ceux,  qui  ont  été  trouvés  plus  haut  (36). 

La  solution  du  problème  quand  un  point  et  une  droite  sont 
donnés  en  combinaison  avec  la  conique  a^  est  évidente.  Le  point 
A  est  le  sommet  d'un  cône,  qui  détermine  deux  coniques  dans  les 
plans  tangents  a,  et  ^^2  passant  par  la  droite  a;  ces  deux  coniques 
ont  trente^eux  points  d'intersection  avec  S^  ;  de  même  on  obtient 
trente-deux  cônes  circonscrits  et  seize  coniques  satisfaisant  à  la 
condition  donnée. 

42.  En  résumant  les  résultats  obtenus,  on  voit  que  parmi  les 
diverses  combinaisons  de  conditions  données  il  reste  encore  la  com- 
binaison de  points,  droites  ou  coniques  avec  la  condition  que  la 
conique  demandée  passe  par  les  points  conjugués  d'une  involution. 
Le  cas  des  intersections  circulaires  peut  être  laissé  de  côté,  comme 
étant  un  cas  particulier  du  cas  de  deux  points  donnés.  Pour  fixer 
les  idées  nous  supposerons  le  cas  de  l'hyperbole  équilatère,  car 
quoiqu'il  soit  particulier,  cette  particularité  reste  sans  influence  sur 
le  nombre  de  solutions,  si  les  autres  données  sont  générales.  Dé- 
terminons donc  en  premier  lieu  le  nombre  d'hyperboles  équilatères 
tangentes  à  une  ou  à  deux  droites. 

Une  droite  donnée  a  détermine  deux  plans  tangents  à  Q^,  a ,  et  «2  ; 
le  lieu  des  sommets  des  cônes  circonscrits  à  la  quadrique  Q2,dont 
l'intersection  avec  «  est  une  hyperbole  équilatère,  est  une  quadri que 
Q,2  bitangente  à  Q^  (20).  Les  plans  «,  eta^  coupent  0,^  suivant 
deux  coniques;  comme  ces  deux  coniques  sont  situées  sur  la  même 
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quadrique,  on  peut  les  considérer  comme  deux  sections  planes  d'un 
même  cône,  et  le  sommet  doit  être  situé  sur  la  droite,  qui  joint 
les  pôles  de  la  droite  d'intersection  des  plans  des  coniques.  Comme 
cette  droite  est  la  polaire  de  a  par  rapport  à  Q|  ^,  un  sommet  sera 
évidemment  le  pôle  A\  qui  est  en  vertu  des  données  le  point  de 
concours  des  droites,  qui  joignent  les  points  sur  Q^  aussi  bien  que 
sur  a,  et  0^2 >  V^^  sont  les  sommets  de  deux  cônes  circonscrits,  cou- 
pant a  suivant  deux  coniques  coïncidentes.  En  y  joignant  une 
seconde  droite  6,  on  obtiendra  deux  autres  plans  tangents  /^,  et 
/î^,  qui  coupent  chaque  conique  en  quatre  points;  ainsi  il  y  a 
huit  cônes  circonscrits  à  Q^,  qui  coupent  a  suivant  quatre  hyper- 
boles équilatères,  tangentes  à  deux  droites  données.  On  obtiendrait 
naturellement  le  même  nombre  en  déterminant  les  sommets  des 
cônes  comme  les  points  d'intersection  des  droites  d'intersection  des 
plans  a,,  a^  et  /:?,,  /?2  avec  Q^.  Quand  les  droites  a  et  6  sont 
imaginaires  conjuguées,  le  nombre  des  cônes  devient  quatre,  celui 
des  hyperboles  deux. 

43.  Examinons  en  second  lieu  les  hyperboles  équilatères  passant 
par  un  point  donné  A  ou  deux  points  donnés  A  et  B.  L'intersec- 
tion avec  0,*  du  cône  circonscrit  à  Q*  à  sommet  A  est  une  bi- 
quadratique  gauche  c*  ;  le  pôle  A'  est  le  sommet  d'un  des  cônes 
dii  second  degré  à  directrice  c*  ;  cette  courbe  est  le  lieu  des  cou- 
ples de  sommets  à  intersections  coïncidentes.  En  y  joignant  le  second 
point  By  on  obtient  un  second  cône  circonscrit,  qui  coupe  la  bi- 
quadratique  en  huit  points,  ce  qui  donne  huit  cônes  circonscrits  à 
Q2,  qui  coupent  le  plan  a  suivant  quatre  hyperboles  équilatères 
passant  par  les  deux  points  A  et  B. 

44.  Considérons  en  troisième  lieu  les  hyperboles  équilatères  tan- 
gentes à  une  conique  donnée  a*.  L'enveloppe  des  plans  tangents 
à  a^  et  Q^  est  la  surface  développable  S®,  qui  coupe  donc  la 
quadrique  Q,^  suivant  une  courbe  c*^  du  seizième  ordre,  lieu 
géométrique  des  sommets  de  cônes  à  intersections  du  genre  hyper- 
bole équilatère  et  tangente  à  a^.  Cette  courbe  c'*  est  du  même 
ordre  que  celle  qui  a  servi  à  résoudre  le  problème  analogue  du 
n°  39,  mais  elle  en  diffère  néanmoins.  Comme  elle  est  située  sur 
une  quadrique  Qj^,  on  peut  trouver  ses  nombres  caractéristiques. 
Chaque  génératrice  droite  de  Q,  *  (si  celle-ci  est  réglée)  la  coupe 
en  huit  points,  et  la  projection  centrale  de  c*^  d'un  point  sur  Q,^ 
comme  centre  a  donc  deux  points  octuples;  en  outre  c'^  possède 
seize  points  doubles,  dont  quatre  dans  «,  et  vingt-quatre  points  de 
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8  7 
rebroussement.  Comme  un  point  octuple  équivaut  à  y^  =  28  points 

doubles,  la  projection  centrale  de  c*  ^  aura  en  général  2  x  28  4-  16 
-h  24  =  96  points  singuliei-s.  Dans  le  cas  précédent  (39)  il  s'y  joig- 
naient encore  quatre  points  doubles,  provenant  des  pçints  de  contact 
des  surfaces  S^  et  S^,  qui  ne  se  présentent  pas  ici.  Mais  comme 
elle  est  encore  le  lieu  des  couples  de  sommets  de  cônes  et  que  les 
droites  qui  joignent  ces  sommets  doivent  concourir  en  A',  la  courbe 
c^^  sera  encore  doublement  projetée  du  centre  A'  Le  raisonne- 
ment du  cas  précédent  par  rapport  aux  points  doubles  et  aux  points 
de  rebroussement  peut  se  répéter,  le  cône  à  sommet  >1'  a  six 
génératrices  doubles  et  douze  génératrices  de  rebroussement.  Il 
s'ensuit: 

Il  y  a  douze  cônes  circonscrits  à  Q^,  qui  coupent  a  suivant 
six  hyperboles  équilatères  bitangentes  à  a*  et  à  ç^,  et  vingt-quatre 
cônes  circonscrits  coupant  a  suivant  douze  hyperboles  équilatères 
bitangentes  à  ç*  et  ayant  avec  a*  une  oscuiation. 

En  ajoutant  à  a^  une  tangente  a  ou  un  point  A  y  on  détermine 
toulrà-fait  le  problème.  Les  plans  tangents  à  Q^  passant  par  a 
coupent  c*^  en  trente-deux  points,  ce  qui  sera  de  même  le  cas 
avec  le  cône  circonscrit  à  sommet  A.  Il  y  a  donc  trente-deux 
cônes  circonscrits  à  Ç*,  qui  coupent  a  suivant  seize  hyperboles 
équilatères  tangentes  à  la  conique  a^  et  à  la  droite  a  ou  bien 
passant  par  le  point  donné  A. 

Kemarquons  enfin  que  les  problèmes  résultant  de  la  combinaison 
de  deux  ou  de  trois  coniques  avec  l'involution  donnée  seront  lais- 
sés de  côté  à  cause  de  la  complication  du  problème  et  du  grand 
nombre  de  solutions,  qui  les  désignent  plutôt  comme  l'objet  d'une 
étude  spéciale. 

45.  La  revue  générale  des  problèmes  discutés  dans  cette  partie 
fait  voir  que  les  combinaisons  principales  des  résultats  des  deux 
premières  parties  ont  été  parcourues.  Sans  entrer  dans  les  détails 
de  cas  plus  particuliers,  il  convient  donc  maintenant  de  placer 
quelques  remarques  générales,  dont  le  but  sera  principalement  de 
mettre  les  résultats  trouvés  plus  intimement  en  rapport  avec  quel- 
ques propriétés  généralement  connues  de  quadriques  et  ensuite  de 
montrer  par  quelques  exemples  que  quelques  uns  des  problèmes 
sont  abordables  par  la  méthode  analytique.  La  première  remarque 
se  rapporte  au  cas  particulier  que  la  conique  donnée  a^  devient  le 
cercle  isotrope.  Cela  nous  mène  naturellement  à  regarder  le  plan 
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donné  u  comme  le  plan  à  l'infini^  examinons  donc  ce  que  devien- 
nent les  problèmes  traités  quand  on  fait  cette  supposition. 

Quand  les  trois  droites  données  a,  6,  c  sont  situées  dans  le  plan 
à  l'infini,  les  plans  «,,  u^\  /?j,  ft^\  y,,  y^  deviennent  parallèles 
deux-à-deux,  et  les  droites  d'intersection  seront  les  arêtes  d'un 
parallélopipède,  dont  les  sommets  sont  en  même  temps  les  som- 
mets des  huit  cônes  coupant  le  plan  à  l'infini  suivant  les  quatre 
coniques  tangentes  aux  trois  droites. 

Comme  la  direction  d'une  droite  à  l'infini  est  donnée  par  un 
plan  TT,  chacun  des  cônes  possède  un  plan  tangent  parallèle  à  ce 
plan  n\  ainsi  le  problème  peut  se  formuler  ainsi: 

Déterminer  les  sommets  des  cônes  circonscrits  à  Q 2,  qui  coupent 
trois  plans  donnés  suivant  des  paraboles. 

De  même  quand  on  choisit  trois  points  A,  B^  C  dans  le  plan 
à  l'infini,  les  cônes  circonscrits,  dont  ces  points  sont  les  sommets, 
deviennent  des  cylindres,  dont  les  génératrices  ont  la  direction 
donnée  par  la  direction  de  ces  points  ;  les  huit  points  communs  à 
ces  trois  cylindres  sont  les  sommets  des  cônes  considérés  auparavant. 

Le  pôle  A'  devient  le  centre  de  la  quadrique,  et  les  lieux  trou- 
vés occupent  par  rapport  à  Q^  des  positions  plus  symétriques  que 
celles  des  problèmes  plus  généraux 

Soit  maintenant  la  conique  a^  devenue  le  cercle  isotrope.  On 
voit  d'abord  que  la  construction  donnée  pour  la  surface  S^  devient 
illusoire  ;  car  on  ne  peut  construire  les  tangentes  au  cercle  isotrope, 
celui-ci  étant  imaginaire,  et  par  conséquent  les  plans  tangents  à 
Q2  par  ces  tangentes  deviennent  aussi  imaginaires. 

Quoique  ainsi  la  surface  S^  soit  imaginaire,  il  est  possible  que 
certains  de  ses  points  particuliers  soient  réels  et  les  points,  qui  se 
présentent  dès  l'abord,  sont  les  points  des  coniques  doubles.  Il  est 
clair  que  celles-ci  peuvent  être  réelles,  car  leurs  points  sont  des 
sommets  de  cônes  à  intersection  bitangente  au  cercle  isotrope,  et 
on  sait  que  l'on  peut  construire  des  coniques  réelles  bitangentesà 
une  conique  imaginaire  ^).  Supposant  donc  cette  construction  exé- 
cutée, on  peut  construire  les  sommets  des  cônes  circonscrits,  qui 
seront  toujours  trouvés  en  couples  et  les  coniques  doubles  sont 
déterminées. 

Mais   en    outre  on  sait  qu'une  conique  bitangente  au  cercle  iso- 


')  W.  PiEDLER,  Darstellende  Géométrie  8te  Aufl.,  II,  p.  385. 

F.  HOFFMANN;  Die  Constructionen  doppelt-berûhrender  Kegelschnitte,  p.  34. 
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trope  est  une  section  d'une  surface  de  révolution  du  second  ordre  ; 
les  cônes  circonscrits  sont  donc  de  révolution;  et  comme  le  lieu 
des  sommets  des  cônes  de  révolution  circonscrits  à  une  quadrique 
se  compose  des  lignes  focales,  ces  coniques  sont  les  éléments  de  la 
courbe  double;  elles  sont  au  nombre  de  trois  et  Tune  d'elles  est 
imaginaire.  La  surface  qui  ne  peut  pas  être  réelle  est  donc  entière- 
ment déterminée  par  ces  lignes  focales,  qui  se  présentent  ici  comme 
des  cas  particuliers  de  considérations  plus  générales. 

L'exemple  donné  montre  en  même  temps  la  méthode  à  suivre 
pour  les  cas  où  la  conique  donnée  a^  serait  imaginaire  et  donnée 
dans  un  plan  a  à  distance  finie. 

46.  Les  problèmes  précédents  peuvent  être  résolus  par  les  mé- 
thodes de  la  géométrie  analytique;  il  est  clair  cependant  que  par 
ces  procédés  quelques-uns  deviendront  très-laborieux. 

Quoique  le  caractère  de  ce  travail  soit  essentiellement  synthé- 
tique, nous  le  terminerons  cependant  en  donnant  deux  exemples 
de  l'application  de  la  méthode  analytique.  Le  premier  exemple 
sera  celui  de  la  détermination  de  la  quadrique  Q,^,  lieu  des  som- 
naets  des  cônes  circonscrits,  qui  coupent  le  plan  a  suivant  une 
hyperbole  équilatère;  le  second  sera  celui  des  coniques/,  ^  ^^AS 
lieu  des  sommets  de  cônes  coupant  a  suivant  un  cercle. 

47.  Ecrivons  Téquation  de  la  quadrique  donnée  sous  la  forme 
Q  =  0.  Une  quadrique  quelconque  inscrite  à  Q^  aura  pour  équa- 
tion en  coordonnées  tétraédriques 

k  Q  -h  {mai   -h  nx^   -t-  px^  -h  qx,^y  =  o, 

pour  que  cette  équation  représente  un  cône,  le  discriminant  doit 
être  égal  à  zéro;  en  écrivant  d'abord  complètement  ce  discrimi- 
nant, on  aura 


fcttl , 

-hm^ 

ka^2  -*- w,7i 

ka^^  -h  mp 

fca,4  -h  mg 

ka^, 

-h  mn 

ka22  "î"  ^^ 

ka2^'i-np 

fca2  4  -^nq 

fca,, 

-h  mp 

ka^2  "+-  ^i> 

*^^33  -^•i>' 

ka^^  -^pq 

ka,, 

4-  Toq 

ka^2  "^  "^9 

ka,^  ^pq 

ka^^  -+-  q'^ 

En   développant,  on  voit  que  le  déterminant  se  divise  en  seize 
parties,  dont  onze  deviennent  identiquement  zéro,  à  savoir  six  dé- 
terminants qui  contiennent  deux  fois  la  colonne  m  n  p  q^  quatre 
qui  la  contiennent  trois  fois  et  un  qui  la  contient  quatre  fois;  en 
Archives  v.  13 
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écrivant  dès  maintenant  les  déterminants  sous  une  forme  abrégée; 
on  obtient  Féquation 

1.  Ai*  -i-  |m(ma2  2a3  3^4  4)  +  ^(«11  na^^a^^)  -+-l)(a,i  a22P(ikiL) 

ou  bien 

2.  A  À;  -h  y^j ,  m^   -h  -^2  2  ^^  "^  ^  3  3  P^  "^  ^4  4  ^  g2  -h  2  i4 , 2  ^^  -^- 
2  i4 , 3  Tîip  +  2  i4 ,  ^  mg  -H  2  ^2 3  ^P  ■*"  2  ^2 4  ^3  "*"  2  ^3 4  P3  =  ^' 

équation  qui  peut  s'écrire  sous  la  forme  abrégée  A  fc  n-  *  zn  0. 
Ainsi  réquation  de  tout  cône  circonscrit  à  Q  devient 

dans  laquelle  les  coefficients  m,  n,  p,  q  restent  indéterminés  *). 

Supposons  maintenant  que  le  système  de  coordonnées  soit  ortho- 
gonal, et  que  le  cône  circonscrit  soit  un  cylindre  circonscrit,  tan- 
gent suivant  Tintersection  de  Q^  avec  un  plan  passant  par  le  dia- 
mètre conjugué  au  plan  «,  qui  devient  ici  le  plan  X  0  Y.  En 
nommant  Q,  et  Q2  ^^^  dérivées  de  Ç  =  0  par  rapport  à  a;  et  y, 
on  aura  pour  l'équation  du  cylindre  circonscrit 

4.  *Q=A(Ç,  -hlQ^p 

dans  laquelle  l  est  un  paramètre  arbitraire. 

La  valeur  de  *  dans  l'équation  (4)  s'obtient  en  substituant  dans 
l'équation  (2)  m  =  a^  j  ^-  aj ,  i,  n  =  a,  2  -H  ajj  ^i  2>  =  et,  3  +  aj,  i, 
g  =  a,4  -h  a24  l'j  le  développement  donne  une  expression,  qui  con- 
tient les  secondes  et  premières  puissances  de  l  et  qu'on  peut  donc 
écrire:  M  -\-  2  N  l  -^  P  l^;  de  sorte  que  l'équation  du  cylindre 
devient 

5.  {M^2Nl-^Pl^)Q  =  A{Q,'^  Q,l)^; 
ou  bien 

6.  {PQ  —  aQ^^)1^  ^2{NQ—aQ,  Q,)l-^MQ—£iQ,^=o; 


^)  La  formule  (3)  se  trouve  dans  Salmon-Fiedler,  Analytische  Géométrie  des 
Rauraes,  3^  Aufl.  I,  p.  268  comme  cas  particulier  d'un  faisceau  de  quadriques. 
Le  calcul,  qui  mène  à  la  formule  (2)  a  été  reproduit  à  cause  de  l'applicatioD, 
qui  en  est  faite  dans  la  suite. 


\, 
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en  abrégeant 

7.  ^P  -h  J5î+C  =  o. 

On  obtient  Téquation  d'un  cylindre  circonscrit  à  génératrices 
parallèles  au  plan  X  O  F  et  perpendiculaires  à  celles  du  cylindre 
(4)    en    opérant  de  la  même  manière,  en  remplaçant  seulement  l 

par j  ;  les  équations  précédentes  deviennent 

5'.  (M~2N^^P],)Q  =  A(^Q,-Q,^y, 

6'.  (ifQ— A  0^2)^2  -h2(A(3,  Q,—  NQ)l'¥PQ  —  ù.Q^^=o, 

T.  A'I^  -h  B'I-h  C  =  o. 

Le  lieu  géométrique  des  sommets  s'obtient  en  éliminant  l  entre 
les  équations  (6)  et  (6').  L'addition  donne 

{MQ'i-PQ)l^—A{Q,'  ^Q,')l'  -h  M  Q  -h  P  Q  —  A{Q  .'^  -h  Q,^)  =  o, 
QiM-hP)  {l^  +  1)  — A(0,^  +  Q,^){1^  +  l)  =  o, 

ou  bien 

cette  équation  représente  une  quadrique;  les  coefficients  if  et  P 
sont  déterminés  par  la  substitution  des  valeurs  de  m,  n,  p,  q  dans 
réquation  (2)  et  la  quadrique  est  donc  complètement  déterminée. 
Elle  coupera  la  quadrique  donnée  suivant  deux  coniques,  car  en 
substituant  la  valeur  Q  =  o  le  résultat  sera 

équation  qui  se  décompose  en  deux  facteurs  imaginaires,  ce  qui 
prouve  que  les  plans,  suivant  lesquels  Q=  o  coupera  la  quadrique 
trouvée  sont  imaginaires;  ces  deux  surfaces  ont  donc  seulement  les 
deux  points  de  contact  comme  éléments  réels  communs.  Tous  ces 
résultats  s'accordent  avec  ceux  obtenus  auparavant  (20,  21). 

48.   La   solution   complète  des  deux  équations  (6)  et  (6')  donne 
encore  lieu  à  la  remarque  suivante: 

le3* 
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Considérons  les  deux  équations  (7)  et  (7')  et  formons  le  résul- 
tant de  ces  équations.  Ce  résultant  sera 

{AC  -  A'C)^  -h  {A'B  —  AB)  {BC  —  B'C)  =  o. 

Mais  en  regardant  les  équations  de  plus  près  on  voit  que 

C  =:A,  A'  =  C  E  =  —  B. 

Le  résultant  devient  donc 

(A2  ~  C^Y  -h  {BC  -h  BÂ)  {AB  +  BC)z=zo, 

{A^  —  C^Y  -H  ^2  (4  ^  (7)2  =  o, 

qui  se  décompose  en 

{A'^CY=o,    {A-CY  '^B'=o; 
ou  bien,  en  remplaçant  A,  B  et  C  par  leurs  valeurs, 

{  Pq  —  A  g,^  -h  if  (?  —  A  Ç, 2  j«  =  0, 
qui  peut  s'écrire 

{P-^M)  Q-A  (Q/  -hQ.»)  =  o, 

équation  trouvée  auparavant  et 

(PQ  _  aQ,^  —MQ-h  A  Q,'Y  +  4  (A  e,  e,  -  NQY  =  o. 

Cette  équation  consiste  en  la  somme  de  deux  carrés;  elle  peut 
donc  être  considérée  comme  représentant  deux  quadriques  imagi- 
naires : 

(P  -  if)  e  +  A  (Q.  ^  -  (?,»)  +  2  (A  Q,  Q,  —  NQ)  1/  --1  =  0, 
{P  —  M)Q-hA{Q,'  —  Q,')  —  2{AQ,  Q,  —NQ)  i^  _  1  =  o. 

La  nature  de  ces  quadriques  se  montre  encore  plus  distinctement 
quand  on  les  écrit  de  la  manière  suivante: 


{Pt2Ni^  —  i—M)  q  -h  a(q,>  ±2g,  g,  \^  —  i~q,')  =  o. 

ou  bien 

(Pt  2iN—M)Q-h  A{Q,  ±iQ,Y=o. 

Cette  équation  revient  dans  le  cas  suivant;  sa  signification  s'y 
montrera  naturellement.  Passons  donc  au  cas  de  l'intersection  cir- 
culaire. 
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49.  Pour  résoudre  selon  la  méthode  analytique  ce  problème,  ap- 
pliquons encore  l'équation  du  cône  circonscrit  et  considérons  les 
sommets  des  deux  cônes  comme  les  points  doubles  imaginaires  de 
Tinvolution  déterminée  sur  la  droite  à  l'infini  du  plan  XOY  par 
un  faisceau  orthogonal.  La  direction  de  ces  points  doubles  sera 
donnée  par  l'équation  z  —  o,  a;^  -h  y'^  =  o,  et  les  points  doubles 
imaginaires  pris  séparément  sont  donnés  par  les  deux  équations: 
y  ^  ix  =  Of  y  —  ta;  =  o. 

Reprenons  donc  maintenant  l'équation  *Ç  =  a  (Q,  -h  i  Q,)', 
et  remplaçons  l  successivement  par  —  i  et  par  i.  De  la  sorte  nous 
obtiendrons  les  équations  des  deux  cylindres  imaginaires,  dont 
l'intersection  donne  le  lieu  géométrique  des  sommets  des  cônes 
circonscrits  à  intersection  circulaire  avec  le  plan  XOY.  La  pre- 
mière substitution  donne 

(M—2iN-P)  Q  =  s{Q,  -iQ,y. 
ou  bien 

a.  {P  -h'ZiN  —  M)  0  -h  A  (Ç,  —iQ,y  =  o. 

de  même  la  substitution  l  =  i  donne 

6.  (P^2iN-M)  e-h  A((?,  -hi(?,)2=o. 

On  voit  maintenant  que  les  dernières  équations  du  n''  précédent 
reparaissent,  et  que  les  quadriques,  qui  s'y  étaient  jointes  à  la 
solution,  ne  sont  autre  chose  que  les  cylindres  de  contact  corres- 
pondant aux  points  doubles  imaginaires.  Cette  solution  est  encore 
en  harmonie  avec  les  résultats  de  la  méthode  géométrique. 

Examinons  maintenant  l'intersection  de  ces  deux  cylindres.  Les 
équations  (a)  et  (6)  deviennent,  quand  on  sépare  les  parties  réelles 
des  imaginaires: 

(P  —  ifeO(?+  A  ((?.'-  Ç,')  -H  2i{NQ  —  AQ,  Q,)  =  o  et 
{P--M)Q^^{Q,'-Q,')  —  2i{NQ-  aQ,Q,)  =  o. 

L'intersection  de  ces  deux  cylindres  peut  être  remplacée  par  celle 
des  deux  quadriques 

qu'on  obtient  par  l'addition  et  la  soustraction  de  (a)  et  de  (6).  En 
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examinant  de  plus  près  la  première  de  ces  deux  équations,  on 
s'aperçoit  qu'elle  peut  s'écrire 

{F— M)  Ç+A  (g,  ^Q,)(Q,—Q,)  =  o. 

ce  qui  montre  que  cette  quadrique  coupe  la  quadrique  Q  suivant 
deux  plans:  Ç,  -t-  Q.^  =  o  et  Ç,  —  Q-^  ~  o  passant  par  le  diamètre 
conjugué  du  plan  X  0  F;  de  même  la  seconde  quadrique  coupe  Q 
suivant  deux  plans  Q^  =  o  et  Q2  —  o  passant  par  le  même  diamètre. 
Les  deux  quadriques  se  coupent  donc  suivant  deux  coniques  bitan- 
gentes  à  Q,  et  les  quatre  plans  suivant  lesquels  elles  coupent  Q 
forment  un  faisceau  harmonique. 

Il  est  facile  de  retrouver  les  résultats,  qui  se  rapportent  à  Tin- 
tersection  avec  le  plan  X  O  Y  et  qui  ont  été  donnés  (25)  ;  mais 
comme  le  but  de  ces  derniers  numéros  a  été  seulement  de  donner 
quelques  analyses  générales,  nous  n'entrerons  pas  dans  ces  détails. 

Delft,  Mars  1896. 


RECHERCHES 
SUR  LES  COORDONNÉES  MULTIPOLAIRES 


PAR 


J.  DE  VRIES. 


COORDONNÉES    BIPOLAIRES. 

§  1.  Dans  le  système  des  coordonnées  bipolaires,  on  détermine 
la  position  d'un  point  S  par  les  distances  p  et  g  de  ce  point  à 
deux  pôles  P  et  Q. 

Soient  â  et  1*^  les  angles  que  les  rayons  vecteurs  p  et  q  fout 
avec  Taxe  polaire  PQ. 

Une  courbe  étant  donnée  par  une  relation  entre  les  distances 
p  et  q,  ou  par  une  relation  entre  les  angles  â  et  -'^  on  peut  fixer 
la  position  de  la  tangente  à  cette  courbe  par  les  angles  q>  et  4> 
que  la  tangente  forme  avec  les  rayons  vecteurs. 

Si  l'on  convient  de  mesurer  </>  et  *  dans  un  tel  sens  que  les 
quantités  â  -^  (p  et  &  -j-  4>  soient  égales  à  l'angle  r,  formé  par  la 
tangente  avec  l'axe  polaire,  on  aura 

dp  ^.       dq 

COS  œ  =  -f-  COB  4>  =:  -/ 

^        d8  d8 

de  .     ^  d& 

sm  9  =  p  -^  sm  *  =  g  ^  ; 

donc 

COQ  q,  :  COB  fl>  :=  dp  :  dq (1\ 

et 

sin  (f  :  sin  ^/>  =  pdâ  :  qd»  =  sin  &  dâ  :  sin  Od& (2) 

En  désignant  par  /  la  distance  des  pôles  P  et  Q,  on  aura 

p:8in  ^  =  g:sin^=/:8in  (O"  — ^) (3; 

ÀBcmvEs  v.  14 
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De  là  on  tire 

dp siu  (^  —  0)  C08  ^d&  —  sin  &  cos  {&  —  â)  {d»  —  dd) 

1  ~~  sinM^-<?)  M) 

dg_8iii(^  -  ^jcosgd^  — 8ingco8(0-  — ^)(d^  — d^)  '  '  '  ' 
/—  8inM^-^) 

Par  suite,  on  a 

cos  qp  sin  ^  cos  (^  —  ^)  dO  —  sin  Odî^  ,gx 

cos  0  ~  sin Ô^d^  —  sin 0  cos (^— é^dë^ 

Pour  transformer  la  relation  (2),  difiérentions  les  équations 

p'=?'  -HP  -h2/gcos^ 

g^=p^  4./i_2fpcos(9 ^  ^ 

Il  vient  ainsi 

2f3»d  (cos  ^)  =  2pç  dp  —  (p*  -h  g»  —  /»)  dg 

2/jp^d  (cos(9)  =  (p»  -h  g»  —  P)  dp  —  2pî  dg ^  ' 

Donc 

sin  y  _  (p^  •+-  g^  —  P)  dp  —  2pg  dg  .g. 

sin  4>  ~  2pgdp  —  (p*  4-  g*  —  ?*)  dg '  '  ^ 

§  2.   Supposons  que  les  courbes,  représentées  par  les  équations 
ft  (p^q)  —  o,  f^(p,q)  =  o 

se  coupent  à  angle  droit. 
Alors  on  aura 

91=9,4-5        ^*        *i  =  *.  +51 
donc 

cos  qpj  :  cos  «Pj  =  sin  qf;,  :  sin  0, (9) 

D'où,  à  cause  des  relations  (1)  et  (2), 


(10) 


dpi_{p^  -h  g*  —  PJdpj  —2pqdq^ 
dq^        2pqdp^^(p'^^q^—P)dq, 

Cette  équation  peut  s'écrire  dans  la  forme  symétrique 

dp,  dp^  +  dg,  dg,  _  p^  -h  g^  ~  f 

dp,  dg,  -hdg,  dp,  2pg  ^     ^ 

(Jest  la  relation  que  doivent  vérifier  émx  courbes  orthogonales. 
On  peut  d'ailleurs  vérifier  ce  résultat  de  la  manière  suivante.  On  a 

dg,  dq^_  _  cos  ^,  sin  *,  sin  2q> ,  H-  sin  2^,  ^ 

^?^i        lîPi         cos  y,        sin  qp,  2  sin (cf ,  -H  *P\)   ' 

dq,        dq^  cos«P,  "*"  sin  * , 
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donc 

En  introduisant  les  variables 

îA  =  p-hg         et         v^z  p  —  g 

on  pourra  remplacer  la  relation  (11)  par 

du^  du^ dv^  dv^  .^2\ 

u»  —p  ~  v^  —p ^     ^ 

Pour  obtenir  Téquation  analogue  entre  les  variables  ^  et  0, 
appliquons  les  formules  (2)  et  (5).  A  cause  de  (9),  on  arrive  à  la 
condition 

sin  »  dâ^  sin  0-  cos  (»  —  ff)d0^  —  sin  â  d»,  ..gv 

sin^d^j^  ~  smVd0~^^&mâ cos  (^  —  0)  d^, ^    ^ 

ou  bien, 

sin*  &  dO^  dd^  4-  sin'  0d9^  d^,  =  sin  ^  sin  0  cos  (^  —  0)  (d^,  d^^  H- 

4-d^,d.'^,) (14) 

Fin^ement,  on  peut  écrire  la  condition  (9)  dans  les  formes 
suivantes 

dp^:dq^=pd0^:qd&, 
sin  9  dO^  :  sin  0  d^,  ^zdp^:dq^ 

Introduction  d'un  troisième  rayon  vecteur. 

§  3.  Soit  jR  un  point,  situé  sur  Taxe  polaire;  désignons  par 
r,  gf,  h  les  distances  £S,  PjR,  QR,  et  convenons  d'attribuer  à  flf  et  ^ 
le  signe  -♦-,  si  iî  se  trouve  sur  le  segment  PQ. 

Alors  le  théorème  de  Stewart  nous  fournit  la  relation  suivante 

hp^  -hgq^  =fT^  -hfgh (16) 

où 

Cette  équation  subsistera  encore  si  jR  est  placé  sur  le  prolonge- 
ment de  PQ  ou  de  QP,  pourvu  qu'on  donne  alors  k  h  ou  k  g 
le  signe  — . 

La  relation  (16)  nous  montre  que  l'équation  bipolaire  d'un 
cercle,  à  centre  i{,  a  la  forme 

ap^  -h6ç»  =c»f (17) 

Réciproquement,  de  l'équation  (17),  on  déduit  les  coordonnées 
ff,  h  du  centre  et  le  rayon  r  du  cercle,  par  la  proportion 

A:a  =  p:6  =  (r'  -hghjic^. 

14* 
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Dans  le  cas  où  c  =  o,  Téquation  générale  (17)  peut  être  rem- 
placée par  une  équation  linéaire. 

En  eflFet,  les  coefficients  a  et  6  étant  alors  de  signe  contraire, 
on  pourra  poser 

a  =  a^  et  6  =  — j5>, 

de  sorte  qu'on  obtient  l'égalité 

^P  =  ?q (18) 

Maintenant  on  a 

d'où  Ion  tire 

Puisque  Tune  des  quantités  g,  h  est  ici  négative,  la  dernière 
relation  fait  voir  que  les  pôles  P  et  Q  sont  des  points  inverses, 
par  rapport  au  cercle  (18). 

On  retrouve  le  même  résultat  par  la  théorie  de  Tinversion. 

Soient,  en  effet,  S  et  S'  deux  points,  en  ligne  droite  avec  P. 

Fixons  le  pôle  jR  de  sorte  que 

PRxPQ  =  PSxPS\ 
Q  étant  le  centre  d'un  cercle  passant  par  S  et  S'. 

Alors  ce  cercle  ne  sera  pas  changé  dans  Tin  version  par  rapport 
au  cercle,  décrit  du  pôle  P  comme  centre,  avec  un  rayon  dont 
le  carré  est  égal  au  produit  fg. 

Donc  P  et  jR  sont  des  points  inverses  par  rapport  au  cercle  QS  =  /. 
Or  on  a 

PS:PQ=zRS:QS' 
ou 

p:f=r:y. 

Donc,  le  cercle  représenté  par  Téquation  g  =  y,  est  encore  défini 
par  la  relation  bipolaire 

yp  =fr. 

Faisceaux  orthogonaux  de  cercles  et  de  droites. 

§  4.  Cherchons  les  trajectoires  orthogonales  du  faisceau  de  cer- 
cles concentriques,  définis  par  Téquation 

ap^  -^bq^  =X (19) 

où  X  désigne  un  paramètre  variable. 
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-  On  a  d'abord 

dp  :  dg  =  6ç  :  —  ap. 
Appliquant  la  relation  (15),  on  trouve  pour  les  courbes  cherchées 
sin  &  do  :  sin  âd&  =  6  sin  ^  :  —  asin&; 
de  là  on  tire 

On  en  déduit 

acigO  +  bdg9  =  (i (20) 

Soit  01  Tangle  que  le  rayon  vecteur  r  forme  avec  Taxe  polaire; 
soit  l  la  distance  du  point  /S  à  la  droite  PQ. 
On  aura  les  relations  suivantes 

l[ctgd  —  cig(ù)^:zg 
l  [cig  (o  —  dg&)^=:h. 
Par  suite,  on  a 

hdgâ  -hgctg&zzzfctgœ (21) 

C'est    l'équation    biangulaire    d'une    droite    qui    fait 
l'angle  œ  avec  l'axe  polaire. 

En  appliquant  ici  la  relation  h:a  =  g  ib^  on  arrive  à  l'égalité 

a  dg  0  -^  b  dg  &  z=i  {a  -h  b)  ctg  (o. 
Donc,  on  pourra  remplacer  l'équation  (20)  par  celle-ci 

(a-hb)ctgm  =  fi (22) 

C'est  l'équation  polaire  du  faisceau  de  droites,  issues  du  pôle  R. 
Pour    transformer   la   relation   (20)   en   une  équation   entre  les 
coordonnées  p,  g,  on  se  servira  des  formules 


et 


OÙ 

^'=re  Kp  -^  ?)'  -  /']  ^f"  -  (P  -  3)']- 
L'équation  bipolaire  de  la  droite  se  présente  alors  dans  la  forme 
suivante 

[a(p^  -  î'  +/').-h  6(p^-?'  -P)y=:f,^  Up-^qy  -PI 

IP-ip-qVl (23) 

Il  est  évident  qu'elle  définit  deux  droites,  symétriques  par  rap- 
port à  Taxe  polaire. 
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En  appliquant  la  formule  (10),  on  trouve  l'équation  différentielle 

dp  _  hq_{p^j^  q^  ^p)^2ap^q  .^. 

dq  —  ap(p^  -h~g^  —f)  -h  2  ftp?» ^^^^ 

Il  va  sans  dire  qu'elle  sera  vérifiée  par  Téquation  (23). 

§  5.  Si,  dans  Téquation  (17),  on  suppose  6  =  —  a,  elle  représentera 
une  droite,  qui  forme  un  angle  droit  avec  Taxe  polaire. 

Pour  le  système  de  droites 

p^—q^=H (25) 

l'équation  (10)  se  transforme  en 

dp  _q{p'-q'  +r) 
dq       pip"^  —q^  —py 

De  là  on  tire  la  relation 

2(p»— g')d(p»-ç')  =  2/^d(p^  +?') 
dont  l'intégrale 

(p^  -q^y  =  2/Mp'  -h  ?^)  -H  1 (26) 

représente  le  système  de  droites  pswallôles  à  l'axe  PQ. 
En  particulier,  on  obtient  pour  A  =/*,  l'égalité  suivante 

{r-q'-py-{Vqy=o 

ou  bien 

{p'  -{q-fn[p'  -iq  '^f)'l=o. 

De  là  on  tire 

(p  +  ?-/)(p-?+/)fp  — ?-/)  =  ^; 

il  est  visible  que  cette  relation  représente  l'axe  polaire. 

Pour  retrouver  l'équation  (26),  observons  que,  pour  les  points 
d'une  droite  parallèle  à  l'axe  polaire,  la  surface  du  triangle  {p,  q^f) 
doit  être  constante. 

§  6.  Cherchons  maintenant  les  trajectoires  orthogonales  du  fais- 
ceau de  cercles,  définis  par  l'équation  homogène 

P  =  xg (27) 

X  étant  un  paramètre  variable. 
•  La  relation  (15)  nous  fournit  tout  de  suite 

siii  0  do  :  sin  â  dû  =zdp:dq=^  p:qz=:  sin  &  :  siii  ff. 

Donc 

dâ  =  d&, 
et 

9^6=11    (28) 

C'est  l'équation  biangulaire  des  cercles  qui  passent  par  les  pôles 
P  et  Q. 
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On   sait   que   P  et  Q   sont  des  points  inverses  par  rapport  à 
chaque  cercle  du  système  (27). 

Pour  obtenir  l'équation  bipolaire  du  système  orthogonal,  appli- 
quons la  relation  (12).  Remplaçant  dp^idq^  par  p  :  9,  d'où 

ctu,  :dt;.,  =u  :t;, 
on  obtient 

udu^    i>dv^ 

Par  conséquent,  on  aura  l'intégrale 

Donc  les  cercles,  passant  par  les  pôles  P  et  Q,  sont  représentés 
par  l'équation  bipolaire 

ou  bien  par 

p>  H-  g»  =2iApq  -h  f (2&) 

On   retrouve  cette  relation,  en  observant  que,  dans  le  triangle 
PQSj  l'angle  S  est  constant;  or,  la  formule 

f  =p»  -^q^  —  2pqcos{&  —  â) 
est  de  la  forme  (29),  et  l'on  voit  que  —  1  <  ii*  <  -h  l. 

Ellipses  et  hyperboles. 

§  7.  L'équation  difiérentielle  (12) 

dit,  dua dv,  dv, 

u»  —  /»  ~  w^^"^/' 

est  vérifiée  par  du,  =  0 ,  dvj  =  0. 

Or,   ces  relations  expriment  la   propriété  connue  des  coniques 
confocales:  les  ellipses,  définies  par  l'équation 

p  -t-  g  =:  X, 

sont  coupées  sous  angle  droit  par  les  hyperboles  confocales,  repré- 
sentées par  l'équation 

En  appliquant  la  condition  (15),  on  trouve  pour  les  trajectoires 
orthogonales  du  système 

p  -^  q  =  K. 
l'équation  différentielle 

sin  &dO  -k-  sin  âd&-=:o. 
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On  en  tire 

t9^t9l  =  f^; (30) 

c'est  l'équation  biangulaire  des  hyperboles  confocales. 

Évidemment,  on  pourrait  déduire  cette  équation  de  l'équation 
p  —  q  =  K  ^^  employant  les  formules  de  la  trigonométrie. 

De  même,  on  trouve  pour  les  ellipses  confocales  la  relation 
biangulaire 

ig^^i^igl (31) 

§  8.  En  introduisant  le  rayon  vecteur  r,  issu  du  centre  R  de  Tellipse 

on  aura  la  relation  identique 

p»  -h  ç»  =  2r*  H-  2c* (32) 

c  désignant  la  distance  PR. 

Donc,  on  pourra  représenter  l'ellipse  par  l'équation  tripolaire 

pç  -+.  r»  =  2a>  —  c» (33) 

Il  résulte  de  cette  relation  que  l'ellipse  est  transformée  en  elle- 
même  par  la  substitution  involutive 

pgr  =  r''  ,  r*  =pq (34) 

Cherchons  la  transformée  de  l'hyperbole,  définie  par 

p  —  g  =■  ±  2a. 
Des  relations  (32)  et  (34),  on  déduit  les  formules 
p2  _  2pg  H-  9»  =  2r»  —  2r  *  H-  2c* 
p'*  -  2pY  H-  g''  =  2/'  —  2r*  +  2c'. 

Par  suite,  on  obtient 

(p_g)i^(p'_ç')i=4c% (35) 

de  sorte  que  les  hyperboles 

p  —  q  ^  ±  2c  ces  é 

p'  —  g'  =  ±  2c  sin  f (36) 

seront  échangées  par  la  transformation. 
Remarquons  que  l'hyperbole  équilatère,  définie  par 

p  — g  =  ±cl^2",   . (37) 

est  le  lieu  des  points  invariables  de  la  transformation. 

Par  suite,  l'hyperbole  équilatère  est  représentée  par  la 
relation  tripolaire  suivante 

pq^'T^ (38) 
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Elle  est  donc  le  lieu  du  sommet  d'un  triangle  dont  la  base 
reste  invariable,  tandis  que  le  produit  des  côtés  variables,  est  égal 
au  carré  de  la  médiane  issue  du  sommet. 

Pour  trouver  la  signification  de  l'angle  ^,  observons  que 

p  :  sin  a"  HT  ç  :  sin  ^  =  2c  :  sin  (^  —  6) 
Par  conséquent,  l'équation  bipolaire 

p  —  ç  =  2c  cos  é 
peut  être  remplacée  par  la  relation  biangulaire 
sin  ^  —  sin  ^  =  cos  *  ain  (^  —  0), 
ou  par 

cos  ^  (a^  -H  d)  =  cos<  cos  g  (a—  0)^ 

ou  bien  par 

igligl  =  igy^ (39) 

De  même,  la  seconde  branche  de  l'hyperbole  est  définie  par 
réquatioD 

tg^tg^=tg^^ (40) 

Or  les  points  à  l'infini,  appartenant  à  la  courbe,  sont  représentés 
par  a  =  tf  ;  donc  la  position  des  asymptotes  est  déterminée  par 
0"  =  é  et  par  a  =:  tt  —  *. 

Puis,  les  asymptotes  de  l'hyperbole 

p'  —  g'  =  ±  2c  008  (^n  —  ^y 
forment  avec  l'axe  polaire  les  angles 

(i,r-*)et(i«+*). 

Notre  transformation  échange  donc  deux  hyperboles  pour  les- 
quelles les  angles  asymptotiques  ^,  et  ^i  satisfont  à  la  condition 

§  9.  La  substitution 

OU  bien 

t*  r=  tt'  ;  v^  H-  v'*  =  4c^ 

ne  change  pas  la  relation  (12). 

En  effet,  on  a 

vdv  =:  —  v'dv\ 

Archives  v.  15 
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Par  suite,  il  vient 


dt;,  dv^ dv\  dv\ 


v' 


ou  bien 


dv^  dv^   dv\  dv\ 


Par  conséquent,  Texpression 

du^  du^  dv^  dv^ 

16*  — 4c*       v^ — 4c* 

n'est  pas  altérée  par  notre  substitution. 

Cela  veut  dire  que  la  transformation  involutive  que  nous  venons 
de  considérer,  change  deux  courbes  orthogonales  en  deux  courbes 
qui  se  coupent  encore  sous  un  angle  droit. 

§  10.  Le  système  de  cercles  concentriques 

r'  =  /c, 

où  Y  désigne  un  paramètre  variable,  se  transforme  dans  le  système 
de  courbes,  définies  par  la  relation 

pq  =  /*c* (41) 

Ce  sont  des  cassiniennes,  ayant  pour  foyers  les  pôles  P  et  Q. 
En   particulier,   on   aura,  pour  7=1,  une  lemniscate;  elle  cor- 
respond au  cercle  passant  par  P  et  Q. 

Les  trajectoires  du  système  (41)  sont  déterminées  par  Téquation 
différentielle 

d&  -^dffzizo, 

qui  résulte  de   la   relation   (15),   si   Ton   y  remplace  dp  :  dq  par 
—  p:q,  ou  bien  par  —  sin  ^  :  sin  ô. 

Les  nouvelles  courbes  correspondent  donc  à  Téquation  biangulaire 

^+«  =  2é, (42) 

e  étant  un  paramètre  variable. 

Introduisons  des  coordonnées  rectangulaires,  l'origine  coïncidant 
avec  R  et  Taxe  des  X  étant  placé  le  long  de  PQ.  Alors  on  a 

ta  »=     ^      ;  ta  â  =  —^—, 
^  X  —  c'^  X  -^  c 

Par  suite  Téquation  (42)  se  transforme  en 

x^  —  2/2  —  c'  =  2  a:  3/  c<gr  2f . 

Il  est  visible,  qu'elle  définit  un  faisceau  d'hyperboles  équilatères  ; 
toutes  les  courbes  du  faisceau  passent  par  les  pôles  P  et  Q. 


RECHEHCHES  SUR  LES  COORDONNÉES   MULTIPOLAIRES.  109 

La  direction  des  asymptotes  est  déterminée  par  ^  =  ^  =  ^  et  par 

Observons  que  la  seconde  branche  de   l'hyperbole   est   définie 
par  l'équation  ^  -h  ^  =  2*  -h  tt. 

Cherchons  maintenant  l'équation  bipolaire  de  ces  hyperboles. 

Pour  la  cassinienne,  on  a  dp  i  dq  :=  —  p  >  qi   par  conséquent,  il 
nous  faut  faire  la  substitution 

du,  :  dv,  =z  V  :  u 
dans  la  relation  (12). 

Il  vient 

u{u^  —  P)  —  v{v^  —  Py 
De  là  on  tire  l'intégrale 


u^  —  p        _  «*  — 


«'    =^ 


ou  bien 


(p-qr-r~^yp-qf  • 


Donc,    les    hyperboles    équilatêres,    concentriques,    passant   par 
P  et  Q,  sont  représentées  par  l'équation  bipolaire 

{p\-q^y  =P  {p'-hq')^fipq (43) 


CASSINIENNES. 

§  It.  Rappelons  la  relation  (26) 

(p^-ç*)^=2/>(p^+g^)-hA; 
elle  représente  les  droites  parallèles  à  l'axe  polaire. 
Pour  qu'une  telle  droite  touche  la  cassinienne 

pq  =  Kp, 

les   deux  valeurs  du  rapport  dp  :  dq  que  l'on  peut  tirer  de  leurs 
équations,  doivent  être  égales. 

Par  conséquent,  les  coordonnées  des  points,  où  une  cassinienne 
est  touchée  par  une  tangente  double,  vérifient  la  relation 

q     pi  ^  q^  ^  p p 

P  '  p^  —  q^  —  P~     ?' 

15* 
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OU  bien 

Le  lieu  des  points  de  contact  se  compose  donc  de  la  droite 
p  ==  q  et  dix  cercle  p^  •+■  q^  =/*  =  4c^. 

Parce  qu'on  a  ^^  ^  ^2  —  2t^  -i-  2c^,  le  rayon  de  ce  cercle  est 
égal  à  c;  ce  cercle  passe  donc  par  les  foyers  P  et  Q. 

Évidemment,  la  droite  p  =  g  contient  les  points  de  contact  des 
cassiniennes  à  une  branche,  avec  des  tangentes  simples,  parallèles 
à  Taxe. 

§  12.  L'équation 

pg  =  a' (44) 

peut  être  remplacée  par  la  relation 

(|.>  ^  c^y  ~4cV»  coa^œ  =  a\ (45) 

eu  égard  aux  égalités  suivantes 

;>*  =  f  *  4-  c*  -h  2cr  cos  co 

ç»  =  r*  4-  c*  —  2cr  cos  (o •  •  •  •  •  i    J 

Soient  17  et  K  deux  points,  situés  sur  les  segments  PR  et  Q22, 
de  sorte  que 

UR  =  BV=zd. 

Désignons  par  u  et  v  les  distances  des  points  Z7  et  F  à  un 
point  quelconque  du  plan. 

Il  est  visible  qu'on  aura  l'égalité 

u^v^={r^  4-  d»)*  —  4dV>  cosoi (47) 

En  combinant  les  équations  (45)  et  (47),  de  manière  à  éliminer 
cos  o>,  on  arrive  à  la  relation 

c^u^v^  —  a*d^  =  (c^  —  d»)  (r*  —e^d^) (48) 

Or,  lorsque  c  >  a,  on  pourra  déterminer  la  distance  d  par  l'égalité 

c^d^=c*—a^    (49) 

Alors  l'équation  (48)  sera  de  la  forme  simple 

c^v/v  =  a^r^    (60) 

C'est  donc  l'équation  tripolaire  d'une  cassinienne  à  deux 
branches  (ovales),  dont  les  foyers  sont  placés  sur  l'axe  polaire. 

§  13.  Prenons  sur  la  droite  p  =  g,  deux  points  8  et  T,  définis 
par  les  égalités 

RS  =  BT=:e. 
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Les  coordonnées  bipolaires,  s  et  <,  d'un  point  quelconque,  par 
rapport  aux  pôles  S  et  T,  vérifient  les  équations 

«^  =r*  4-  e*  — 2er  siiioi 
^*  =  r*  4- e* -h  2  «  r  sin  «a 
On  en  déduit 

s^P={r^  +  «^)'  -46'r»8in»û> (52) 

Par  une  combinaison  convenable  des  équations  (52)  et  (45),  on 
obtient  la  relation 

c'  a»  i^  4-  o«  6»  =  (c»  -h  «»)  (r*  -f-  c*  6*) (53) 

Il  est  visible  que  cette  égalité  se  simplifie,  si  Ton  admet  que 

c»6»=a*— c* (54) 

En  efiet,  elle  se  réduira  alors  à 

c»«e  =  a»r» (55) 

Il  est  évident  que  cette  réduction  ne  peut  se  faire  que  sous  la 
condition  a  >  c. 

Donc,  réquation  tripolaire  (55)  représente  une  cassinienne  à 
une  branche,  dont  Taxe  focal  est  perpendiculaire  à  Taxe  polaire. 

§  14.  En  combinant  les  relations  (52)  et  (48),  on  trouve 

ni  ty»  _  c^  —  d^      ^    ^  c^  —  d^ 

c'  4-  e^ 
Evidemment,  cette  égalité  sera  remplacée  par 

quand  on  pourra  disposer  des  distances  d  et  e  de  manière  que 

c*  —  d*  c*  -H  «*  ' 

OU  bien,  que 

(c»— d^)  (c»  H-e^)  =  a* (57) 

Donc,  si  Ton  pose 

c^—d^=a^tg^k 
et 

c*  4-e*  =a*  c<gr'  ;i, 

la  cassinienne  peut  être  définie  par  la  relation  quadripolaire 

u  v  =  «<  <sr»  1 (58) 
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Réciproquement,  l'équation  quadripolaire 

uv  =  fi^  8t, .     (59) 

où  les  pôles  des  quatre  rayons  vecteurs  coïncident  avec  deux 
couples  de  sommets  opposés  d'une  losange,  représentera  une  cas- 
sinienne  dont  les  foyers  se  trouvent  sur  Tune  des  diagonales. 

Des  demi-diagonales  d  et  e,  on  déduit  les  valeurs  de  a  et  de  c 
par  les  formules 

Il  résulte  de  ces  égalités  que  /*  doit  être  inférieur  à  1,  si  Ton 
veut  que  les  foyers  soient  placés  sur  la  droite  U  V, 
Puis,  on  aura 

à  mesure  que 

ou  bien,  que 

< 


6'  M*  <  d\ 


§  15.  Afin  de  généraliser  les  résultats  précédents,  menons  par 
le  centre  jR  des  cassiniennes  deux  droites,  formant  des  angles 
3  et  *  avec  Taxe  PQ.  Sur  la  première  droite,  prenons  deux  points 
U  et  V,  de  sorte  que  RU  =^  RV^=  d;  de  même,  fixons  sur  l'autre 
droite  les  points  S  et  T,  de  manière  que  RS:=  ST  =  e. 

Les  rayon*  vecteurs  r,  s,  f,  u,  v  d'un  pont  quelconque,  par  rap- 
port aux  pôles  R,  S,  T,  U,  F,  satisfont  alors  aux  égalités  suivantes, 
où  (o  signifie  l'angle  entre  r  et  PQ. 

u^v*  ^  r*  -h  2d'r^  (1  —  2  cos*  S)  cos'  co  —  4d*r'  cos  d  sin  d  cos  œ  siu  co  + 
-h  2d»r^  (1  —  2  sin'  d)  sin»  «  -h  d* (61) 

8^t^  =  r*  4-  2«'r»  (1  —  2  cos*  f)  cos*  œ  —  46*r*  sin  *  cos  e  sin  o  cos  o  -h 

+  2«V »  (1  —  2  sin'  0  sin*  »  H-  6*  =  o (62) 

Pour  reconnaître,  si  l'équation  quadripolaire 

xuv  =  X8i (63) 

peut  représenter  une  courbe  de  Cassini,  introduisons  les  valeurs 
de  u^v^  et  de  s^  t\  fournies  par  (61)  et  (62),  dans  l'égalité  (63), 
et  comparons  la  nouvelle  équation  avec  la  relation  (45)  qu'on 
peut  écrire  sous  la  forme 

r*  -H  2  c*  f  *  sin'  m  —  2  c*  r*  cos*  »  -h  c*  —  a*  =io (64) 
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On  obtient  alors  les  conditions  suivantes 

j       ,,  _  x'  d^l  ~  2  coB^  d)  —  X^e^(l  —  2  cos^  Q  _ 
»   —A   —  -—^  _ 

_  X»  d^l  —  2  sin^  S)  —  X^  g>  (1  —  2  sin^  Q  _  x^d*— À^e^  _ 
c*  c*  —  a* 

_x*d>8in2  3  — A^g^8in2f 

0 

On  pourra  les  remplacer  par  le  système  d'égalités 

X*  d»sin2«  =  i*  tf^8in2ê 

X»  d>  008  2  a  —  A»  tf»  ces  2  *  =  c*  (x*  —  X>) (65) 

X»  d*  —  X»  «♦  =  (c*  —  a*)  (x*  —  X»), 
ou  bien,  par 

x^ e^  sin  2  f e^  cos  2 1  —  c^  _  g^  4-  a*  —  c*  ...^v 

X»  —  d^8in2«  — d»cos2«  — c»  —  d*  -h  a*  —  c* ^^^^ 

En  posant  5  =  o  ,  *  =  ^ ,  on  retrouve  l'équation 

Tt  -  V     c»+6^      (67) 

Quand  on  se  donne  les  diagonales  2d,  2  e  du  parallélogramme 
SUTVy  avec  l'angle  %p  qu'elles  forment,  on  pourra,  pour  toute 
valeur  du  rapport  x  :  i,  calculer,  au  moyen  des  relations  (66),  les 
valeurs  correspondantes  des  quantités  <5,  t,  c  et  a. 

Il  en  résulte  que  l'équation  quadripolaire 

définit  une  série  de  cassiniennes  concentriques,  à 
foyers  variables. 

En  particulier,  les  quatre  pôles  pourront  être  placés  sur  une 
droite. 

Alors  les  quantités  c  et  a  seront  définies  par 

et  par 

a*=(d>— c*)^6>— c*). 

§  16.  Désignons  par  «^  l'angle  que  l'axe  polaire  PQ  forme  avec 
une  droite  arbitraire,  menée  par  jR,  et  soit  œ  l'angle  que  cette 
droite  fixe  fait  avec  le  rayon  vecteur  r  d'un  point  quelconque. 

n  est  visible  que  l'équation  bipolaire  (44) 

pourra  être  remplacée  par  la  relation  polaire 

(r*  -h  c'^y  —  4  c^  r^  cos*  (a>  —  Wo)  =  a* (68) 
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Or,  on  peut  écrire  cette  égalité  sous  la  forme 

r*  +  c*  —  2  c»  r»  cos*  2  («  —  Wo)  =  a* (69) 

La  nouvelle  équation  nous  suggère  la  substitution 

r^=kç    ,    2«  =  Ji (70) 

Évidemment,  elle  transforme  la  courbe  de  Cassini,  définie  par 
(68),  dans  la  courbe,  déterminée  par  Téquation 

**  ç»  4-c*— 2c'  *^C08(«— cio)  =  a* (71) 

En  posant,  pour  simplifier, 

a^:=ka     ,     c^rri/, 

on  peut  écrire  l'égalité  (71)  sous  la  forme 

ç*  -h  /*  —  2  /  ç  008  (w  —  c5jj)  =  a» (72) 

Or,  c'est  réquation  polaire  d'un  cercle  dont  le  centre  est  défini 
par  le  rayon  vecteur  y  et  l'angle  polaire  w„. 

On  remarquera  que  la  substitution  inverse 

kç'rrr^     ,     cij±=2<o,     • 

transforme  le  point  {q,  ^l)  dans  le  couple  de  points  (r,  û>'  et  (r,  m  +  rr). 

Elle  remplace,  à  un  facteur  près,  le  rayon  vecteur  a,  issu  du 
pôle  (/,  wo),  par  le  produit  de  deux  rayons  vecteurs  p  et  q  dont 
les  pôles  sont  déterminés  par  les  coordonnées  (c,  <o^)  et  (c,  œ^  +  n). 

Rappelons  que  l'angle  tp  que  la  tangente  à  une  courbe  r  '^/{(a) 
forme  avec  le  rayon  vecteur  r,  est  déterminé  par  la  relation 

%rV'  =  r^ (73) 

Donc,  si  deux  courbes  se  coupent  sous  un  angle  A,  on  aura 

Or,  si  l'on  pose 

T^  z=  kç     ,      2co  =  ô), 

il  vient 

2rdrz=zkdç     ,     2  dai  =  du>  ; 
de  là  on  tire 

diû  ^  du)        .     r  d(ù Q  dô) 

rdr       kdo  ~dr  d^  * 
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Par  conséquent,  on  arrive  à 

'-?^'-^-=igl (75) 

Par  suite,   les  courbes  transfonnées  se  coupent  encore  sous  un 
angle  k;  donc,  la  transformation 

r'  rr  i^     ,     2a)  =:  w 

conserve  les  angles. 

§  17.  On   en  conclut  que  le   faisceau   d'hyperboles  équilatères, 
caractérisées  par  Téquation  biangulaire 

&-\-ff  =  2e, (42) 

se  transformera  dans  un  faisceau  de  droites. 
On  le  prouve  encore  de  la  manière  suivante. 
Dans  les  triangles  {p,r,c)  et  (q^r^c)^  on  a 

r  sin  ((û  —  0)z=  c  sin  â 
r  sin  (0-  —  a>)  =  c  sin  ^ 
De  là,  on  déduit 

r^  jsin^  (i'>—  w)  — sin'  (w—  ô)|  =c'  (sin'  0  —  sin^  â), 

ou  bien, 

r^  sin  (^  4-  ^  —  2  ca)  =  c'  sin  ((^  +  <7)       (77) 

Donc,  les  hyperboles  équilatères  o  +  ^  =  2  f ,  sont  encore  déter- 
minées par  la  relation 

r^  sin  2{é  —  œ)  =  c^  sin  2  ^ (78) 

Or,  par  la  substitution  susdite,  cette  égalité  est  changée  en 

*ç  sin  (2  é  —  o,)  =  c'  sin  2  é (79) 

C'est  l'équation  polaire  d'une  droite,  qui  rencontre  l'axe  polaire 

sous  un  angle  2^,  tandis  qu'elle  limite  sur  cette  axe  un  segment  c^  :  A;. 

Par  conséquent,  la  substitution  inverse  remplace  l'angle  2  f,  formé 

par    une  droite  avec  l'axe  polaire,  par  la  somme  de  deux  angles, 

{^  et  0^  formés,  avec  cet  axe,  par  les  rayons  vecteurs  q  et  p. 

.§  18.  Considérons  la  série  de  cercles,  tracés  du  point  Q  comme 
centre;  ils  sont  définis  par  l'égalité 

az=ia^:c (80) 

La  substitution 

i}-^r'^  :c    ,     cô  =  2  a> 

les  change  en  les  cassiniennes  confocales 

pç  =  a* 

AKCHIVES   V.  16 
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Le  cercle  dont  le  rayon  est  égal  à  c,  sera  remplacé  par  une 
lemniscate;  en  efifet,  le  point  JS  de  ce  cercle  reste  invariable; 
il  devient  donc  le  point  double  de  la  lemniscate. 

Par  le  pôle  R  menons  les  tangentes  à  tous  les  cercles  du  fais- 
ceau; les  points  de  contact  seront  situés  sur  le  cercle  dont  RQ 
est  un  diamètre. 

Puisque  une  droite,  menée  par  R  sous  un  angle  w  (ou  ô>  4-  2  Ji), 
est  changée,  par  la  transformation  inverse,  en  deux  droites  passant 
par  le  même  point  et  inclinées  sous  des  angles  ^  ci  et  ]  «  +  ;t, 
toutes  ces  tangentes  deviendront  des  tangentes  à  une  cassinienne. 

On  en  conclut  que  les  points  antitangentiels  du  centre 
jR,  par  rapport  au  faisceau  cassinien,  sont  situés  sur 
la  lemniscate  qui  passe  par  les  foyers  P  et  Q  de  ce 
faisceau. 

Observons  que  P  et  Q  doivent  appartenir  au  lieu  antitangentiel, 
parce  que  ces  deux  points  constituent  la  forme-limite  de  la  cas- 
sinienne. 

§  19.  Soient  /  ,  et  /  2  deux  points  fixes,  déterminés  par  les  coor- 
données polaires  (/i  ,  ^1)  et  (y^  »  '"^2)-  Rappelons  que  la  substitution 

xo  =  r***      ,     ô>  =  2a>, 

remplace  les  rayons  vecteurs  u^  et  u^  d'un  point  quelconque, 
par  rapport  aux  pôles  /  ,  et  /  jj,  par  les  produits  Pi  q^  et  p^  ?2- 
Les  rayons  vecteurs  correspondent  évidemment  à  quatre  pôles 
PiyQi  i  Pi^Qii  placés  aux  sommets  d'un  parallélogramme  dont 
le  centre  coïncide  avec  le  point  R.  En  effet,  ces  quatre  points 
seront    déterminés    par    les    coordonnées    polaires    (l-^  x/,  »  \  ^xh 

Par  conséquent,  la  relation  bipolaire 

«1  r=  m  a, , (81) 

qui  représente  le  faisceau  de  cercles  dont  /  ,  et  /  2  sont  les  points- 
limite,  se  transformera  en  l'équation 

p,q,=mp^q,, (82) 

On  a  donc  démontré  de  nouveau  que  cette  relation  quadripolaire 
représente  un  faisceau  de  cassiniennes.  (Voir  §  15.) 

Observons  maintenant  que  notre  substitution  change  le  centre 
d'un  cercle  en  le  couple  de  foyers  de  la  cassinienne  correspondante. 

La  droite  /  ,  z^,  lieu  des  centres  du  faisceau,  sera  transformée 
dans  une  hyperbole  équilatère,  à  centre  i?,  et  passant  par  les 
quatre  pôles  P, ,  Q, ,  Pg»  O2  J  ^^  ^^^a  donc  le  théorème  suivant: 
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Les  foyers  du  faisceau  cassinieu,  défini  par  la  rela- 
tion quadripolaire 

sont  placés  sur  une  hyperbole  équilatère,  tracée  par 
les  quatre  pôles. 

§  20.  Les  trajectoires  orthogonales  du  faisceau  de  cercles  seront 
changées  en  une  série  de  courbes  orthogonales  au  système  cassinien. 

Or,  les  courbes  (81)  sont  coupées  sous  angle  droit  par  les  cer- 
cles dont  l'équation  biangulaire  sera  de  la  forme 

f^,-l^.  =M (83) 

Ici  /:?,  et  /y  2  désignent  les  angles  que  la  droite  ^1/2  forme 
avec  les  rayons  vecteurs  a,  et  «2. 

Soit  alors  fi^  l'angle  entre  la  droite  /  ,  /  j  et  l'axe  polaire  de 
la  transformation;  soient  enfin  2^,  et  2^2  ^^  inclinaisons  de 
a,  et  «2  sur  cet  axe. 

Parce  qu'on  a 

^.  =2*,  -h/t^o         et        (i,=2é,+[i,, 
l'équation  (83)  pourra  être  remplacée  par  celle-ci 

2*2  ~2é,  =^ (84) 

Or,  on  sait  que  la  transformation  introduit  au  lieu  des  angles 
2f|  et  2^2  les  sommes  Oj  H- ^^j  et  o^  '^^2>  ^^  1®®  nouveaux 
angles  sont  formés  par  l'axe  polaire  avec  les  quatre  rayons  vec- 
teurs Çi  ,2>i  et  32  ,  j)2- 

On  en  déduit  que  l'équation   quadriangulaire 

{», -^  &,)-{&, -h  0,)  =  fi (85) 

représente  un  faisceau  de  cassiniennes  passant  par 
les  sommets  du  parallélogramme  Pj  P^  Qj  Q2,  et  formé 
des  trajectoires  orthogonales  du  faisceau,  qui  cor- 
respond à  la  relation  quadripolaire 

Pi  3i  =mpi  îj. 

On  peut  remplacer  l'équation  (85)  par  une  relation  indépendante 

de  l'axe  polaire.  En  effet,  désignons  par  / ,  l'angle  des  rayons  vecteurs 

Qt   et  Ç2  ;  P^r  èf  l'angle  des  rayons  vecteurs  p,  et  p2.   Alors  les 

cassiniennes  du  système  orthogonal  seront  déterminées  par  l'égalité 

X  +  £  =  ^ (86) 

Puisque  les  centres  du  faisceau  de  cercles,  représentés  par  (83),  se 
trouvent  sur  la  droite  a,  =  «2  >  ^^  que  la  transformée  de  cette  droite 
sera  une  hyperbole  équilatère,  on  arrive  au  théorème  suivant: 

16* 
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Les  foyers  du  faisceau  cassinien,  défini  par  la  re- 
lation x'-l-l  =  ii«>  sont  placés  sur  une  hyperbole  équi- 
latère,  déterminée  par  l'équation  quadripolaire 

Pi  9i  =p2?2 (87) 

§  21.  Appliquons  la  transformation 

xç  =  r*     ,     ô>  =  2  01 
aux  systèmes  orthogonaux 

a,  a,^  -h  aj  a,»  =  i (88) 

a,  cigfif-ha^ctgii^^fi (89) 

dont   le    premier  consiste  de   cercles  concentriques,  tandis  que  le 
second  se  compose  des  droites  menées  par  le  centre. 

Les  deux  systèmes  seront  remplacés  par  un  faisceau  confocal  de 
cassiniennes  et  par  le  faisceau  orthogonal  d'hyperboles  équilatères. 
On  en  conclut  que  l'équation 

«iPi'9,'+a2Pi'92'  =  ^'^ (90) 

représente  une  cassinienne,  et  que  la  relation 

a,ctg[&^  ^0^  -|^o)-Ha2C<î7(^î  +  ^,  — (^o)  =i«  .  •  .  .  (91) 
désigne  une  hyperbole  équilatère. 

D'une  manière  analogue  la  transformation  du  faisceau  de  droites 
parallèles 

«,^  -«,»  =À (92) 

fournit  un  faisceau  d'hyperboles  équilatères,  définies  par 
l'équation 

P.^?.^-P2'î.^=-'^ (93) 

Il  est  évident  que  toutes  ces  courbes  coupent  sous  un  angle 
droit  une  hyperbole  équilatère  fixe;  c'est  la  transformée  de  la 
droite  /  ,  r^. 
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§  22.  Considérons  maintenant  l'équation  linéaire 

ap-^^3q  =  yf (94) 

Elle   représente   une  courbe   que   Ton   nomme   courbe  de  Des- 
cartes ou   cartésienne. 

Evidemment   on   peut   remplacer   cette   égalité   par  la  relation 
biangulaire 

a  sin  ^  4-  (!J  sin  ^  =  /  sin  (^  —  â) (95) 
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Dans  cette  équation,  posons  »  =  â;  il  vient 

{a  -h  ^)  sin  ^  =  0, 
OU 

â  =  o       et       â  =  n. 

Donc  la  cartésienne  n'a  pas  de  points  à  l'infini;  il  y  a  une 
exception,  si  a  -\-  /i  =  o;  alors  la  courbe  est  une  hyperbole. 

Pour  déterminer  les  intersections  de  la  cartésienne  avec  Taxe 
polaire,  combinons  l'équation 

ctp-h  iiq  =  yf, 
où  /  sera  un  nombre  positif,  avec  les  relations 

p  +  g=/    ,    p  —  q—f    et     q—p=f. 

Ou  trouve  successivement 


P  —  a-^J     • 

'=h:-J/^ 

w 

'=:x'ff  ■ 

'='.>>^^ 

(fi) 

^-^ip  ■ 

'=::j^- 

(C) 

Soient  d'abord  a  et  ft  des  nombres  positifs.  On  voit  immédiate- 
ment que  la  courbe  ne  peut  pas  avoir  trois  intersections  avec  PQ. 

Il  y  aura  un  point  A  et  un  point  B^  ^  a  <  y  <  /^l 
xm  point  A  et  un  point  C,  si  «  >  /  >  /y  ; 
un  point  B  et  un  point  C,  si  /  >  a  et  7  >  /i. 

Quand  a  >  0  et  /:?  <  0,  on  trouve 

un  point  A  et  un  point  J5,  si  —  ft  >  a  >  y] 

un  point  A  et  un  point  C,  si  «  >  7  et  a  >  — ft] 

un  point  B  et  un  point  0,  si  /  >  a  >  —  (i. 

Enfin,  a  étant  négatif  et  ft  positif,  on  a 

un  point  ^  et  un  point  J5,  si  /î  >  —  a  et  /?  >  y  ; 
un  point  A  et  un  point  C,  si  —  a  >  fi  >  y\ 
un  point  B  et  un  point  G,  A  y  >  ft  >  —  a. 

Évidemment   les  pôles  P  et  Q  sont  situés   dans  l'intérieur   de 
la  courbe,  si  l'axe  polaire  contient  un  point  B  et  un  point  C. 
Donc,  P  et  Q  sont  des  foyers  intérieurs, 

1)  pour  la  courbe  «p  •+•  /^î  =  y/,  si  /  >  a  et  7  >  /?; 

2)  pour  f^p  —  ft(l  =  7fj  si  y  >  a  >  ft\ 

3)  pour  —  «?"•"/*?  =  //»  si  y  >  ft  >  a. 
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Au  contraire  P  se  trouve  au  dehors  de  la  courbe,  tandis  que 
Q  est  placé  à  Tintérieur,  dans  les  cas  suivants: 

1)  si       ap  -h  fiq  =  y/,  où  /:?  >  y  >  a  ; 

2)  si        ajJ  —  /iq  =  Yf}  ^^  ft  >  cl>  y\ 

3)  si  —  «J3  -h  /Vg.=  //,  où  /^  >  a  et  ft  >  y. 
Finalement  Q  est  un  foyer  extérieur,  tandis  que  P  se  trouve 

à  rintérieur  de  la  courbe,  quand  on  a 

1)  ay  -h  (iq  —  yjy  avec  a  >  y  >  ft\ 

2)  ap  —  (iq  =  y/,  avec  a  >  y  et  a  >  /î  ; 

3)  —ap-^/iq  =  yf,  avec  a>  ft  >y. 

Il  va  sans  dire  que  dans  cet  aperçu,  a,  ft  ^\>  y  désignent  des 
nombres  positifs. 

§  23.  Maintenant,  supposons  que,  dans  la  relation 

ap^h-vS. (96) 

a,  ft  et  y  soient  de  tels  nombres  que  la  cartésienne  correspon- 
dante ait  P  comme  foyer  extérieur. 
Par  P  menons  une  droite  qui  coupe  la  courbe  en  S  et  S'. 
D'après  le  théorème  de  Stewart,  on  aura  l'égalité 

gS^  X  PU'  -h  PQ»  X  SS'  —  QS'^  X  PS  -h  PS  X  PS'  x  SS' ; 
ou  bien 

F/'  -pY  =  (p  ~  PP)(P-P) (97) 

Au  moyen  des  équations 

€cp-¥^q  =  Yf 

et 

ap'  -h  iiq'  —  yf, 

on  peut  éliminer  les  rayons  vecteurs  q  et  q.  Il  viendra 

(P  -  70  Ur'  -  P)  P  -  («'  -  n  PPl  =  0, 
d'où 

PP'  =  p£^^^P (98) 

(Cette  fraction  est  positive,  parce  que  ft^  >  a^  ai  ft^  >  y^). 

On  en  déduit  que  la  cartésienne  reste  invariable  dans 
une  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
ayant  P  comme  pôle. 

Posons 

H^  —  y^ 

l^^a^f^g (99) 

d'où 

PP'  =  f9 (100) 
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Soit  R  le  point  conjugué  de  Q,  de  sorte  qUe 

PR=g. 

Des  triangles  semblables  PRS  et  PS'Q  on  tire  la  proportion 

PR  :  PS'  =  RS  :  S'Q  =  PS  :  PQ, 
ou  bien 

g:p'  =  T:q^=p:f (101) 

En  substituant,  dans  l'équation 

les   valeurs   de  p    et  q\  tirées  de  (101),  on  arrive  à  la  nouvelle 

relation  bipolaire 

yp  —  (ir=ag (102) 

Il  en  résulte  que  le  point  R  doit  être  regardé  comme  un  troi- 
sième foyer  de  la  cartésienne,  de  sorte  que  la  courbe  possède 
deux  foyers  intérieurs  et  un  foyer  extérieur. 

C'est  un  théorème  connu  qu'on  doit  à  Chasles. 

On  tire  des  équations 

«p  4-  (îî  =  rjf 

une  troisième  relation  bipolaire,  en  éliminant  p;  il  vient 

^i  (yq  -h  ar)  =  y^f  ^  <^^g=p  I  fl  ^V (103) 

Or,  on  a 

Donc,  si  l'on  pose 

f-g^K 
d'où 


l'égalité  (103)  se  réduit  à  celle-ci    . 

yq^ar  =  ph (105) 

Ensuite,   on   peut  représenter  la  cartésienne   \ysLT  une  équation 
linéaire,  homogène,  à  trois  rayons  vecteurs. 
En  effet,  si  l'on  fait  usage  des  égalités 

?'  =  y    '    '•'  =  >      (voir  (101)), 

pour  éliminer  q'  et  r',  on  dérive  de  l'équation 

yq'  H-  ar'  =  jîA 
la   relation   tripolaire,   homogène 

yfr  -^  agq  —  ^hp  =  o (J06) 
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Or,  en  multipliant  les  équations 

ap^^3q  =  yf (96) 

yp—pr  =  ag (102) 

yq  -h  ttr  =  ^h (105) 

respectivement  par  —  /,  a  et  /?,  on  trouve,  après  les  avoir  addi- 
tionnées, la  condition 

0  =  / V  —  «*?  —  1**^  •  • (107) 

Il  est  évident  que  toutes  les  cartésiennes,  qui  vérifient  cette 
relation,  auront  les  foyers  P,  Q,  R  en  commun. 

§  24.  Convenons  de  désigner  par  P,  iJ,  Q  les  trois  foyers  d'une 
cartésienne  donnée,  en  parcourant  Taxe  polaire  de  la  gauche  à 
la  droite. 

Alors  il  y  aura,  pour  un  triple  donné  de  foyers^  une  deuxième 
série  de  cartésiennes,  pour  lesquelles  Q  est  le  foyer  extérieur. 

On  le  reconnaît  tout  de  suite,  en  faisant  l'observation  que,  g  et 
h  étant  des  quantités  positives,  on  doit  avoir 

«*  <  r*  <  ?\ 
ou 

or,  conformément  à  la  discussion  du  paragraphe  22,  dans  le  pre- 
mier cas  P  est  le  foyer  extérieur,  dans  le  deuxième  cas  Q  se 
trouve  en  dehors  de  la  courbe. 

Par  chaque  point  du  plan  on  peut  tracer  une  courbe  de  la 
première  série  et  une  courbe  de  la  deuxième  série. 

Les  deux  valeurs  du  rapport  a  :  fi  se  déduisent  des  égalités 

ap  +  ^q  =  Yf 

On  en  tire  Téquation 

(p'— /?)a^  -h2p5aiî-h(g*— fA)|i^=0 (108) 

Le  discriminant  de  cette  équation  est  égal  è.f{hp^  h-  gq^  —fgh); 
cette  expression  est  positive,  en  vertu  du  théorème  de  Stewart. 
Par  suite,  les  deux  courbes  sont  toujours  réelles. 

Démontrons  qu'elles  se  coupent  sous  un  angle  droit. 

On  a 

dpidq^:  —  ji:  a. 
Donc 

dq,        dq^  Va,        aj        q'—fh 

"^Pj   .  iPj.  —  ?i    .  i^_i_  _  P'  —J9_. 
dq,       dq^        a,        a,  ?'  ~  A 
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Par  suite,  il  vient 

dp^        dpj^  2pq 

dq,  "^  dq^ 

Cela  s'accorde  avec  la  formule  (11),  puisque  g  4-  h=f. 

Donc,  les  deux  séries  de  cartésiennes,  d'un  système 
confocal,  forment  deux  faisceaux  orthogonaux. 

Il  est  visible  que  ce  théorème  comprend  le  cas  particulier,  où 
les  deux  séries  sont  composées  de  hyperboles  et  de  ellipses  confocales. 

En  eflfet,  si  Ton  remplace,  dans  l'équation  (108)  h  par/ — flf,  et 
qu'on  y  rend  g  infini,  elle  se  réduit  à  a^  — p  =  o.  Les  équations 
des  courbes,  passant  par  un  point  donné,  auront  donc  la  forme 
2>  -4-  ç  =  const.  et  |o  —  q  =  const. 

Parmi  les  courbes  d'un  système  confocal,  on  trouve  les  deux 
cercles 

p^=fg        et        q^=fh (109) 

Cela  résulte  de  l'équation  (108).  En  y  faisant  p^  —fg^  on  trouve 
/î,  =o;  de  là  on  trouve  ap  =  y/et  €c^g  =  Y^f^  ce  qui  s'accorde 
avec  p^  =fg. 

Ce  cercle  appartient  donc  à  la  série  cartésienne  qui  a  0  pour 
foyer  extérieur. 

Il  contient  les  points  de  contact  des  tangentes  que  Ton  peut 
mener  par  P  aux  courbes  de  l'autre  série. 

On  retrouve  donc  la  propriété,  démontrée  dans  le  §  23,  que  la 
cartésienne  est  anallagmatique  par  rapport  au  foyer  extérieur. 

§  25.  Du  foyer  intérieur  0  comme  centre,  transformons  la  car- 
tésienne ap  -h  /9g  =  y/,  de  manière  à  échanger  les  foyers  P  et  R. 
On  aura  alors,  pour  deux  points  conjugués,  les  relations 

p:r'  =  q:h, 
r:p'  =  q:f. 

Employons  ces  formules  pour  transformer  l'équation  (106) 

yfr  -h  agq  -  jihp=:o. 

On  trouve  sans  peine 

^r'  —  yp'^ag (110) 

En  vertu  des  équations  (102)  et  (107),  la  relation  transformée 
représente  encore  une  cartésienne  du  système  confocal,  ayant  pour 
foyer  extérieur  le  point  P. 
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Remarquons  que  les  équations  (102)  et  (110)  diffèrent  seulement 
dans  le  signe  de  a. 

On  obtient  la  même  courbe  en  ettéctuant  une  inversion,  à  puis- 
sance négative,  qui  échange  les  points  P  et  0,  et  remplace,  par 
conséquent,  un  point  au  dessus  de  Taxe  polaire  par  un  point 
situé  au  dessous  de  cette  droite. 

En  éliminant  de  l'équation 

«P  H-  i^3  =  // 
les  rayons  vecteurs  j:>  et  g,  à  l'aide  des  égalités 

p:q'=zg:r'        et        q:p'=h:r\ 
on  arrive  à  la  relation 

yfr'  —  agq'  —  fihp'  =  o (111) 

Puis  qu'elle  se  déduit  de  l'équation  (106)  par  l'échange  de  a  et 
—  a,  elle  définit  la  même  courbe  que  (110). 

§  26.  Soient  S  et  S'  deux  points  d'une  cartésienne,  situés  en 
ligne  droite  avec  le  foyer  extérieur  P. 

Parce  que 

PS  X  PS'  =:PQx  PB, 

on  peut  mener  un  cercle  par  les  quatre  points  Q,  R,  S  et  S\ 
Par  conséquent,  L  QSR  =  L  QS'R. 
Donc  on  a 

(^_co=  »•'  — O)' (JI2) 

où   £0  et  (o'    désignent  les  angles  que  les  rayons   vecteurs  r  et  r 
font  avec  l'axe  polaire. 

Nommons  i/*  et  i/i',  les  angles,  définis  par  les  égalités 
t^  ^1=  T  —  (û         et         t/i'  =  r'  —  «'  ; 

ici  r  représente,  comme  au  §  1,  l'angle  que  la  tangente  du  point 
S  forme  avec  l'axe  QR 
Alors,  on  a 

ip  —  *  =  (t  —  »)  —  (t  —  ^)  =  ^  —  m; 

donc,  en  vertu  de  (112), 

tp  — 0  =  tp'  — r/i' (113) 

Puis,  le  rapport  dr  :  (Iq  étant  constant  pour  la  cartésienne,  on 
a  la  proportion 

CCS  %if  :  ces  0  =  008  xff'  :  ces  <!>' 
On  en  déduit  Tégalité 

tg  i  (V  -*^  '^)  ^i  (V  -  ''*)  =  <9  i  (M''  +  ^0  tgiiip'  —  *'). 
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De  là  on  tire,  en  appliquant  (113), 

Donc,  en  recourant  de  nouveau  à  (113),  on  parvient  aux  égalités 

î=t'"^'"' (114) 

qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 

§  27.   Puisque  la  cartésienne  est  anallagmatique  par  rapport  au 
foyer  P,  la  tangente  en  S  doit  être  antiparallèle  à  la  tangente  en  S'. 

Nommons  V  et  V  les  intersections  de  ces  tangentes  avec  Taxe 
polaire,  et  soit  T  le  point  qu'elles  ont  en  commun. 

Supposons  d'abord  que  P  tombe  entre  V  et  V;  alors  on  aura 
/_  QV'S'  —  L  QPH'  =  L  ÇPS^  L  QVa, 
le  triangle  3TSS'  étant  isoscèle. 

Donc 

(r-^)  +  (r-^)  =  0, 

OU  bien 

qp'  -+-  9  =  o (115) 

Maintenant,  observons  qu'on  a 

cos  9'  :  CCS  qp  =  cos  cP'  :  ces  4». 

Par   suite,    il   vient  cos  *'  =  cos  *,  d'où  l'on  conclut,  en  vertu 
des  équations  (114),  que 

0  =  *'        et        tp  =  v' (116) 

(^uand  les  points  V  et  V  sont  situés  du  même  côté  de  P,  on 
a  la  relation 

r'  — ^i=7r  — (r  — ^), 

OU  bien 

9  =  TT  —  qp (117) 

En  employant  de  nouveau  la  relation 

cos  qp'  :  cos  *!''  =  cos  qp  :  cos  * 
on  arrive  donc  à  l'égalité 

cos  *'  =  —  cos  cP. 

Eu  égard  à  (114),  on  a  finalement 

*  =  TT  -+-  *'        et        1^  :=  TT  -H  v' 
Maintenant,  observons  qu'on  a 

T  —  r'  =  ({^  -H  '/>)  —  {%'  -H  <J>')  =  (^  —  ^')  -h  (*  —  <P'). 

17* 
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Donc  on  peut  écrire,  en  vertu  des  relations  (116)  et  (118), 

r  —  î  '  =  ^  —  ^', 
ou 

T  —  t'  =  (^  —  &')  H-  n. 

Dans  le  premier  cas  on  trouve 

L  VTV  =  L  SQS\ 
ou  bien 

71  -  Z.  STS'  =  L  SQS'. 

Dans  le  second  cas  il  vient 

L  STS'  —  n—L  SQS'. 
Il  en  résulte  que  le  point  T  se  trouve  sur  le  cercle  QSS'R. 
Or,  parce  que  STr=:S'Tf  le  point  T  coïncide  avec  le  milieu  de 
l'arc  8S\ 

§  28.  Désignons  par  Ço»  ^o>  ^o>  ^o  ^^  coordonnées  polaires  de  T, 
par  rapport  aux  foyers  Q  et  R. 
Les  arcs  TS  et  TS'  étant  égaux,  on  a  les  égalités 

&^z=i\{&-^&')    et    «,  =  -i(»-H»') (119) 

En  appliquant  la  proportion 

g  :  sin  CD  =  r  :  sin  ^  =  A  :  sin  (&  —  ») (120) 

on  peut  transformer  la  relation  (105), 

ar  -h  yq  =  ^K 

dans  celle-ci 

a  sin  ^  +  P'  sin  CD  =  |)  sin  (^  —  ») (121) 

Comme  on  a  »  —  m  =  &'  —  œ'  (112),  il  en  résulte  que 

a  (sin  &  —  sin  &')  -h  y  (sin  œ  —  sin  »')  =  o 

ou  bien 

2a  siii  j(»  —  ^')  ces  j{»  -^  (^')  4-  2/  sin  ^  (cd  —  œ)  ces  i  (cd  -h  ai')  =  o 
En  vertu  de  l'égalité 

^  —  ^'  =  C»  —  €D', 

et  de  (119),  on  a  donc 

aC08»^  -^  yCOSœ^=:o (122) 

Pour  en  déduire  xme  équation  bipolaire,  employons  les  formules 

^0^  =  9o*  +  A'  H-  2goA  cos  9^  ;  g^*  =  ^o^  -h  /i*  —  2r„A  cos  c»o- 

On  obtient  finalement  la  relation 

«*-o(^o*— ?o*-A')+/?o('-o'— îo'  -hA»)=o  .  .  .  .  (123) 
ou  bien 

(«ro-h/îo)(?o*-ro*)  =  A*(/?o-«ro) (124) 
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C'est  réquation  bipolaire  de  la  courbe,  décrite  par  le  point  T. 
En  faisant  a  =  o  dans  l'équation  (124),  on  trouve 

q,^^r,^=h^ (125) 

C'est  l'équation  de  la  droite  polaire  du  point  P,  par  rapport  au 
cercle 

rq  =  §h (126) 

Nous  avons  déjà  vu  que  ce  cercle  doit  être  considéré  comme 
une  cartésienne  particulière  du  système  confocal  (§  24). 

§  29.   Parce  que  les  tangentes  ST  et  S'T  sont  égales,  il  y  a  un 
cercle  qui  touche  la  cartésienne  en  S  et  en  S\ 

Le  centre  M  de  ce  cercle  bitangent  se  trouve  sur  le  cercle  QSTS  R  ; 
c'est  le  point  diamétralement  opposé  à  T. 

Lorsqu'on  désigne  par  ^,    et  par  co,  les  angles  polaires  de  M, 
on  a  évidemment 

71     ^^  s 


^0  =  ^1  —  1       ©t      C»o=«, 


o-ÎT. 


En  vertu  de  l'équation  biangulaire  de  la  courbe  (T) 

a  cos  ^0  +  /  c^s  »j,  =r  0 (122) 

on  parvient  à  la  relation 

asin^,  — /sinco,  =0 (127) 

Il  est  visible  que  cette  équation  peut  être  remplacée  par  la 
relation  bipolaire 

ar  —  yq  =  o (128) 

Le  lieu  du  centre  M  est  donc  un  cercle  dont  le  centre  est  situé 
sur  l'axe  polaire. 

Il  est  évident  qu'il  y  a,  sur  la  cartésienne,  deux  points,  où  le 
cercle  bitangent  devient  un  cercle  hyperosçulateur,  c'est  à 
dire  un  cercle  ayant  un  contact  quadriponctuel  avec  la  carté- 
sienne. On  voit  que  ce  sont  les  points  dont  les  tangentes  passent 
par  P. 

Les  coordonnées  de  ces  points  H  se  trouvent  sans  peine,  si  l'on 
se  rappelle  que  ces  points  sont  placés  sur  le  cercle  p^  =fg- 

En  appliquant  les  équations  ap  h-  ftq  =  y/  et  yp  —  (ir  =  ajf, 
on  obtient  les  valeurs  suivantes 

qk={yf-al^fg):?]     (129) 

rH^irV^fg-ag):?. 
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Parce  qu'on  connaît  les  côtés  du  triangle  QHR,  on  pourra  cal- 
culer le  diamètre  du  cercle  circonscrit;  ce  sera  en  même  temps 
le  rayon  du  cercle  hyperosculateur.  En  eflFet,  si  les  points  S  et  S 
coïncident  en  un  point  H,  le  centre  du  cercle  bitaugent  sera  dia- 
métralement opposé  au  point  H. 

Il  va  sans  dire  que  les  deux  points  H  appartiennent  à  la 
courbe  (T). 

Afin  de  déterminer  les  coordonnées  q^  et  r,  du  centre  M  du 
cercle  hyperosculateur,  appliquons  la  relation  suivante 

QH^  +  QM'=H  AP  =RH'  ^  R  M\ 
ou  bien, 

T,^—H^=qii  ^Ti (130) 

En  posant,  pour  abréger, 

yV^al^^^ ^^3^^ 

on  aura,  en  vertu  des  égalités  (129), 

r^^—q,^=:x'h (132) 

D'après  Téquation  (128)  on  a  encore 

ccr^  =rqr 

Finalement  on  arrive  aux  valeurs 

Dans  le  quadrangle  inscriptible  QHRM,  on  a  la  relation 
QRxMH=QHxRM'hQMxBH 

En  y  substituant  les  valeurs,  trouvées  pour  5*,  n,  Çj  et  r,,  on 
obtient,  pour  le  rayon  q  du  cercle  hyperosculateur,  la  formule 

hç  =  ^^(yl^J^a\^^)\/  ~,-^-, (134) 

Pour  déterminer  le  lieu  des  centres  M  des  cercles  hyperoscula- 
teurs,  appartenant  à  toutes  les  cartésiennes  du  système  confocal, 
nous  aurons  à  éliminer  a,  /:?,  /  des  relations  suivantes 

jY^—ga^=hp (107) 

qY  =  ra (128) 

A(/^^7— «V^^)'=iîM^'— 9*) (132) 

On  arrive  finalement  à  Téquation 

(g'  —  r^)  (?  1^7-H  r  1^7)  =  A»  (g  l^J—  r  1^7)  ....  (135) 
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Le  facteur 

qu'on   trouve   en   combinant  (107)  et  (132),  a  été  écarté,    parce 
que  y  \y^~fz=i  a\^~g  donne  pour  M  les  égalités 

r  =  ç         et       .rl/y=çl^^, 

qui  ne  s'accordent  pas. 

§  30.  Il  est  visible  que  la  cartésienne  admet  une  seconde  série 
de  cercles  bitangents  dont  les  centres  se  trouvent  sur  Taxe 
polaire. 

Afin  que  le  cercle 

ap'^  -f-  V  =<?/*» (136) 

touche  la  courbe 

ap  +  ^q  =  rf (137) 

aux  points 

(Pi  »?i). 
il  est  nécessaire  que  les  deux  expressions  pour  dp  :  dqj  qu'on  peut 
tirer  des  équations  précédentes,  aient  même  valeur. 
Il  suffit,  pour  cela,  de  poser 

ap,=a    ,    6ç,=|î. 
On  trouve  alors  pour  le  cercle  bitangent 

-P\^L9l=,f (138) 

Dans  les  points,  où  la  cartésienne  coupe  Taxe,  on  aura  évidem- 
ment un  cercle  hyperosculateur. 

En  substituant  dans  (138)  les  rayons  vecteurs  de  ces  sommets 
(voir  le  §  22),  on  obtient  pour  ces  cercles  les  équations 

,,_,     ,_«ï    .,_«    ^^^^^ 

§  31.  Soient,  dans  l'équation 

ap  —  fiq  =  yf, (140) 

a  et  ft  deux  nombres  positifs. 

Alors  le  cercle  bitangent,  représenté  par  l'équation 

f  P*-f  9^=/A (141) 

sera  remplacé  par  une  tangente  double,  si 

f  =  ;f-      (142) 

Pi       9i 
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Les  points  de  contact  de  cette  droite  sont  définis  par  les  égalités 

La  relation  (141)  passe  dans  la  forme 

(«*-iî*)(p*-?*)  =  /T (144) 

Pour  obtenir  le  lieu  des  points  de  contact  B  de  la  cartésienne 
avec  sa  tangente  double,  la  courbe  parcourant  le  système  con- 
focal,  considérons  les  équations 

up-?q  =  yh     (140) 

aq-pp  =  o,    (142) 

a^g^P^h  =  y^f (107) 

On  en  tire,  par  l'élimination  de  a,  /9,  y,  l'équation 

{p^—q^y  =fgp^  -hfhq^ (145) 

La  courbe  (B)  a  en  commun  avec  Taxe  polaire  les  deux  points 
définis  par 

'ip  =  2g^h±  V^g^+gh^h\ 
Zq=g^2hTl^9^  -h^A-h  A* 

Il  se  trouvent  sur  le  segment  PQ;  les  segments  restants  de 
Taxe  polaire  ne  contiennent  pas  d'intersections.  En  eflFet,  en  com- 
binant l'équation  (145)  avec  j>  —  ç  =  ±/,  on  arrive  à  deux  couples 
de  valeurs  négatives. 

La  courbe  {B)  se  compose  de  deux  branches  distinctes,  qui  cor- 
respondent aux  deux  séries  de  cartésiennes  contenues  dans  le 
système  confocal. 

On  démontre  sans  peine  qu'elle  n'a  pas  de  points  dans  la  bande 
limitée  par  les  droites,  qui  la  touchent  en  ses  intersections  avec  Taxe. 

Il  est  évident  que  par  chacune  de  ces  deux  points  il  passe  une 
cartésienne,  qui  y  a  un  contact  quadriponctuel  avec  sa  tangente. 
Les  deux  courbes  en  question  forment,  pour  la  série  correspon- 
dante, la  limite  des  courbes  qui  possèdent  deux  inflexions. 


CARTÉSIENNES  à  FOYER  DOUBLE. 

§  32.  Maintenant,  considérons  les  cartésiennes,  où  les  deux  foyers 
Q  et  R  coïncident. 
En  recourant  à  l'équation  (99),  nous  trouvons  la  condition  «^  =  y*. 
On  pourra  donc  examiner  l'équation 

k±P  =  f .  (147) 
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D'abord,  il  est  visible  que  la  courbe 

^'^P  =  f (148) 

passe  par  le  foyer  Q,  la  relation  (148)  étant  Vérifiée  par ;p  z^f^q-^zo. 
En  outre,  elle  coupera  l'axe  polaire  au  point,  défini  par 

Pour  que  la  courbe  existe,  il  est  nécessaire  que  À  soit  compris 
entre  —  1  et  -H  1. 

On  voit  que  P  se  trouve  à  Tintérieur  de  la  cartésienne. 
Au  contraire,  le  point  P  sera  foyer  extérieur  pour  la  courbe 

^-P  =  f a49) 

Ses  intersections  avec  l'axe  seront  définies  par 

(i  +  J)p=(A-l)/,        .      (i-l)p  =  (i  +  i)f 


(X+l)g=       2f       ) 


(l-l)q=       2f        < 


On  voit  que  A  doit  surpasser  l'unité,  afin  que  la  courbe  puisse 
exister. 

§  33.  Cherchons  les  trajectoires  orthogonales  du  faisceau,  déter- 
miné par  la  relation  (148) 

On  aura  d'abord 

dp  _  ^  i  =  P~^ 

^  g    ' 

d'où  il  résulte  que 

«'(P+_9)_P  -H  q  —  f 
dîp  —  q)       p  —  q  —  f 

Donc,  dans  la  relation 

du^  doj  ^^^  u^  —  p 

cto7  dv^  ~  v»  —f' 

il  faut  substituer 

du, u  —  f 

dv,       V  —  /" 

Il  viendra  l'équation 

du^  _u  -h  f 
dw,  ~  V  4-  f* 
qui  est  vérifiée  par 

t4-h/=C(i;-i-/). 

On  a  donc  la  relation  bipolaire 

—  P  +  /*9  =  f. 
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Les  deux  séries  de  courbes,  représentées  par  réquation  (147) 

lq±p  =  f 
forment  donc  un  système  orthogonal. 

§  34.  En  transformant,  par  inversion,  la  courbe 

P  +  i^  =  f (148) 

de  sorte  que 

PP'  =  f\ 
on  trouve  la  cartésienne,  définie  par 

p-Xq=f (150) 

On  le  vérifie  en  appliquant  les  relations  connues 

q:q'  =  p:f=f:p\ 
Cependant,  les  deux  équations  (148)  et  (150)  représentent  deux 
branches  d'une  même  courbe. 
En  efifet,  la  relation  p±^[=f  peut  être  remplacée  par 


i^Y^  +  2/î C08  .^  -h  P  =  /+  ig, 
ou  bien,  abstraction  faite  de  la  valeur  9  =  0,  par 

q(\  —i,^)z=:2f  —cosf^TJi) (151) 

Il  en  résulte  que  l'égalité 

CO8  {f=:±X 

définit  les  tangentes  en  Q,  de  soi*te  que  ce  point  doit  être  un 
point  double.  En  remarquant  maintenant  que  chacune  des  équa- 
tions (148)  et  (150)  définit  seulement  une  intersection  avec  Taxe 
polaire,  outre  le  point  Q,  on  voit  que  les  lieux  déterminés  par 
ces  deux  relations  forment  ensemble  un  trait  continu. 

On  pourrait  comparer  cette  particularité  avec  celle  qui  se  pré- 
sente chez  rhyperbole,  où  les  deux  branches  sont  définies  par  les 
égalités  p  —  q  =f  et  q  — p  =f. 

11  est  visible  que  la  courbe,  représentée  par  Téquation  (151)  est 
une  limaçon  de  Pascal  dont  le  point  double  se  trouve  en  Q. 

D'une  manière  analogue,  on  prouve  que  l'équation 

-p^lq  =  f (149) 

représente  une  limaçon,  ayant  pour  point  isolé  le  foyer  Q. 

§  35.  Nous  avons  déjà  vu  qu'elle  ne  change  pas  par  la  trans- 
formation à  rayons  vecteurs  réciproques,  pour  laquelle  P  est  le 
centre,  tandis  que  deux  rayons  conjugués  vérifieîjt  l'égalité 

pp'=r. 
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Chaqae  cercle,  qui  touche  Taxe  polaire  en  Q,  rencontre  la  courbe 
en  deux  points  S  et  S\  situés  en  ligne  droite  avec  P. 
Par  conséquent,  on  a 

LP&Q=LPQS'=n  —  e'. 
En  outre 

a^LPSQ-hâ. 
Par  suite  il  vient 

^-h^'  =  7r-|-6^ (152) 

Comme  les  tangentes  en  S  et  S*  sont  antiparallèles,  on  aura, 
tout  comme  pour  la  cartésienne  à  trois  foyers  distincts, 

9  H-  9'  =  0  ou  ir (153) 

En  vertu  des  relations  connues 

r'  =  6>  -H  9'  =  ^'  -h  *\ 
on  aura  donc 

{&  -h  ^)  -h  {^  -i-  ^')  =  2â  ou  2â  4-  îT. 

Il  en  résulte,  au  moyen  de  l'égalité  (152),  que 

{&  -h  (^')  —  {^'^  'i*')  =  271    ou    TT. 

Maintenant,  rappelons  que 

008  9  :  C08  9'  =  C08  ^>  :  cos  4» , 

le  rapport  dp  :  dq  étant  constant. 

De  là  on  tire 

COB  fP'  =r  cos  0    ou    —  cos  0. 

On  aura  donc,  dans  le  premier  cas, 

cos  0'  =  008  (*  -h  2îr)  =  008  (1^  -4- 1^'  —  *'); 
dans  le  second  cas  il  vient 

008  0'  =  -r-  008  0  =  008  (0  -4-  tt)  =r  008  (^  -|-  ^'  —  0'). 

Par  suite  on  a  toujours 

^  sm  (^  -H  ^  )  '  ^  ^ 

Donc 

0'  =  i  ((^  -h  <►') (154) 

On  en  conclut  que  les  tangentes  en  8  et  8'  se  coupent  sur  le 
cercle  QSS\  au  milieu  de  Tare  SS\ 

Cette  propriété  de  la  cartésienne  générale  subsiste  donc  encore 
pour  les  limaçons  de  Pascal. 

18* 
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Cartésiennes  confocales  en   connexion  avec  un 
hyperboloïde  à  une  nappe. 

§  36.  L'équation  (16) 

fournie  par  le  théorème  de  Stewart,  représente  évidemment  un 
hyperboloïde  à  une  nappe,  pourvu  qu'on  convient  de  regarder 
p,  q  et  r  comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point. 

Posons 

fg  =  a^     ,    fh  =  b^     ,    gh  =  c^ (155) 

Alors 

J^_   1       ^ 
c^  —  a>  "^  6>' 
puisque 

f  =  g  +  h 

Or,   l'équation    de   Thyperboloïde  peut   s'écrire   sous   la   forme 
suivante 

On  en  déduit  que  les  relations 


f-7=('-|)<*«^ 


(157) 


définissent  l'un   des  deux  systèmes  de  droites  contenues  dans  la 
surface. 

En    éliminant   successivement   les   quantités   r,  ç,  p^  on  trouve 
pour  les  projections  de  ces  droites  sur  les  plans  coordonnés: 

^  sin  2  ij»  -h  ^  008  2  1^  =  1  ; (158) 

£c8c2  1^-  ^otg2i^=l  ; (159) 

?8ec2i^-h^tg2ip=:l (160) 

On  voit  que  ces  égalités  ne  diôèrent  pas  des  équations  bipolaires 
d'une  cartésienne,  pourvu  qu'on  pose 

sin  2  ip  =  ^      ,     008  2  ip  =  J^*-. 
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En  éliminant  </s  on  retombe  sur  la  relation 

qui  exprime  que  les  points  P,  Q,  R  sont  les  foyers  de  la  cartésienne. 
Les  droites  du  second  système,  définies  par 

^-7=('-f)-«'' ,,^^, 

représentent  évidemment  la  seconde  série  de  cartésiennes,  déter- 
minées par  les  foyers  P,  Q,  -R. 

On  obtient  pour  elles  les  relations  bipolaires 

?-8in  2ip  —  -|  ces  2v  =  1 (162) 

^  CSC  2v'  —  -  ctg  2ip  =  1 (168) 

a  c 

—  ^Bec2ip  ^  -^   fcg2v  =  l (J64) 

§  37.  Démontrons  que  les  courbes,  définies  par  les  équations 


(165) 


-^  sin  2a>  4-  -T  cos  2(|r  =  1 
a  0 

^  sin  2^  —  -^  cos  2<p  =  1 , 
a  0 

sont  orthogonales. 

Leurs  intersections  sont  déterminées  par 

cos  2y  -h  cos  2%if cos  (y  —  y) 

^  sin  2  (qp  4-  tp)  sin  (qp  -h  V') 

,  sin  2<p  —  sin  2y .  sin  (y  —  tp) 

^  sin  2  (qp  H-  ip)  sin  (9  -h  v)' 

Il  en  résulte  que 

p^  H-  q^  —p  _  0'  cos*  (y  —  »)  H-  6^  sin^  (»  — y)—  (g'  -h  6^)8in^  (y  -H  y) 
2pq  2ab  cos  (y  —  tp)  sin  (y  —  y) 

(on  a  employé  Tégalité  p  =/(flf  +  fc)  =:  a^  -h  6^)^ 

La  dernière  équation  peut  être  remplacée  par  celle-ci 

p^  -^  q^  —  f^  _  g*  cos  2y  cos  2y  —  b^  sin  2y  sin  2y  ..^^ 

2pç  ôSIâin  2  (y  -  y)  •  •  •  i      / 
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En  vertu  des  équations  (165),  on  a  encore 

dp^  a  cos  2tp  dfi^  ^  a  cos  2<p 

dq~^  6  sin  2vi         ®  dç,        6  sin  2ip  * 

on  en  tire 

dp ,  dp,  -4-  dq ,  dgf,  a^  cos  2ç  cos  2y  —  6^  sin  2<f;  siu  2y  .^m 

^  d?7  H-  dp,  3^,  ~  ôésin  2  (ç  —  ip)  •  •  '•     J 

En  comparant  les  relations  (166)  et  (167),  on  voit  que  la  con- 
dition d'orthogonalité  (11)  est  vérifiée. 

Par  suite,  les  deux  séries  de  courbes,  dont  se  compose  un  système 
confocal  de  cartésiennes,  peuvent  être  figurées  par  les  deux  systèmes 
de  droites  contenues  dans  un  hyperboloïde. 

Toutefois  il  faut  remarquer  qu'une  cartésienne  ne  s'accorde 
qu'avec  une  partie  de  la  droite  adjointe. 

En  effet,  les  rayons  vecteurs  p,  q  doivent  satisfaire  aux  inégalités 

P'^q>  f 
et 

P  —  g  <  f       ou       q  —  p<f' 
Par  conséquent,  le  segment  de  la  droite  adjointe  est  limité  par 
les  plans 

p-^q^f   ;   p  —  q  =  f  ;   q  —  p  =  f' 

L'équation  d'un  plan   mené  par  l'origine  et  par  une  droite  de 
l'hyperboloïde  se  déduit  sans  peine  des  relations  (157)  et  (161). 
On  trouve 

1^  cos  2i^  ±  1-  sin  2vf  =  ™ (168) 

C'est  l'équation  tripolaire  des  cartésiennes. 


CASSINIENNE  à  QUATRE  FOYERS. 

§  38.    Maintenant,   considérons  l'intersection  de   l'hyperboloïde 
avec  un  plan  quelconque,  mené  par  l'origine. 
Posons  l'équation 

r  =  Xp-hiug (169) 

En  la  combinant  avec  la  relation 

hp^  -h  gq^  =fr^  -H  fgh, 
on  arrive  à  l'égalité 

{h  -  Vf)p'  '-2Xf,fpq  ^  {g-  f,^f)  q'  =fgh (170) 
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Cette  équation  se  simplifie  considérablement,  si  l'on  établit  les 
conditions  suivantes 

h  =  Vf   ;    î^  =  mV. 

Parce  que  X^  et  u*  doivent  être  <  1,  on  pourra  satisfaire  à  ces 
conditions  en  écrivant 

X  =  sin  a     ;    ji4  =  —  cos  a. 

On  trouve  alors  l'équation  bipolaire 

pç=i/»8in2iT (171) 

Par  conséquent,  les  cassiniennes  à   deux  branches  sont 
représentées  par  la  relation  tripolaire 

r  =  p  sin  (f  —  q  cos  <f, •  (172) 

otl  l'origine  R  des  rayons  vecteurs  r  est  déterminée  par  les  formules 

g=f  co8^  a     .     h—Jain^a .  (173) 

Il  est  visible  que,   pour  ce  point  lî,  on  peut  prendre  Tun  de 
deux  points  symétriques  par  rapport  au  centre  de  la  courbe. 
En  effet,  étant  donnée  l'équation 

pq  =  *' (174) 

l'angle  auxiliaire  <t  est  défini  par 

8in2<f  =  4x»  :/^ (175) 

d'où  l'on  obtient  deux  valeurs  pour  a. 
En  les  désignant  par  i  ^  ±  c^,  on  trouve 

j  =  i  /  (co8  ô  =F  sin  5)^         et        /i  =  ?  f  (cos  ô  ±  sin  5)'. 
En   nommant  R  et  S  les  deux  points,  déterminés  par  ces  rela- 
tions,  tandis  que  les  rayons  vecteurs,  dont  ils  sont  les  origines, 
s'indiquent  par  r  et  «,  on  aura  les  équations  tripolaires  suivantes 

r=Lp8ma  —  qcoaa  ^^^^ 

sznp  cos  a  —  q  sin  a. 

On  en  déduit  encore  les  relations  tripolaires 

p  cos  2a  -^  raina  —  s  cos  a^=  o  ^,  „„ 

^  . (177) 

q  cos  2ff  -h  r  cos  a  —  «  sm  <f  =  o. 

En  outre  il  résulte  des  égalités  (176)  que 

2r«  :=  (p'  -h  q^)  sin  2a  —  2pq. 

Or,  si  l'on  désigne  par  w  le  rayon  vecteur  issu  du  milieu  de 
/^Q,  on  trouve,  en  vertu  des  relations  (174)  et  (175),  l'équation 
tripolaire 

Pra  =  4H^w^ (178) 
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En  la  comparant  avec  (50),  on  voit  que  les  points  Ret8  coïn- 
cident avec  les  pôles  Z7  et  F  du  §  12. 
Pour  la  leraniscate  on  obtient  l'équation  particulière 

2r  =  ±(p  —  q)  V^T" (179) 

Alors  les  deux  points  12  coïncident  avec  le  centre,  et  les  deux 
branches  sont  définies  par  deux  relations  difiérentes. 

En    cherchant  les  projections  sur  les  plans  coordonnés  restants 
de  l'hyperbole,  qui,   sur  l'hyperboloïde,  représente  la  cassinienne, 
on  obtient  des  égalités  (171)  et  (172),  les  équations 
2qr  H-  2g*  cos  «  =  /*  sin*  acosa; 
—  2pr  -H  2p*  sin  a  =  p  sin  a  cos*  a. 

Elles  définissent  la  cassinienne  par  rapport  aux  pôles  Q,  R  ou 
par  rapport  à  P,  R. 

Équation  linéaire,  homogène  à  trois  variables. 

§  39.  Si  dans  l'équation  (170)  on  pose 

h  -  X^f=  i'/tg*  c^        et       ff^  (A^f-  MVclg'  ç. 
le  polynôme  du  second  degré  devient  un  carré,  et  l'équation  pourra 
s'écrire  sous  la  forme  suivante 

p  sin  Q  l^T—  q  cos  q  1^^=  ±  I^^Â, (181) 

tandis  que  la  relation  (169)  peut  être  remplacée  par 

p  cos  #1  U^T-h  q  sin  ^  1^7=  r  l^J (182) 

Cette   équation    nous    montre,    à   quelle   condition    la   relation 
tripolaire  homogène  représente  une  cartésienne. 
Soit  donnée  l'équation  homogène 

lp'\-  fiqz:zvT (183) 

Du  point  R  comme  centre  et  avec  la  puissance  rr'  —  gh^  trans- 
formons la  courbe  correspondante. 
Puisque 

p:p'  zizrih 
q:q'^r:g, 
il  viendra 

Igp'  -h  (Ahq'z=:vgh (184) 

Donc,  l'équation  homogène  tripolaire  représente  la  transformée 
par  inversion  d'une  cartésienne,  le  centre  d*inversion  étant  situé 
sur  Taxe  focale. 
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En  taransformant  par  inversion  la  courbe,  définie  par  (183),  d'un 
point  quelconque  S  de  Taxe  polaire  comme  centre,  on  arrive  à 
une  équation  de  la  même  forme,  contenant  les  variables  p',  q\  et  r. 

La  nouvelle  courbe  est  donc,  en  général,  encore  l'inverse  d'une  carté- 
sienne; le  rayon  vecteur  s  ne  figurant  pas  dans  l'équation  transformée. 

Au  contraire,  si  l'on  effectue  les  substitutions,  liées  à  l'inversion, 
dans  les  trois  équations  bipolaires  d'une  cartésienne,  on  obtient 
trois  équations  homogènes,  contenant  respectivement  les  variables 
(P',î,0  ,  {q\r\s')  Ap\r\8). 

Il  en  résulte  que  la  courbe  inverse  d'une  cartésienne, 
le   centre  de  la  transformation  étant  placé  sur  Taxe  de  symétrie, 
possède  quatre  pôles,  de  sorte  que  la  courbe  peut,  de  quatre* 
manières  différentes,  être  représentée  par  une  relation  homogène, 
linéaire,  entre  trois  rayons  vecteurs. 

Il  est  visible  que  la  cassinienne  doit  être  considérée  comme  une 
courbe  de  cette  catégorie,  eu  égard  aux  équations  (176)  et  (177). 

Équation  bilinéaire  particulière. 
Considérons  la  courbe,  définie  par 

i+hf <'»»' 

C'est  une  méridienne  de  la  surface  de  révolution,  équipoteiitielle 
par  rapport  à  deux  quantités  d'électricité,  placées  en  P  et  Q. 

Cherchons  les  trajectoires  orthogonales  du  système  que  Ton 
obtient  en  faisant  varier  /. 

On  a  d'abord 

dp:dq-=:  —  ^ p"^  :  aq"*-. 

En  appliquant  la  relation 

sin  0"  dâ  :  sin  â  da  —  dp  :  dq, 
trouvée  dans  le  §  2,  on  arrive  à  l'équation  différentielle 

a  sin  âdO  -h  fl  sm  (^  d&  =  o. 
Donc,  le  système  orthogonal  est  déterminé  par  la  relation  bian- 

gulaire 

acosâ -{- iicoB{y  =  fA (186) 

On  en  dérive  l'équation  bipolaire  par  les  substitutions 

cos  ^  =  (p»  —(/'—/*)  :  2/3 
costf  -ip^—q'  -hp):2fp. 

Il  résulte 

{^p-i-  aq){p^  —q^)=p{^p  —  aq}^2fifpq (187) 

Abchives  V.  19 
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Cette  équation  est  l'intégrale  de  la  relation  difl^rentielle  suivante 

dq~  2^ p^q  4-  a  g'  (p*  H-  q^  —  p) 

que  l'on  trouve  en  appliquant  Téquation  (10). 

En  faisant  .u  =  o,  dans  les  relations  (186)  et  (187),  on  retombe  sur 
les  équations  (122)  et  (124)  de  la  courbe  (T),  considérée  dans  le  §  28. 

Pour  une  droite  parallèle  à  Taxe  polaire,  on  a 

(P'  -  q^y  —  2p  (p*  -4-  g»)  -h  (r  -h  m*)  =  0 (188) 

Afin   qu'elle  touche  la  courbe  (185),  les  deux  expressions  pour 
dp  :  dq,  tirées  des  équations  (185)  et  (188),  doivent  être  égales. 
Il  vient 

q  (p»  —  q^  ^  p)  _  _^ 
pipi  —  gî  ^p)  ccq2' 

Donc,  si  Ton  fait  varier  le  paramètre  /,  les  points  de  contact 
des  courbes  (185)  avec  leurs  tangentes  parallèles  à  Taxe,  sont 
situés  sur  la  courbe,  définie  par 

(aq^  -h  ^p^)(p^—qi)  +  (a  q^  —  (i  p^)p  =  o (189) 

Pour  la  courbe  à  deux  axes  de  symétrie  que  Ton  trouve 
en  posant  /?  —  r^,  ce  lieu  dégénère  en  Taxe  de  symétrie,  repré- 
senté par 

P  -3, 
et  en  la  courbe,  déterminée  par 

(p  +  q)  (p'  -h  q')=P  (p''  4-  P9  4-  7*) (190) 

Ce  sera  le  lieu  des  points  de  contact  des  courbes  du  système 
avec  leurs  tangentes  doubles  ;  on  voit  que  la  courbe  (190)  contient 
les   pôles  P  et   Q,   et  qu'elle  coupe  Taxe  p  —  q  dans  les  pointe 

Pour  les  courbes 

^--"-  =  4 (191) 

P         Q     .    f 

réquatîon   (189)  peut  encore  être  simplifiée.  En  effet,  en  rejetant 
le  facteur  p  •+-  ç,  on  trouve 

(p- ?)Mp'  -»-P9H-î')=/Mp-^^P9  4-9^)   ...        (192) 

Cette  courbe  n'a  point  d'intersections  avec  p  "=  q\  cela  s'explique 

par  l'observation   que    la  droite  p  —  q  appartient  elle-même  au 

système   (191),   de  sorte  que  toutes  les  courbes  de  ce  système  se 

composent  de  deux  branches  séparées. 
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COORDONNÉES   T  li  I  PO  L  A  I  U  ES. 

§  41.  Prenons,  dans  le  plan  du  triangle  PQF^  un  point  quel- 
conque, -4,  comme  centre  d'une  transformation  à  rayons  vecteurs 
réciproques,  la  puissance  de  l'inversion  étant  mV 

Désignons  par  B  et  G  les  points  inverses  de  P  et  de  Q,  et  par 
r,  8f  t  les  distances  du  point  D,  point  transformé  de  F,  aux  points 
/i,  B,  C. 
Alors  on  a 

PF:  BD  =  AP  :  AD  =  APxAB:ADx  AB 
QF:CD  =  AQ  :  AD  =  AQx  AG:  AD  x  AG 
PQ:  BG=  AP  :  AC  =  AP  X  AB:  AG  X  AB. 

On  en  déduit  les  formules  suivantes 

Employons  ces  égalités  pour  dériver  quelques  relations  utiles  dans 
le  système  de  coordonnées  tripolaires,  où  un  point  du  plan  est  repré- 
senté par  ses  distances  r,  «,  {  aux  sommets  d'un  triangle  A  B  G. 

On  sait  que  les  six  quantités  a,  6,  c,  r,  8,  t  doivent  satisfaire  à 
une  relation  identique. 

Des  relations  (193)  on  tire 

dp^^m^  {rds  —  8dT):c  r* 
dq  —  m^{rdt—idr):br^. 

Par  suite,  il  vient 

dp:dqz=:  b(rds  —  8dr):c{rdt  —  idr) (194) 

Puisque  deux  courbes 

fi  (P,  q)  =  o      et      /,  (p,  q)  =  o 
se   touchent   en   un  point  commun,   si  les  rayons  vecteurs  de  ce 
point  vérifient  l'égalité 

dp,  :dq,  =dp^  :dq^, 

on  pourra   établir   la   relation   analogue  pour  le  contact  de  deux 
courbes 

F,{r,8,t)-o       et       jP,  (r,8,0  =  o, 

en  se  servant  de  la  formule  (194). 
Il  vient  alors 

[rds,  -   8dr,):{rdt,  —tdr,)=:{rd8^  —  8dr^):{rdt^  -  tdr^) 
OU  bien 

r{ds^  dt^  —  dt^d8^)'h8{dt,  dr^—dr,  di^)  +  i{dr,  ds^^ds,  drJ  =  o  (195) 

19* 
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§  42.  Dans  le  système  de  coordonnées  bipolaires,  la  condition 
d'orthogonalité  s'exprime  par  Téquation  (11), 

dpi'àqi^dq.dp^  2pq 

Posons,  pour  abréger  l'écriture, 

rda^  —  sdTi  =:(rc&),. 

Alors  on  parvient  à  la  relation  suivante  pour  deux  courbes 
orthogonales. 

6^  (rcfa),  {rd8)^jt;^cljrjt)_^rdt)j^  _  b^  s^  ^  ç^  p  —  g^  ,^ 
6c(rd8),  (rrfi)2  -H  bcïrds)^  (rdi)^  ~  2bc8t         '~     '  '  ^     ^ 

On  pourrait  y  ajouter  deux  formules  analogues  que  Ton  obtient 
par  la  permutation  cyclique. 

Du  reste,  il  ne  faut  pas  oublier,  qu'il  y  a  une  relation  identique 
entre  les  différentielles  dr,  ds^  dt  ;  c'est  une  conséquence  de  Tégalitê 
qui  lie  r, .%  t  aux  côtés  a,  6,  c. 

Afin  d'obtenir  une  relation  différentielle,  symétrique  par  rap- 
port à  r,  5,  tf  transformons  Téquation 

d,  ip-q)  '   d,  ip-q)  "  (p  -  9?'-/»' 

c'est  la  formule  (12)  du  §  2. 

En  y  introduisant  les  nouvelles  coordonnées,  on  arrive  à  Tégalité 

rd ,  (feg  -H  d)  —  {bs  -h  et)  dr j       rd,  {ps_ -h  ci)  -  [bs  4-  ci)  dr^ 

rd^  {bs  -    d)  —  {ha  —  d)  dr^    '  rd^  (bs  -  d)  —  {bs  —  d)  dr^ 

(bs^  ci)^  ^  a^  r^ 

-(ôT-cO^-iM^ ^^^^^ 

Mettons  cette  égalité*  sous  la  forme  abrégée 

P  _  _  (ar  -h  6«  H-  d)  (— ^rj-  ba  -H  d) Ôa 

(ar  -h  6«  —  d)  (ar  —  6«  H-  ci)     ""       [iy 

11  est  évident  qu'on  aura  encore 

6^=-^      et       T=   -*^-. 
ya  ap 

En  observant  qu'on  peut  écrire 

A  —  _     ^__ 

on  parvient  à  la  relation  symétrique  suivante 

R  _  A  — X 

a*   —  1^^  —  />• 
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En  rétablissaut  les  expressions  anciennes,  on  obtient  enBn  la 
condition  d'orthogonalité  sous  la  forme  suivante 

"■c-f^)"-!^^  <'^x°'-v)  ''.f^)''.n^) 

(bs  -k-d  —  ary  {et-\-  ar  —  bs]^  (ar  -i-  bs  —  cty 

On  peut  simplifier  cette  condition,  en  posant  de  nouveau 

bs  -i-  ci  —  ar-=:  a 

ci-^ar-  bs^ji (lUU) 

ar  -k-  b8  --  ci=i  y. 
On  en  tire  d'abord 

2  (6«  -h  cO  =  2  a  -^  j:J  -h  /  ; 
2  (6«  -  cO  =  /  —  /î? 

Par  la  substitution  de  ces  valeurs,  on  obtient  facilement 

_  (/  -h  g)d|:?,  —  jj(d/,  -h  da^)       (/  -f-  a)  d/:^,  —  |:?  (d/,   4-  da^)  _ 
~  Hr^î   -  ad/^)  '  •     jiiyda^  —  ady^)  ~ 

_  (a  4-  1^)^  — /(dcc,  +dt^,)      (g  -h  i:^)  d/j  -^/  (da,  -hjfjM      /o.wu 
-         '  /(«dff.  -|ïd«,)  •  /(«d,:f,  -l^daj  •  ^^""^ 

Introduction  d'un  quatrième  rayon  vecteur. 

§  43.  Soit  E  le  point  conjugué  du  pôle  iJ,  dans  la  transformation 
par  inversion  qui  remplace  P  et  Q  par  B  et  C. 

Désignons  par  a,,  &,,  c,  et  t6,  les  distances  du  point  E  aux 
points  i4,  B,  C  et  D. 

On  aura 

a=    « ,     A:=  -* — r-     ,     RF=w  = .  .  .  (201) 

En  faisant  maintenant  les  substitutions  nécessaires,  on  déduit  de 
la  formule  de  Stewart, 

hp^  -h  gq^  =  fw^  H-  fgh 

la  relation  quadripolaire  suivante 

abcu^  —  o,  6,c<*  -Ha6,  c,  r»  —  o,  6c,  «»  =0 (202) 
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Ici,  les  distances  des  quatre  pôles,  AyE^C^E  sont  liées  par  la 
condition 

aa,  =66,  +  ce, (203) 

que  Ton  obtient  en  transformant  Tégalité 

On  retrouve  la  relation  (203),  si  Ton  se  rappelle  que  la  droite 
PRQ  est  remplacée  par  un  cercle,  de  sorte  que  les  pôles  A  BEC 
sont  les  sommets  d'un  quadrangle  inscriptible. 

Remarquons  encore  que  les  coefficients  de  u^,f*,r^,8^  sont  pro- 
portionnels, abstraction  faite  du  signe,  aux  surfaces  des  triangles 
ABC,  ABE,  BCE,  ACE. 

L'équation  (202)  fournit  une  connexion  entre  les  rayons  vec- 
teurs  d'un  point  quelconque,  issus  de  quatre  pôles  concycliques. 

En  faisant  coïncider  le  point  D  avec  le  pôle  E,  on  aura  tt  =  o, 
ay^=zr,  6,  =«,  c,  =  <,  et  on  trouve  finalement 

ar  —  bs-^-  et (204) 

C'est  l'équation  tripolaire  de  l'arc  de  cercle  BEC]  on  le  vérifie 
par  l'observation  qu'elle  est  identique  avec  la  relation  (203). 

Donc,  le  cercle  ABC  Q^t  déterminé  par  l'équation  tripolaire 

{ar  -h  6«  —  ci)  [ar  —  6«  -h  c/)  (—  ar  -H  6«  -H  c<)  =  o    ....  (205) 

Si,  dans  la  relation  (202),  on  remplace  u  par  une  constante,  on 
trouve  l'équation  d'un  cercle  ayant  son  centre  sur  l'arc  BC\  elle 
est  du  second  degré. 


CERCLES. 


§  44.  Or,  on  peut  démontrer  que  tout  cercle  est  représenté  par 
une  équation  du  second  degré,  en  coordonnées  tripolaires. 

Soient  a,  /?,  /  les  coordonnées  barycentriques  du  point  if,  par 
rapport  aux  pôles  A,  5,  C\  soit,  de  plus,  N  un  point  d'un  cercle 
de  rayon  m  dont  M  est  le  centre;  soit  enfin  D  le  point  d'intersec- 
tion des  droites  BC  ^i  AM. 


On  aura 


P  +  y  p  -H/ 
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Donc,  en  appliquant  la  formule  de  Stewart,  on  aura  dans  le 
triangle  BCN^  Tégalité  suivante 

«d*  ■»-  Tw^-Tï  <»'  =  s4-  «<'  ^  Ar  ^' (206) 

(1*  -H  /)  p  ■+-  /  p  -^  y 

où  d  désigne  la  droite  DN. 

Puis,  on  a,  en  vertu  de  la  relation 

AM=-A.%L^n    et    DM  = V:^  ^'. 

où  n  représente  le  segment  A  D. 

Appliquons  de  nouveau   le  théorème  de  Stewart;  le  triangle 
ADN  nous  fournit  alors 

a  -h  ;i   -h  y  a  -h  ^  -h  y  {ce  -h  ?  -h  y)^  ^ 

Par  Télimination  de  d^  entre  les  équations  (206)  et  (207),  on 
arrive  finalement  à  l'égalité 

Ainsi  l'équation  tripolaire  du  cercle  est  de  la  forme 

ar^  +Ii8^  -^yP  =fi (209) 

Observons  que  les  coefficients  a,  /:?,  y  sont  proportionnels  aux 
surfaces  des  triangles  MBC,  MCA,  MAB.  En  efîet  on  a 

^  MAB  :  ^  MAC  =  BD  :  CD  z=z  y  :  p. 

§  45.  Nos  formules  subsisteront  encore,  si  le  point  M  se  trouve 
en  dehors  du  triangle  ABC^  pourvu  qu'on  applique  la  règle  des 
signes. 

Les  points  A^B^C^M  étant  placés  dans  les  sommets  d'un  qua- 
<lrangle  convexe,  on  trouve  facilement  la  relation 

ctr^  ^^is^  ^yi2  _su^  =con8t (210) 

Ici  r,  8,  t,  u  sont  les  distances  d'un  point  quelconque  aux  pôles 
Ay  BjC,  itf ,  tandis  que  a,  fl^  y,  S  représentent  les  surfaces  des  tri- 
angles BGM,  ACM,  ABM,  ABC. 

On  voit  que  cette  relation  renferme  celle  du  numéro  (202),  où 
les  pôles  étaient  placés  sur  un  cercle. 
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En  faisant,  dans  l'équation  (208),  m  —  Oy  on  arrive  à  la  relation 
identique  que  doivent  vérifier  les  trois  rayons  vecteurs  d'un  point. 
Il  vient 

(a  -h  /î  -h  /)  (ar^  -f-  ?8^  -h  /<»)  =  a^i^y  -h  b^ya  -h  c^afi  .  .  .  (211) 

Observons  que  «,  /î,  y,  les  surfaces  des  triangles  (a,  «,  «),  (6,  t,  r), 
{Cyr,s)y  sont  encore  des  fonctions  des  rayons  vecteurs  r,«, /. 

§  46.  Que  signifie  l'équation  (209),  si  a*  =  o? 
Pour  le  décider,  transformons  l'égalité 

ar»  -h  |î«^  -+-  r<*  =  0 •  .  .  .  (212) 

en  employant  les  substitutions   (193);   on  trouve,  pour  la  courbe 
inverse,  l'équation  bipolaire 

fic^p^  -+-/&*?*  =const (213) 

C'est  l'équation  d'un  cercle  dont  le  centre  est  situé  sur  l'axe 
polaire. 

Par  conséquent,  la  relation  (212)  représente,  en  général,  un 
cercle  qui  est  orthogonalement  coupé  par  le  cercle 
ABC. 

On  le  reconnaît  encore  de  la  manière  suivante. 

Soit  N  un  point  quelconque  du  cercle,  représenté  par  (212); 
soit  N'  son  conjugué  dans  la  transformation  inverse  par  rapport 
au  cercle  ABC. 

L'équation  bipolaire  du  cercle  ABC,  par  rapport  aux  pôles  N 
et  N'y  étant  de  la  forme 

r  =  xr\ 

on  pourra  remplacer  le  premier  membre  de  (212)  par 

x*(«r'*  -+-/9/Î'»  -hK*) 

Donc,  le  point  N'  appartient  aussi  au  cercle,  défini  par  (212); 
c'est  alors  un  cercle  anallagmatique  par  rapport  au  cercle  fon- 
damental. 

On  voit  qu'en  général,  toute  équation  homogène  en  r,«,  t  déter- 
mine une  courbe  anallagmatique  par  rapport  au  cercle  A  B  C. 

La  relation  (213)  représente  une  droite,  perpendiculaire  à  Taxe 
PQ,  si  ftc^  ^yb^=o. 

De  même,  l'équation  pourra  définir  une  droite,  passant  par 
le  centre  du  cercle  fondamental,  si 

a-i-|î-|-/=0 (214) 
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En  effet,  ce  centre  étant  déterminé  par  les  égalités 

on  voit  qui  la  condition  (214)  est  alors  nécessaire. 

§  47.   Posons,   dans  l'équation   (208),   «  =  /?  =  /;   elle   fournit 
alors  la  relation  tripolaire 

r»  -+-  a*  -+-  ^^  =  3  m>  -h  4  (a»  H-  6»  -f-  c>) (215) 

C'est  l'équation  d'un  cercle  de  rayon  m  dont  le  centre  coïncide 
avec  le  bary centre  du  triangle  ABC. 

Pour  m^=o,  on  retombe  sur  la  relation  connue  entre  les  côtés, 
et  les  distances  du  barycentre  aux  sommets  du  triangle. 

La  substitution 

a  :  flin  2  ^  =  |î  :  sin  2  -B  =  /  :  sin  2  C, 

dans  régalité  (208),  donne  évidemment  l'équation  d'un  cercle 
concentrique  avec  le  cercle  fondamental  (cercle  circonscrit  du 
triangle  ABC). 

Il  vient  d'abord 

r*  sîn  2i4  -h  «*^  sin  2B  4-  i^  sin  2C=  4m'  sîn  A  sin  J5  sin  C  H- 

a^mï  2B  sin  2C  -h  b^  sin  2C8iD  2A  -h  c'  sin  2^  sin  2Jg  _  ^ 
"""  4  sin  il  sin  £  sin  C 


On  en  tire,  après  quelques  réductions,  l'égalité 

2/2 


ar^  008^  -h  6«>  ces  fi  H-  ct^  ces  0=  ^'opi^'  «^^ (216) 


où  JR  désigne  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

En  particulier,  on   trouve  pour  le  cercle  fondamental,  en 
faisant  mri^Rj 

ar'^  008  A  -h  hs^  cos  fi  -h  c<*  cos  G:=:abc (217) 

La  dernière  équation   peut  être  obtenue  encore  de  la  manière 
suivante. 

lia  relation  (209) 

or'  -4-  |5«*  -+-  /<*  —  /*  =  0 

représentera  le  cercle  circonscrit,  si  elle  est  vérifiée  par  les  coor- 
données (o,  c,  6),  (c,  0,  a),  (6,  a,  o)  des  sommets  A,  B,C. 

Archives  v.  20 
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Par  conséquent  elle  s'écrira  sous  la  forme 


r» 

«» 

<» 

1 

0 

c» 

6» 

1 

c» 

0 

a» 

1 

6» 

0» 

0 

1 

=  o (218) 


Toutes  réductions  faites,  on  arrive  à  Inéquation 

al  (fci  +  c*  —  a*)  r>  +  6*  (c»  -h  a*  —  6»)  «^  -f-  c'  (a'  +  6*  —  c»)  «'  = 

=  2a*6^<;^ (219) 

ce  qui  s'accorde  avec  (217). 

En  supposant,  dans  (208), 

a:a  =  /î:6  =  /:c, 

on  pourra  établir  l'équation  tripolaire  d'un  cercle,  concentrique 
avec  le  cercle  inscrit. 

Il  vient 

ar*  -4-  6«»  +  c«*  =  (a  +  6  H-  c)  m'  -f-  aftc (220) 

Maintenant  appliquons  l'équation  (202) 

abcu^  —  a, 6,  cP  -h  a6,c,  r*  — a, 6c,  «'  =o 

pour  obtenir  l'équation  du  cercle  qui  passe  par  les  sommets 
B  et  (7,  et  dont  le  centre  coïncide  avec  le  milieu  E  de  l'arc  BC 
du  cercle  fondamental. 

Alors,  on  a  6,  =  c,  et  oa,  =  (6  -4-  c)  6, ,  tandis  que  u  est  égal  à  b^. 

Après  avoir  effectué  les  substitutions,  on  trouve  la  relation 

a^r^  -+-  a*6c  =  (6  H-  c)  (68>  -h  d*) (221) 

De  même,  les  équations  des  cercles  analogues,  décrits  des  mi- 
lieux des  arcs  ^C  et  ^J5  comme  centres,  seront 
hH^  -h  h^ca  =  {c^a)  (ci'  +  ar^) 
cH^  4-  c^ab  =  (a  -h  6)  (ar»  +  fe«*) 

En  ajoutant  ces  trois  équations,  on  obtient,  après  avoir  rejeté 
le  facteur  (a  h-  6  -f-  c), 

ar^  ^bs^  +d^=abe (223) 

C'est  la  relation  qui  résulte  de  (220),  si  l'on  y  substitue  m'=o. 

On  en  conclut  que  les  cercles,  définis  par  (221)  et  (222)  con- 
courent en  le  centre  du  cercle  inscrit;  théorème  bien  connu  dans 
la  géométrie  du  triangle. 

£n  résolvant  les  équations  précédentes,  on  trouve  les  coor- 
données du  centre  du  cercle  inscrit. 
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Il  vient 
r'  = T"- —  oc    :      '  =    —--.—.      oc     :     P  =r . aô  .  (224) 

Employons  de  nouveau  l'équation  (208),  afin  de  déterminer  les 
équations  des  cercles  dont  les  centres  coïncident  avec  les  centres 
dee  cercles  exinscrits. 

En  posant 

on  arrive  à  la  relation 

—  ar'^  4-  6»*  -h  c<'  =  (—  a  4-  6  4-  c)  m*  —  aôc (225) 

Elle  représente  le  cercle  exinscrit  situé  dans  Tangle  BAGy 
pourvu  qu'on  remplace  m  par  le  rayon  de  ce  cercle. 

Soit  jff  Torthocentre  du  triangle  fondamental;  alors  on  a 

A  BHCzn  \  a'  ces  fîcos  C:  sînil. 
Posons,  dans  (208), 

«  ;  a  C08  -B  008  (7  =  jtJ  :  6  008  (7  ces  ^  =  /  :  c  oos  A  ces  -B, 
ou.  bien, 

a'.lgA=^:tgB  =  y:lgC. 

Après  une  réduction  facile,  on  trouve 

r^tgA-^^s^tgB-^i^tgC^m^tgAtgBlgC-^^   ....  (226) 

Cette  égalité  définit  les  cercles  dont  le  centre  coïncide  avec  le 
point  de  concours  des  hauteurs. 

Évidemment,  ce  point  a  pour  coordonnées  tripolaires 
2  i2  ces  il     ,    2  A  oos  £    ,    2^^008  0. 

Ces  rayons  vecteurs  vérifient  la  relation  (226),  si  l'on  y  substi- 
tue m-^  0. 

Finalement,  cherchons  l'équation  tripolaire  des  cercles,  décrits 
du  point  de  Lemoine  comme  centre.  Puisque  les  distances  de 
ce  point  aux  côtés  de  -4  50  sont  proportionnelles  à  a,  6,  c,  il 
nous  faut  écrire 

La  substitution  dans  (208)  nous  donne  immédiatement 

a^r^  ^  6i«i  4-  cH^-{a^  4-  6*  -h  c^)m^  4-  ^i  ^fct'!^  c^    '  (^27) 

20* 
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Le   pied  de  la  hauteur,  issue  du  sommet  A^  est  déterminé  par 
les  coordonnées 

T  =  igBigC    ,    s  =  tgC    ,     t  =  tgB. 

Par  conséquent,  le  cercle  des  neuf  points  sera  représenté 
par  la  relation  suivante 


.  (228) 


r»  «»  P  1 

tg^Btg^C  tg^C  ig^B  1 

tg^C  tg^Atg^C  ig'^A  1 

tg^B  tg^A  tgKitg^B  1 

En  développant  le  déterminant,  on  arrive  à  l'égalité 

^^(tg^Aig^Btg^C—2tg^Btg^C-^tg'B-^tg^C  —  ig^A)ig^A  = 

z=:tg^Atg^Btg^C(tg^Atg^Btg^C—tg^A  —  tg'B^tg^C^2)  .  (229) 


DROITE. 

§  48.  Afin  d'établir  l'équation  tripolaire  d'une  droite  quel- 
conque, considérons  deux  points  M  et  M\  symétriques  par 
rapport  à  cette  droite. 

On  a  alors,  pour  chaque  point  de  la  droite,  MP  =  M'P;  ou  bien 

En  vertu  de  la  relation  (210),  on  a  aussi 

ar^   •+■  ^8^    -H  /<'   -h  du^  =  const. 
aV2  ^  ^'^2  ^  .y  12  ^9u'^  =:  coust. 

avec  les  conditions 

a  -+-  |î  -h  /-h  Sz=:o 

et 

a'  -H  1^'  -H  /  -h  «  =  0. 

Donc,  les  rayons  vecteurs  du  point  P  satisfont  à  l'égalité 
(«->  a')r^  -+-  (|î  — /?')«'  -h  (/  —  /)<*=  const 
OÙ 

Par  conséquent,  on  pourra  représenter  la  droite  par  l'équation: 

xr^  4-;L«2  -|.^i2=y (230) 

avec  la  condition 

x-i-i-^/ti  =  o (231) 
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Cherchons   les   équations  tripolaires  de  quelques  droites  remar- 
quables par  rapport  au  triangle  fondamental. 
Il  est  évident  que  les  hauteurs  sont  définies  par  les  égalités 

s'^  —  t^  =z=c»  —  6' (232) 

Une  droite  quelconque,  menée  par  Torthocentre  pourra  donc 
s'écrire  sous  la  forme 

(r»— «*  -+.a^  —  6»)  4-i(«*  -r  -|-6>— c')  =  o  .  .  .  .  (233) 

Quand  la  droite  doit  contenir  le  centre  du  cercle  circonscrit, 
défini  par  r  =  s—  t^  le  paramètre  À  vérifiera  l'égalité  : 

(a>_ftî)-Hi(6'-*  — c2)  =  o. 

Donc,  on  trouve  pour  la  droite  d'Euler  la  relation 

(6»  _  c»)  r»  H-  (c»  —  a*)  «*  -+-  (a'  —  6^)  <*  =  o (234) 

On  voit  qu'elle  est  satisfaite  par 

9r^  =  2(6*  ^c^)  —  a^; 

9<>=2(a^  -h6»)  — c^ 

Donc  le  barycentre  est  situé  en  ligne  droite  avec  l'orthocentre 
et  le  centre  du  cercle  circonscrit. 

Observons  encore  que  la  droite  d'Euler  passe  par  les  cen- 
tres isologues. 

On  sait  que  ce  sont  les  deux  points,  définis  par 

r:a  =  8:b=:i:c (235) 

Évidemment,  ils  sont  inverses  par  rapport  au  cercle  fondamental. 

Soient  0,  N  et  H  le  centre  du  cercle  circonscrit,  le  centre  du 
cercle  des  neuf  points  et  l'orthocentre;  désignons  par  0,,  iVj  et  if, 
leurs  projections  sur  BC. 

Alors  N^  est  le  milieu  du  segment  0^  H^. 

Par  suite,  on  a 

BIQ  —  CÎV7  =  BC{BN\  —  CN,) 

=  i  BC [(50,  -^BH,)  —  {C0~  4-  CH',)] 

=  j  a  (c  cos  fi  —  ft  cos  C) 

=  aRain(C^B) 

=  2  R^  sin  A  sin  {C  —  B) 

=  2/î>(sin>  C  — sin'fi) 
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Ponc,  la  droite  NN^  est  représentée  par  la  relation 

8^—i^  =  \{c^~b^) (236) 

De  même,  on  trouve  pour  les  équations  des  perpendiculaires, 
abaissées  par  N  sur  les  côtés  CA  et  AB, 

^'  -  r*  =  i  (a'  — c') (237) 

r»— «'  =  ;(6»-a') (238) 

En  multipliant  les  équations  (236),  (237)  et  (238)  par  —  a\ 
—  6*,  — c^,  on  trouve,  après  avoir  ajouté  les  nouvelles  égalités, 
la  relation 

(6i_c»)r^  4-(c=*— a»)«>  4- (a»  —  6>) /»  =o (239) 

On  a  donc  vérifié  que  le  centre  du  cercle  des  neuf 
points  appartient  à  la  droite  d'Euler. 

§  49.  Le  point  de  contact  /,  du  cercle  inscrit  avec  la  droite 
J5(7,  est  déterminé  par  les  rayons  vecteurs 

fij,  =  4  (a  -  6  -+-  c)        et        CI^  =  { (a  +  6  — ^). 

Donc,  la  perpendiculaire  //,,  abaissée  du  centre  /  de  ce  cercle 
sur  le  côté  BC,  sera  représentée  par  l'équation 
«»  — /»=B77  — CI,»  =a(c  — 6). 

Le  centre  /  est  alors  défini  par  les  relations 

8^  —P  =a(c— 6) 

«'  —  r*  =  6(a  —  c) (240) 

r*  —  «*  =c(6  —  o) 

Si  on  les  multiplie  par  6c,  ca  et  a6,  on  obtient,  en  ajoutant 
membre  à  membre, 

a(6  — c)r'  -1-6  (c  —  n)«^  4- c  (a  — 6}  «*  =0 (241) 

Cette  équation  est  vérifiée  par  r  =  s  =i  t;  par  conséquent,  elle 
représente  la  droite  Of  qui  passe  par  le  centre  du  cercle  circon- 
scrit et  par  le  centre  du  cercle  inscrit. 

Il  est  évident  que  le  faisceau  de  droites,  menées  par  le  centre 
/,  est  défini  par  la  relation 

(rî  -  ««)  4-X(<>  — r»)  =  c(6  — a)  -h  X6(a  — c) (242) 

Afin  de  déterminer  Téquation  de  la  bissectrice  AI,  posons  dans 
(242)  ri=zOf  8  =  c,  <  =  6 ;  il  vient  À  •=  c  :  6. 
Par  suite,  la  droite  AI  a  pour  équation 

(6_c)r*_6«>  ^ct^—bc{b-^c) (243) 
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Soit  La  le  point  de  concours  du  côté  BC  avec  la  symédiane 

menée  du  point  A. 

On  sait  que  

BLa:CLa=c^:h\ 
de  sorte  que  

JB/ia  =  oc»  :  (6»  Hh  cM 

^  '  f244^ 

CLa  =  a6»  :  (6»  -h  c») ^      ^ 

Or,  le  théorème  de  Stewart  nous  fournira  la  distance  AL^. 
Il  vient 

Rappelons  que   l'équation  tripolaire  d'une  droite  peut  s'écrire 

sous  la  forme 

^s^  ^yt^—(P^y)r^  =  l (246) 

Pour  que  cette  égalité  soit  vérifiée  par  les  rayons  vecteurs  des 
points  A  et  La  y  on  doit  avoir  les  relations  suivantes. 

|îc»(«»  — 26»)  +  / 6»  («*— 2c»)  =  6»  +c* 

Par   l'élimination   de   fi   et  de  y,   on   tire  des  équations  (246) 
et  (247) 

6»  (3c'  +  6'  —  a»)  (r*  —  «»)  -^  c»  (?.ft»  -|-  c»  —  o»)  (r*  —  «')  =r 

=  26»c»  (6»  —  e») (248) 

c'est  la  relation  tripolaire  qui  définit  la  droite  AL^. 

Les  trois  symédianes  sont  donc  définies  par  les  équations 

(6*  —  c*)  (6*  +  c*  —  a*)  r*  +  b*  (o*  —  6»  -  3c*)  «»  +  c»  (36*  +  c*  —  o*)  /'  = 

=  26V  (6*  —  c») 
o»  (3c*  +  a*  —  6*)  r*  -K(c*  —  o*)  (c*  -ha*  —  b*)  »*  ■+■  c*  (6*  —  c»  —  3a*)  <»  = 

=  2c*a»(c»  — ffl») 
o*  (c*  ~  a*  —36*)  r*  +  6*  (3a*  +  6*  —  c»)  a*  -h  (a*  —  b*)  (a*  +  6*  —  c*)  <•  = 

=  2a*6*  (a*  —  6») (249) 

Si  l'on  ajoute  ces  égalités,  après  les  avoir  multipliées  par  a*,  6* 
et  c*,  on  obtient 

(a»  +  6*  +  c*  —  2a»6»  —  26»c»  —  2c»a>)  | a»  (6»  —  «*)  r»  + 
+  6»  (c*  —  a')  •*  -h  c»  (o*  —  6*)  «»  j  =  0. 

Puisque  cette  nouvelle  relation  est  satisfaite  par  r-=s-=:  t,  on 
en  déduit  que  J'équation 

a»  (6*  _c»)r*  -h  6'  (c*  —a*)»»  -|-  c»  (a*  -  6*)<»  =o    .  .  (250) 

représente  la  droite  qui  unit  le  centre  0  du  cercle  fondamental 
et    le  point  L  de  Le  moine,  point  de  concours  des  symédianes. 
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Il  est  visible  que  la  relation  (250)  est  vérifiée  si  Ton  pose 

ar  =  6«  =  d (251) 

Donc,  la  droite  OL  contient  encore  les  deux  points,  définis  par 
les  égalités  (251). 
Or,  ce  sont  les  intersections  des  trois  cercles 

riazizbia 

8:t  =  c:b (262) 

t  :  r  ^=  a  :  c 

On  les  appelle  les  cercles  d'Apollonius. 

Remarquons  qu'ils  constituent  le  lieu  des  centres  d'inversion 
pour  les  transformations  par  rayons  vecteurs  réciproques  qui  rem- 
placent les  points  A,B,G  par  les  sommets  d'un  triangle  isoscèle.  *) 

Leurs  intersections  que  l'on  nomme  les  centres  isodyna- 
miques du  triangle,  sont  les  points  qu'on  doit  prendre  comme 
centre  d'inversion  afin  de  transformer  les  sommets  A,  fi,  C  en  les 
points  anguleux  d'un  triangle  équilatère. 

Des  égalités  (251)  on  reconnaît  que  ces  deux  points  sont  inver- 
ses par  rapport  au  cercle  circonscrit. 

L'équation  (250)  nous  fait  voir  que  les  centres  isodynami- 
ques sont  situés  en  ligne  droite  avec  le  point  de 
Lemoine  et  avec  le  centre  du  cercle  circonscrit. 


CYCLIQUE. 

§  50.  Soit  donnée  l'équation  homogène 

or -^^8-^/1=0 (253) 

En  transformant,  par  inversion,  la  courbe  correspondante,  le 
centre  de  l'inversion  étant  placé  en  A,  on  obtient  une  relation 
de  la  forme 

dp  +  éq  =  y (254) 

Par  conséquent,  l'égalité  (253)  définit  la  courbe  inverse  d'une 
cartésienne;  c'est  une  cyclique  du  quatrième  degré,  courbe 
ayant  des  points  doubles  dans  les  ombilics  du  plan. 

Évidemment,  les  points  B  et  C  sont  transformés  dans  deux 
foyers  de  la  cartésienne. 


*)  Voir  mon  travail  „Isodynami8che  und  metaharmoaische  Gebilde/'  S.  A.  W. 
t.  101,  p.  66.  (Wiener  Sitzungsberichte). 
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Maintenant,  rappelons  que  la  cartésienne  peut  être  représentée, 
de  trois  manières,  par  une  équation  bipolaire  du  premier  degré, 
deux  des  trois  foyers  étant  les  pôles 

Par  suite,  la  cyclique  doit  avoir,  outre  les  foyers  A,B^C  encore 
un  quatrième  foyer  £",  placé  sur  le  cercle  A  B  C,  de  sorte  que  Ton 
pourra  la  représenter  aussi  par  une  équation  linéaire,  homogène, 
entre  les  rayons  vecteurs  r,  .<?,  u,  on  bien,  entre  les  rayons  vecteurs 
r,  f ,  u. 

Il  en  résulte  qu'on  peut  encore  la  déterminer  par  une  relation 
linéaire,  homogène,  entre  les  variables  s,  t,  u. 

On  peut  déduire  ce  résultat  d'une  manière  différente. 

En  efiPet,  entre  les  rayons  vecteurs  d'un  point  quelconque,  issus 
de  quatre  pôles  concycliques,  il  existe  la  relation  quadratique, 
homogène  (202). 

Pour  abréger,  nous  pourrons  l'écrire  sous  la  forme  suivante 

X  r^  —  A  a*  —  .a  «^  -h  i^  u*-^  =  o (255) 

Résolvons  Téquation  (253)  par  rapport  à  t: 

Après  avoir  éliminé  t,  on  obtient  de  Tégalité  (255)  la  nouvelle 
relation  tripolaire 

(«1^  _  yi-^)  r»  H-  2  a  j:?  .a  r  «  4-  (l?  V  +  /*^)  «^  =  / V  w' .  .  .  (256) 

Or,  on  peut  déterminer  le  quatrième  pôle,  origine  des  rayons 
vecteurs  %  de  manière  que  le  premier  membre  de  la  dernière 
égalité  se  réduit  à  un  carré. 

Pour  cela,  on  aura  la  condition 

{«  V  —  /'«)  (i^  V  +  /'^)  =  «  W, 
ou  bien 

En  remplaçant  ;c,  A,  /t  par  leurs  valeurs  tirées  de  l'équation 
(202),  on  arrive  à  la  condition 

Finalement,  on  peut  écrire  66,  '\' cc^^  au  lieu  de  oa,  ;  il  vient 
alors 

6,  _  n^a^_-«2£^)         ....        (257) 

Parce  qu'on  sait  d'avance,  sur  quel  arc  du  cercle  fondamental 
se  trouve  le  pôle  cherché,  la  dernière  relation  le  détermine  com- 
plètement. 

Archives  v.  21 
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On  a  donc  démontré  que  la  courbe,  définie  par  réquation  i 
pourra  être  représentée  par  une  relation  linéaire,  homogène  entre 
les  rayons  vecteurs  r,  5,  et  u. 

On  en  peut  encore  déduire  que  la  cyclique  est  définie,  de 
quatre  manières  différentes,  par  une  équation  liné- 
aire, tripolaire,  homogène. 

§  51.  Si  Ton  convient  de  regarder  les  variables  r,  «,  f,  u  comme 
les  coordonnées  tétraédriques  d'un  point,  Téquation  (202) 

représentera  évidemment  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 
En  la  mettant  dans  la  forme 

on  voit  qu'on  y  satisfait  par  les  deux  systèmes  suivants 
et 


/    / r         s\     .  fi        u\ 

(    (y~;j)  cos(,=   (|4-4;)8inc^ 


(260) 


On  en  tire  que  les  cycliques  d'un  système  confocal  sont  repré- 
sentées par  les  droites  de  Thyperboloïde. 

Il  est  visible  que  les  équations  des  projections  de  ces  droites 
sur  les  quatre  plans  coordonnés  donnent  justement  les  quatre 
relations  tripolaires,  dont  il  a  été  question. 

De  plus,  on  voit  qu'à  quatre  foyers  donnés  appartiennent  deux 
séries  de  cycliques. 

En  observant  que  ces  deux  systèmes  se  transforment,  par  inver- 
sion, en  deux  séries  confocales  de  cartésiennes,  on  trouve  que  les 
deux  systèmes  de  cycliques  confocales  se  coupent 
sous  un  angle  droit. 

§  52.  On  a  déjà  remarqué  que  la  cyclique  est  anallagmatique 
par  rapport  au  cercle  qui  contient  les  quatre  foyers. 

En  effet,  son  équation  étant  homogène,  (§  46),  les  points  de  la 
courbe  pourront  se  ranger  en  couples,  de  sorte  que  chaque  couple 
contient  deux  points  inverses  par  rapport  au  cercle  focal. 
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Dans  les  points  d'un  tel  couple,  la  cyclique  est  touchée  par  un 
cercle,  qui  est,  de  même,  anallagmatique  par  rapport  au  cercle  focal. 
Cherchons  Téquation  d'un  tel  cercle  bitangent. 
Soit  donnée  la  relation 

ar-|-|9«H-/«  =  o (253) 

Par  la  substitution  de 

±—  ^P        et        i  =  ^ 
T        m*  r        m* 

(voir  §  41),  on  obtient  l'égalité 

|î  c/}  -h  /  6g  -h  a  m^  =  o (261) 

qui  désigne  la  cartésienne  dans  laquelle  se  transforme  la  cyclique, 
par  inversion,  du  point  A  comme  centre. 

Or,  l'équation  bipolaire  d'un  cercle  bitangent  peut  s'écrire  sous 
la  forme 

i^'P'  ^rkt  4.m^«  =  o (262) 

P.  9. 

où  p,  et  Çj  sont  les  rayons  vecteurs  des  points  de  contact.  (Voir 

(138),  §  30). 

Maintenant,  appliquons  la  transformation  inverse,  et  les  substi- 
tutions correspondantes. 

On  parvient  alors  à  l'équation 

JLr^  ^  Ls^  ^.y^i^  —  o (263) 

Elle  définit  le  cercle  bitangent  qui  touche  la  cyclique  dans  les 
points,  déterminés  par  r,  r^j  :  fp 

Il  va  sans  dire  que  la  cyclique  aura,  dans  ses  intersections  avec 
le  cercle  focal,  un  contact  quadriponctuel  avec  deux  cercles 
hyperosculateurs. 

Rappelons  que,  dans  chacune  des  deux  séries  de  cartésiennes 
dont  se  compose  un  système  confocal,  il  se  trouve  un  cercle. 

Il  en  résulte  que  chacune  des  deux  séries  de  cycliques  confo- 
cales  est  orthogonalement  coupée  par  un  cercle,  appartenant  à  la 
seconde  série. 

Donc,  chaque  série  est  anallagmatique  par  rapport 
au  centre  du  cercle  orthogonal  qui  se  trouve  dans 
l'autre  série. 

Il  est  visible  que  chaque  couple  de  points  conjugués,  situés  en 
ligne  droite  avec  un  tel  centre  d'inversion,  détermine  un  cercle 
bitangent. 

21* 
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Par  rapport  au  cercle  *,  à  centre  Q,  qui  fait  part  du  système 
des  cartésiennes,  définies  par  les  foyers  P,  Q,  i2,  les  pôles  P  et  Jl 
sont  des  points  inverses  (§  23). 

Donc,  les  points  B  et  E  sont  des  points  inverses  par  rapport 
au  cercle  P,  qui  est  le  transformé  du  cercle  4>.  Par  suite,  le  cen- 
tre de  P  se  trouve  sur  la  droite  BE.  Puisqu'il  est  encore  placé 
sur  la  droite  AC,  il  coïncidera  avec  Tintersection  des  droites  AC 
et  BE. 

On  a  donc  le  théorème  suivant: 

Soient  A,  B,  P,  C  les  sommets  d'un  quadrangle  inscrip- 
tible. 

Toutes  les  cycliques  dont  ces  quatre  points  sont  les 
foyers,  sont  anallagmatiques  par  rapport  au  centre 
du  cercle  circonscrit. 

De  plus,  les  cycliques  de  l'une  des  deux  séries  du 
système  sont  anallagmatiques   par   rapport   au   point 

d'intersection  des  droites  AC  et  BE;  celles  de  la  deux- 

* 

ième    série    le   sont    par    rapport   à   l'intersection  des 
droites  AB  et  CE. 
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Époques  pliocène  et  postplîôcène. 


POLYPES. 

ZOANTBAIRES  APORES. 

CARYOPHYLLIENS. 

No.  18S.    Caryophyllia  olaviu  Broccui 

Cyathina  pseudo-turbinollâ  Milnb  Edw. 

du  post-pliocèoe  moyen  de  Ficenzii V.  42. 

•    184.    IgL    Id.    du  po(t-pliocène  moyen  de  Honte  Pellegrino.    •    42. 


BRACHIOPODES. 
TÉRÉBRATULIDES. 

No.  182.    Terebratula  ampulla  Bboccbi  (Anomia) 

da  pliocène  d'iltovilla V.  42. 

ACÉPHALES. 
PLEDR0C0NQVE8, 

0STRACÉ8. 

No.  19.    Ofltrea  ooohlear  Poli 

da  pott- pliocène  moyen  de  Ficaruu V.  42 . 

-     85.    Id.    Id.    dn  pUocène  d*AltaTilk •    42. 

•     36.    Id.  lamellosa  Bsoccei 

da  pliocène  d^AlUrilla •    42. 
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PECTINIDE8. 
No.  34.    Feoten  soabrellus  Lamabck 

da  pliocène  d'AlU?illa V.  42. 

•  75.    Id.    operoulariB  Linn. 

du  post- pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino •   42. 

•  38.    Vola  AlesBi  Phil.  (Feoten) 

da  pliocène  d*Altevilla -    42. 

•  78.    Id.   jacobaea  Linn.  (Ostrea)  (Feoten) 

du  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino *    42. 

•  74.    Id.    opercularls  Linn.  (Ostrea) 

du  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino *    42. 


CHAMIDES. 
No.  25.    Chama  gryphina  Lamakcr 

du  pliocène  d*Alta?illa V.  42. 

,54.    Id.    dissimilis  Bbonn 

du  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino «    42. 


ORTHOCONQUES. 
MYTILIDE8. 

No.  78.    Uodiola  seriœa  Bkonn 

du  pott-pliocèoe  moyen  de  Monte  Pellegrioo V.  42. 


ARCACIDE8. 

No.  15.    Leda  produota  Momtbrosato  (Yoldia) 

dn  post-pliocène  moyen  de  Ficartni V.  42. 

•  82.    Id.    oommutata  Phil.  (Hucula) 

du  pliocène  d'AlU?illa «    42 

*  68.    Id.    Id.    Phil.  (Nuoula) 

du  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino •    42. 

"   69.    LembuluB  pilla  Linn.  (Leda)  (Aroa) 

du  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino «    42. 


ARCACIDBS. 
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No.  16.    Nuoiila  snloata  Bronn 

da  poBt-plioeèDe  moyen  de  Ficarasii V.  42. 

•  17.    Id.    plaœntina  Lamarck 

da  post-pliocène  moyen  de  Ficarai zi -    42 . 

-  18.    Id.    nuoleus  Linn.  (Aroa) 

da  pott-pliocène  moyen  de  Ficaraixi ■»   42. 

f   70.    Id.    Id.    Linn.  (Aroa) 

da  poet-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino •    42. 

«   71.    Id.    plaoentina  Lamarck 

dn  poftt-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino •    42. 

•  66.    PeotuncmluB  yiolascens  Lamarck 

da  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino «    42 . 

•  67.    Id.    binooulatuB  Poli 

da  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino •    4i. 

'  18.    Aroa  tetragona  Poli 

dn  post-pliocène  moyen  de  Ficaroizi. •    42. 

-  14.    Id.    Folii  Mat 

dn  post-pliocène  moyen  de  Ficanui •    42. 

•  31.    Id.    diluvii  Lamarck 

dn  pliocène  d'Altavilla. «    42. 

»  64.    Id.    tetragona  Poli 

dn  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino »    42 . 

•  65.    Id.    Folii  Mat 

da  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino «    42 . 


No.  86. 


27. 


S5. 


46. 


68. 


ASTARTIDES. 

Cardita  intermedia  Brocchi  (Chama) 

dn  pliocène  d'Altavilla V.  42. 

Id.    peotinata  Brocchi  (Chama) 

dn  pliocène  d'AlUvilla «    42. 

Id.    aouleata  Bronn 

dn  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino •    42 . 

Ciroe  mininia  Monto.  (Venus) 

dn  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino v    42 . 

Afltarte  suloata  Da  Costa  (Peotnnouliis) 

dn  post-pliocène  moyen  de  Ficarazsi •   42 . 

Id.    Id.    dn  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino..    •    42. 
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LUCINIDES. 

No.  12.    Lucina  borealis  Linn.  (Venus) 

da  i>ost-pliocène  moyen  de  Ficarazzi V.  42 . 

•  29.    Id.    spinifera  Monto. 

da  pliocène  d*Alta?ilU •    48. 

•  30.    Id.    boreàlis  Linx.  (Venus) 

da  pliocène  d'ÂlUvilIa •   42. 

-  60.    Id.    Id.    LiNN.  (Venus) 

da  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino «    42. 

//  61.    id.    laotea  Linn.  (Tellina) 

dn  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino •    42. 

-  59.    Diplodonta  rotundata  Monto.  (Tellina) 

du  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino «42. 

•  62.    lioripes  divarioatus  Linn.  (Tellina) 

Id.    oommutata  Pbil.  (Luoina) 
dn  post- pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino f   42. 

«   11.    Woodia  digitaria  Linn.  (Tellioa) 

dn  poftt-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino.    ......    •    42. 

•  68.    Id.    Id.    Linx.  (Tellina) 

du  post-pliocène  moyen  de  Ficarazzi 0   42. 


CARDIDES. 

xVo.  9.    Cardium  eohinatum  Linn. 

du  post-pliocène  moyen  de  Ficarazzi Y.  42. 

'   10.    Id.    Deshayesi  Say 

da  pott-pHocène  moyen  de  Ficarazzi •    42. 

•  28.    Id.    eohinatum  Linn. 

dn  pliocène  d'Altavilla «    42. 

•  56.    Id.    Id.    dn  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino..    •    42. 

•  57.    Id.    papillosum  Poli 

dn  post- pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino »    42. 

•  8.    Isooardia  oor  Linn.  (Chama) 

dn  post-pliocène  moyen  de  Ficarazzi •    42. 

"  58.   Laevioardium  oblongum  Chemn.  (Cardium) 

du  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino •    42 . 


0YPBINIDB8. 

CYPRINIDES. 

No.    2.    Cyprina  aequalis  Bronn 

du  post-pliocène  mojen  de  Ficanzi i . 
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V.  42. 


No  8. 

•  47. 
«  48. 

*  5. 
-  6. 
'  24. 
'  60. 

*  61. 
'  62. 

•  49. 


CYTHÉRIDES. 

Cytherea  méditerranea  Tibkvi 

da  post-pliocène  moyen  de  Ficarnui V.  42. 

Id.    ohione  Linn.  (Venus) 

dn  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino 42 . 

Id.    rudis  Poli 

dn  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino •    42. 

Venus  multUamella  Lamarck  (Cytherea) 

dn  post- pliocène  moyen  de  Fieamzi •    42. 

Id.    ovata  Linn. 

dn  post-pliocène  de  Ficarazsi •    42 . 

Id.    mnltilamella  Lamarck  (Cytherea) 

dn  pliocène  d'Altavilla .    •    42. 

Id.    oasina  Linn. 

dn  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino »    42. 

Id.    fasoiata  Da  Costa 

dn  posi-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino «    42. 

Id.    OYata  Linn. 

dn  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino •    42. 

Dosinia  linota  Pultn.  (Venus) 

dn  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegprino •    42. 

Artemis  linota  Pultn.  (Venus) 

du  post-pliocène  moyen  de  Ficnnssi •    42. 


TELLINIDES. 

No.  22.    Tellina  compressa  Brocchi 

dn  pliocène  d'Altarilla V.  42. 

0  28.    Id.    distorta  Poli 

dn  pliocène  d'Altavilla •    42. 

87 
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No.  44.  Tellina  inoamata  Linn. 
Id.  depressa  Auct. 
da  post- pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino V.  42. 

•  45.    Idi    donaoina  Bronn 

dn  post-pliocène  mojen  de  Monte  Pellegrino •    42. 

•  48.    Psazninobia  ferroensis  Chemn.  (Tellina) 

du  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino •    42. 


AMPHIDESMIDES. 

No.  42.    Syndosmya  alba  Auct.  (Maotra) 

du  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino V.  42. 


MÉS0DESMIDE8. 

No.  41.    Eryoina  angulosa  Bronn 

dn  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino V.  42. 


ANATINIDES. 

No.  88.    Thracia  convexa  W.  Wood 

dn  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino Y.  42 . 


CORBULIDES. 

No.  20.    Corbula  gibba  Olivi  (Tellina) 

du  pliocène  d'AlUvilla V.  42. 


MYACIDES. 

No.  87.    Fanopaea  glyoimeris  Bronn 
▼ar.  Faigasi  Mkli 

du  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino V.  42. 

»  89.    Coohlodesma  proetenisis  Pultn. 

Id.         anatina  oblonga  Poil. 
dn  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino •    42. 
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S0LÉNIDE8 

No.     1.    Soleourtiis  antiquatus  Pultn.  (Solen) 
IcL        ooarotatuB  Aucr. 
da  post-pliocène  moyen  de  Fîcarazzi V.  42. 

•  21.    Id,    IcL    PuLTN.  (Solen) 

da  pliocène  d*AltaTilla *    42 . 

•  40.    Id.    Id.    AucT.  (Solen) 

da  poei-pliocène  mojen  de  Monte  Pellegrino •    48. 

GASTÉROPODES. 
DENTALIDES. 

No.  ISl.    Dentalinm  Fhilippi  Montkrosata 

Id.        striatnm  Phill.  non  Lamarck 
da  post-pliocène  moyen  de  Fioanizi V.  42. 

FISSURELLIDES. 

No    91.    Fissiirella  costaria  Bastkb 

dn  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegriao V.  42. 


CRÉPIDULIDES. 

No.  92.    Calyptraea  sinensis  Linm.  (Patella) 

du  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino V.  42. 

•  109.    Id.    muricata  Brocchi  (Patella) 

dn  pliocène  d'Altavillâ. •    42. 


BUCCINIDES. 

No.  87.   Oassldaria  eohinophora  Linn.  (Buccinnm) 

dn  poet'pliocène  moyen  de  Fîcarazzi V.  42. 

'     88     Nassa  semistriata  Brocchi  (Buocintun) 

dn  post-pliocène  moyen  de  Fîcarazzi «    42 . 
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No.   89.    IVassa  subolathrata  d'Orb. 

da  post-pliocèae  moyen  de  Ficarazzi V.  48 . 

"   105.    Id.    limata  Chbmn.  (Buooiniim) 

•  da  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino •    42. 

•  106.    Id.    pseudoolathrata  d*Obb. 

du  post- pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino •    42 

•  107.    Id.    incrassata  Mûll.  (Tritonium) 

da  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino •    42. 

•  121.    Id.    olathrata  Brocchi  (Buocinum) 

du  pliocène  d*Alta?illa «    ^2* 

•  122.    Id.    limata  Chbmn   (Buocinum) 

da  pliocène  d'Altavilla •    48. 

'    123.    Id.    musiva  Brocchi  (Bucoinum) 

du  pliocène  d'Altavilla •    48. 

•  124.    Id.    prismatioa  Brocchi  (Bucoinum) 

du  pliocène  d'Alta?illa «    42 . 

»   125.    Id.    semistriata  Brocchi  (Buocinum) 
Var.  tnrrita  Fobbbti 
du  pliocène  d'Altavilla •    42. 

•  126.    Id.    semistriata  Brocchi  (Buocinum) 

Forina  intermedia  Brocchi 

Id.     cortulata  Brocchi 
dn  pliocène  d'AltaTilla •    42. 


MURICIDES. 

No.  104.    Buthria  oomea  Link.  (Murex) 

du  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino V.  42 . 

•  117.    FU8U8  cinctus  Bill,  et  Michblotti 

dn  pliocène  d'Altayilla. •    42 . 

*  86.    Triton  corrugatum  Lamarcb 

dn  post-pliocène  moyen  de  Ficarazzi •    42 . 


MUBICIDES. 
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No.  118.    Triton  distortum  Broccbi  (Miirex) 

du  pliocène  d'AltoTilla V.  42. 


119.    Murex  altavillensis  Siqubnza 
du  pliocène  d'AltavilU 


120.   Id.    brevioantuB  Sisvokda 
dn  pliocène  d'AltâvilU 


127.    Fleurotoma  oontigus  Brocchi  (Murex) 
dn  pliocène  d*AlU?illa 


128.   DoUohotoma  oataphraota  Bboccbi  (Murex) 
du  pliocène  d'Altarilla. 


129.    Drillia  Gteslixii     P     (Pleurotoxna) 

dn  pliocène  d'Altayilla 


42. 


42. 


42. 


42. 


42. 


STROMBIDES. 

No    86.   AporrhaïB  maoandra  Jm. 

dn  poflt-pliocène  mojen  de  Fictnui V   42 . 


84.    ChenopuB  pes  peleoani  Linn.  (Strombus) 
dn  post-pliocène  mojen  de  Fieanui 


42. 


•   108.    Id.    Id.    LiNN.  (Strombus) 

dn  poBt-pUocène  moyen  de  Monte  Pelle^ino •   42. 


116.    Id.    Id.    LiNM.  (StrombuB) 
dn  pliocène  d*Alta?ilIa 


42. 


•    116.    Id.    TJttingeri  Ross  (BisBO) 

dn  pliocène  d'Altayilla. •    42. 


CYPRÉADES. 


No.  108.    Trivea  sphoericulata  Lavarcr  (Cypraea) 
dn  poft* pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino 


..    W.  42. 
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TR0CHIDE8. 

No    98.    Turbo  rugosuB  Linn. 

da  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino V.  42. 

•  77.    Zizyphinus  millegranus  Phill.  (Troohus) 

dn  post-pliocène  moyen  de  Ficarazzi •    42. 

•  95.    Id.    oonulus  Ltnn.  (Troohus) 

da  p  >st-pUocèae  moyen  do  Monte  PeUegnoo •    42. 

«     96.    Id.    millegranus  Phill.  (Troohus) 

du  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino •    42. 

•  97.    Id.    zizyphinus  Link.  (Troohus) 

du  post- pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino ■»    42. 

•  76.    Gibbula  mag^is  Linn.  (Troohus) 

du  post-pliocène  moyen  de  Ficaraui •    42. 

•  98.    Id.    Id.    Linn.  (Troohus) 

du  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino •    42. 

-  94.    Id.    Id.    Linn.  (Var.) 

da  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino 42. 

-  83.    Xenophora  trinaoria  Fisch 

Id.          orispa  Phill.  non  Kôniq 
dn  post-pliocène  moyen  de  Ficarazzi •    42. 

'    102.    Id.    orispa  Kônio  (Troohus) 

dn  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino •    42. 

•  114.    Id.    Id.    Kônio  (Troohus) 

dn  pliocène  d'AlUviUa •    42. 


NATICIDES 


No.   80.    Natioa  millepunctata  Lamabck 

du  post-pliocène  de  Ficarazzi V.  42. 

•     81.    Id.    montaouli  Fobbbs 

Id.       helioina  Phill.  non  Bbocchi 
du  post-pliocène  moven  de  Ficarazzi   »    42 . 


No.  101. 


110 


-    111. 


112. 


118. 
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Natioa  millepunotata  Lamabor 

da  post-pliocèae  moyen  de  Monte  Pellegrlno V.  42. 

Id.    maoulata  Dssh. 

da  pliocène  d'Altavilla •    42 . 

Id.    Josephinia  Risso  (Nerita) 
dn  pliocène  d'Altavilla •    42 . 

Id.    millepunotata  Lamabck 

dn  pliocène  d'Altavilla •    42. 

Id.    dniformis  J.  Sowkebt 

dn  pliocène  d'Altavilla •    42 . 

Nevertita  fasoa  Dr  Blaintillv  (Natioa) 
du  post-pliocène  moyen  de  Ficarazzi *    42 . 


PYRAMIDELLIDES. 


No.   90.   Aoteon  tomatllis     P     (Voluta) 

dn  post-pliooène  moyen  de  Ficaraizi V.   42. 

•   130.    Bingioula  buooinea  Bbocchi  (Voluta) 

du  pott-pUocène  moyen  de  Ficaraui •    42. 


LITTORINIDES. 

No.   78.    Turritella  triplioata  Bbocchi 

du  post-pliocène  moyen  de  Ficaraui V.  42. 

*     79.    Id.    trioarinata  Bbocchi  (Turbo) 

dn  post-pliocène  moyeu  de  Ficarazzi »    42. 

"     99.    Id.    Id.    Bbocchi  (Turbo) 

dn  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino *    42. 

'   100.    Id.    triplioata  Broccue  (Turbo) 

du  post-pliocène  moyen  de  Monte  Pellegrino «    42. 
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CRUSTACÉS. 

CIRRHIPÈDES  SESSILES. 

No.  185.    BalanixB  altavillensis  Ranzani 

du  pliocène  d'AltaviUa V.  42. 


186.    Id.    balanoïdes  Ranzani 
du  pliocène  d'Altavilla 


42. 


AVIS  AU  LECTEUR. 


IjB  section  paléontologique  du  Musée  Teyler  comprend,  entre 
autres,  une  très  grande  collection  d'empreintes  d'insectes 
fossiles  provenant  du  calcaire  lithographique  de  Solenhofen, 
de  Schernfeld,  d'Eichstatt,  de  Kehlheim  et  d'autres  lieux  de 
la  Bavière.  Elle  se  compose  d'environ  400  échantillons,  dont 
nous  possédons  de  plusieurs  l'empreinte  et  la  contre-empreinte. 
La  plupart  de  ces  articulés  ont  été  étudiés  et  déterminés  en 
1865  par  feu  le  Dr.  H.  Weyenbergh,  qui  était  alors  étudiant 
en  sciences  à  l'université  de  Leiden,  et  qui,  peu  de  temps 
après,  fut  nommé  professeur  à  l'université  de  Côrdova  dans 
la  République  Argentine,  Amérique  méridionale. 

On  sait  qu'à  l'époque  dont  je  viens  de  parler  la  tendance 
à  créer  des  genres  nouveaux  et  surtout  des  espèces  nouvelles 
se  manifestait  dans  chaque  branche  de  l'histoire  naturelle. 
Weyenbergh  aussi  n'avait  pu  résister  à  cette  manie  de  son 
époque,  il  suffit  pour  s'en  convaincre  de  voir  mon  „ Cata- 
logue systématique  de  la  collection  paléontologique  du  Musée 
Teyler"  p.p.  421  à  429,  2"«  Supplément,  p.p.  83  à  100  et 
S*™*  Supplément,  p.  150. 

Les  grands  progrès  réalisés  par  la  paléoentologie  depuis 
Tan  1865  ont  mis  en  évidence,  que  la  majeure  partie  des 
déterminations  et  diagnoses  de  Von  Munster,  de  Germar,  de 
Hagen,  de  Giebel,  de  Charpentier,  de  Van  der  Linden,  de 
Von    Heyden,    de    Roth,    d'Oppenheim,    de  Deichmûller,    de 
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AVIS    AU    LECTEUR. 


Weyenbergh  et  d'autres  entomologistes  exigent  une  révision 
rigoureuse.  A  se  sujet  on  lit  ce  qui  suit  dans  le  „Natural 
Science"  No.  47,  Janvier  1896,  p.  5.  „It  seems  to  us,  after 
many  years  expérience  of  systematic  work  both  good  and  bad, 
that  the  great  desideratum  at  the  présent  time  is,  not  the 
multiplication  of  species  whether  good  or  bad,  but  the  redes- 
cription, in  the  light  of  modem  science  of  the  species  that 
hâve  already  been  named  (we  will  not  say  diagnosed)  and 
the  arrangement  of  ail  species  under  their  proper  and  finally 
detormined  names  in  the  gênera,  to  which  they  are  thus 
shown  to  belong."  Et  M  le  Prof.  Fernand  Meunier,  de  Bruxelles, 
écrivait  récemment  dans  le  „Bulletiu  de  la  Société  zoologique 
de  France,  1895,  p.  208:  Tous  les  Coléoptères  décrits  par 
Weyenbergh,  ainsi  que  certaines  espèces  minuscules  décrites 
par  Oppenheim,  devraient  être  soumis  à  un  sévère  examen." 
De  pareils  jugements,  émis  par  des  savants  autorisés,  m'ont 
donné  la  conviction  qu'une  étude  nouvelle  dés  insectes  méso- 
zoïques  du  musée  Teyler  serait  grandement  avantageuse  pour 
la  paléontologie  philosophique  et  pour  la  connaissance  des 
insectes  fossiles  en  particulier.  Aussi  ai-je  reçu  avec  reconnais- 
sance Toffre  gracieuse  d'un  de  nos  meilleurs  entomologistes, 
M.  F.  Meunier,  d'entreprendre  la  révision  de  nos  insectes  du 
calcaire  lithographique.  Je  me  suis  empressé  de  lui  envoyer 
tous  nos  échantillons  qui  présentent  des  empreintes  détermi- 
nables  et  non  trop  frustes  Quelques  mois  plus  tard  M.  Meu- 
nier m'a  renvoyé  nos  exemplaires,  en  ayant  soin  d'écrire 
les  noms  des  fossiles  sur  les  pétrifications  elles-mêmes  Je 
profite  de  cette  occasion  pour  lui  exprimer  ici  ma  très  vive 
reconnaissance  pour  ce  qu'il  a  fait  dans  l'intérêt  de  la  paléon- 
tologie et  plus  spécialement  de  notre  Musée. 


AVIS   AU   LRCTBUR. 
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Une  conséquence  nécessaire  du  travail  de  M.  Meunier  a  été 
le  remaniement  complet  de  la  liste  des  insectes  fossiles  de  la 
Bavière,  insérée  dans  mon  Catalogue  systématique.  J'ai  donc 
dû  composer  un  chapitre  entièrement  nouveau  de  ce  catalogue. 
Le  lecteur  est  prié  de  considérer  les  pages  mentionnées  plus 
haut  de  cet  ouvrage  comme  n'ayant  plus  de  valeur  scienti- 
fique et  de  les  remplacer  par  les  pages  299  à  314  de  ce  cin- 
quième supplément,  que  j'oflFre  aux  paléontologistes,  qui  veulent 
étudier  les  trésors  fossiles,  qui  se  trouvent  dans  les  collections 
du  musée  Teyler. 


Haarlem  1896. 


Le  conservateur^ 
Dr  t.  C.  WINKLER. 
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No.  16481. 


•  16482. 
No.  16488. 


16434. 
16485. 
16486. 
15487. 
16488. 
16489. 
16440. 
15441. 
15442. 
15448. 
ir*444. 
15445. 
16446. 


Epoque  jurassique, 

-^SXâo— 

ARACHNIDES. 
ARACHNIDES  PULMONAIRES. 
HaBseltia  primigenia  Wetenb. 

Voyei: 
Wetenbkboh  <  Jrch,  Mm,  Teyler,  Ire  Série,  T.  II,  p.  268, 
pi.  XXXIV,  fig.  1,  T.  III,  p.  284. 

de  Solenhofen V.  vi. 

Id.        Ib •    VI. 

Falpipes  oursor  Roth 

Fhalangites  sp.  Mûnst. 

Voyei: 

Roth  <  Mûnck.  Qel.  Jni.,  1861,  T.  XXXII,  p.  164. 

MûNSTKB,  Seiiràçe,  T.  I,  p.  84,  pi.  VIII,  fig.  2,  8,  4. 

Hbrman  ton  Mstee  <  FalaeonioçrapAiea,  T.  X,  p  299, 
pi.  L,  fig.  1,  2.  8,  4. 

de  Solenliofen V.  vi . 

Id.        Ib -    VI. 

Id.        Ib -    VI. 

Id.        Ib .    VI. 

Id.        Ib •    VI. 

Id.        Ib VI. 

Id.        Ib,         •    VI . 

Id.       Ib .    VI. 

Id.        Ib .    VI. 

Id.       Ib •    VI. 

Id.        Ib -    vi. 

Id.       Ib         .    VI. 

Id.       Ib -    VI. 

Id.       Ib .    VI. 
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No.  15447.    Chelifer  fossilis  Wryend. 

Voyez  : 
Wryknbkrof  <  Period.  Zool.  Arg    T.  II,  p.  89. 
de  SoleDhofen V.  vi . 


INSECTES. 
NÉVROPTÈRES. 
No.  15833.    Stenophlebia  (Heterophlebia)  aequalis  Haoen 

Voyex  : 
Haoen  <  Palaeoniogr.,  T.  X,  p.  125,  pi.  XIII.  fig.  4,  5,6. 
F.  Meunieb,  Revue  critique  <  Areh,  Mua.  Teyl,^  2me  Série 
T.  V.  part.  8. 
de  Solenhofeo V.  vi . 

-  15371.    Id.    de  Schernfeld •    vi. 

-  15372.    Id.  Ib  •    VI. 

•  15473.     Id.  Ib .    VI. 

-  15374.     Id.  Ib  .VI. 

•  15375.  Id.  Ib •  VI. 

•  15376.  Id.  Ib.  •  VI. 

•>  15377.  Id.  Ib •  VI. 

•  16170.  Id.  Ib.  .    •  VI. 

-  16171.  Id.  Ib.  (coDtre-emprdiuic  de  15375) «  vi. 

.  1C176.  Id.  Ib •  VI. 

No.  16891.    Isophlebia  aspasia  Haoen 

Voyez: 
Haoen  <  Palaeontogr,,  T.  X,  p.  105. 
F.  Meunieb,  Revue  critique  <  Arch.  Mus,  Teyl,  2me  Série, 
T.  V.  part.  8. 
de  ScherDfeld V.  vi . 

•  15892.    Id.        Ib •    VI. 

•  15898.    Id.         Ib -    VI. 

No.  15265.    Tarsophlebia  eximia  Haoen 

Voyez  : 
Haoen  <•  Palaeontogr,,  T.  X,  p.  106. 
F.  Meunieb,  Revue  critique  <  Areh  Mue.  Teyl.,  2me  Série. 
T.  V,  part.  8. 
de  Schernfeld V.  vi. 


No  15866. 


-  15268. 

•  15867. 

*  15368. 

*  15369. 

•  15370. 

No.  15885. 


*  15386. 
.  15887. 

•  15388. 

No.  15362. 


«  15863. 

•  15364. 

•  15865. 

No.  15272. 


15273. 
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Cymatophlebia  (Petalia)  longialata  Gxrm. 
Libelltila  valga  Kaqks 
Petalia  longialata  Wi!.ybnb. 

Voyex: 
Gbrmab  <    Nov,  Jet.   Leop.  Acûd.,  T.  XIX,  p    216,  pi. 

XXXIII,  fig.  15. 
Haokn  <   FaïaeMtofr.,  T.  X,   p.    107,   127,  pi.  XXIII, 

fig.  1,  2. 
T.  Meunibb,  Râvite  eritique  <  Areh,  Mut.  Teyl,^  2ine  Série, 
T.  V,  part.  8. 

de  Schernfeld V.  vi . 

Id.         Ib •    VI. 

Id.        Ib .    VI. 

Id.        Ib .    VI. 

Id.        Ib .    VI. 

Id.        Ib .    VI. 

Uropetala  Ebhleri  Haoln 
Petalura  varia  Haokn 

Voyez  : 
Haokn  <  Fafaeontogr.,  T.  X,  p.  119,  \A.  XIV,  fig.  3,  4. 
F.  Meunikr,  Revtte  eritiqtte  •<  Areh,  Mut.  Tey/,,  2me  Série, 
T.  V,  part.  8. 

de  Solenhofen V.  vi . 

Id.         Ib         -    VI. 

Id.         Ib «    VI. 

Id.         Ib .    VI. 

Cordulegaster  (Petalura)  intermedia  Hagrn 
Petalura  gigantea  Wbtbnb 

Voyez: 
Haob.h  <  Palaeoniogr ,  T.  X.  p.  142. 

Wkybnbkboh  <  Areh.  Mut.  Teyl ,  Ire  Série,  T  II. 
F.  Mbunikk,  JRevuâ  eri/igue  <  AreA,  Mut,  2>y/.,  2me  Série, 
T.  V,  part.  3. 

de  Schernfeld V.  vi. 

Id.         Ib •    VI. 

Id.         Ib  •    VI. 

Id.        Ib «    VI. 

Corydalis  vetusta  Hagkn 

Voyez: 
Hagbn  <  Talaeùniogr ,  T.  X,  p.  108. 

de  Schernfeld  . . V.  vi. 

Id.         Ib -    VI 
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No  15308    Ephemera  spP  Meukier 

Asilioiis  lithophiliis  Okrm. 
▼oyex : 
F.  Mkunïrr  <  Bnll    Soc.  eniom.  de  France,  1895,  ii«.9. 

p.  223. 
Okrmar  <  Munster  Beiiràge,  T.  V,  pi.  IX,  fifç.  7. 
Wrtrnbrroh  <  Areh,   Mus.    Teyl.,   T.    II,   p.   266,  pi. 
XXXIV,  fig.  4. 

de  Solenhofen V.  vi 

.    15311.     Id.         Ib •    VI. 

.    15821.    Id.         Ib •    VI. 

No.  15819.    Ephemera  sp.  Mrunibr 

Anomalon  palaeon  Wryenb. 
Voyex : 
F.  Mkunier  <  Bull,  Soc.  eniom.  de  France.,  1895,  ii».9, 

p.  223. 
Wktenbrboh  <  Period.  ZooL  Arg.,  T.I,  pi  III,  fig.  7,  8. 
de  Solenhofen V.  vi. 

No.  15320.    Sphemera  sp.  Meunier 

Ephemera  mortua  Haqen 

Voyez: 
F.  Meunier  <  BulJ.  Soc.  eniom.  de  France,,  1896,  n».  9, 

p.  223 
Haorn  <  Falaeoniogr.,  T.  X,  pi.  XV,  fig.  6. 
de  Solenhofen V.  vi. 

No.  15322.    £pliemera  sp.  Meunier 

Chrysopa  solenhofensis  Wryenb. 
Voyez  : 
F.  Meunier,  Bévue  critique  <  Arch,  Mus.  Tegî.,  2me  Série, 

T.  V,  part.  8. 
AYeyenberoh  <   Arch.    Mue.  Tegl.,   T.  II,   p    264,   pi. 
XXXIV,  fig   11,  12. 
de  Solenhofen V.  vi , 

No.  15331.    Ephemera  sp.  Mrunier 

Tipularia  Teyleri  Wetenb. 
Voyez; 
F.  Meunier,  Bévue  critique  <  ArcA.  Mus.  Tegl.,  2me  Se'rie 

T.  V,  ptrt.  8. 
Weyenberoh  <  ArcÂ.   Mus.   Tegl,  T.  II,   p.  267,   pi. 
XXXIV,  fig.  6,  6tf. 
de  Solenliofen V.  vi . 
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No.  16186.    Bphemera  proœra  Haosv 

Vo/ei: 
Rlqks  <  Palaeontogr.,  T.  X,  p.  116,  pi.  XV,  fig.  2. 
F.  MsuHiBR,  Bévue  critique  <  Areh,  Mut,  Teyl,,  2me  Série, 
T.  V,  part.  8. 
de  Scbernfeld V.  vi . 

No.  15815.    Ephemera  sp. 

de  Solenhofen V.  vi. 

•  1688».    Id.        Ib •    VI. 

de  Schernfeld •    VI. 

•  16890.    IdL        Ib •    VI. 

No.  16168.    Euphaea  longiventris  Haoem 

Voyex ; 
Haomt  <  Falaeanioffr ,  T.  X,  p.  121,  pi.  XÏII,  fig.  7,  8. 
F.  MsvMiKB,  Réoue  critique  <  Arch,  Mu».  TejfK,  2me  Série, 
T.  Y,  part,  8. 
de  ScbernIiBld , V.  vi. 

No.  15267.    Anax  (Aesohna)  gigantea  Gbrm. 
Anax  giganteus  Haoiv 

Voyei: 
Oermar  <   No9.  Act.   Lêod,   Jcad.,  T.  XIX,  p.  216,  pi. 

XXXIII,  fig.  18,  14. 
Haqbn  <  Paheûntoçr.,  T.  X.  p.  142. 
F.  Mkuxikr,  Revue  critiqut  <  Àrek.  Mue,  Teyl.,  2itte  Série, 
T.  V,  part.  8. 
de  Sebemfeld V.  vi. 

No  16280.    F6taliira  Wittei  Haorv 

Aesolma  Wittei  Girbbl 
Frotolindenia  Wittei  Sblts 
Voyei: 
Haght  <*  Paiaetmtoqr,  T.  X,  p.  188,  pi.  XIII,  fig.  8. 
GiBBEL  <  ZéitscAr.  Naturiciei,  T.  XVI,  p.  127,  pi.  I,  fig.  1. 
F.  Mbuvirr,  Revue  critiqtte  <  Jrck,  Mut.  TeyL,  2in«  Série, 
T.  V.  p«rt.  8. 
de  Sebemfeld V.  vi. 

•  15878.    IcL        Ib VI. 

•  1687».    IcL        Ib •   VI. 

•  16880.    Id.        Ib •    VI. 

•  15881.    Id.        Ib -    VI. 

8» 
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No.  15388.    Agrion  sp.  Mxuvisr 

Agrion  eiohstiftttenBis  Haokv 
Voyci  : 
F.  Meuhier,  BevM  eritiquê  <  Areh.  Mm.  TeyL,  2me  Série, 

T.  V,  part.  8. 
Hâgui  <  Palaeontogr ,  T.  X,  p.  118,  pi.  XIV,  fig.  6. 

de  Solenhofen V.  vi . 

•    15383.    Id.        Ib .    VI. 

.    16384.    Id.        Ib .    VI. 

No.  16421.    Libellllla  sp.  Mkunixr 

Petaliira  varia  Haokn 
Uropetala  (Gomphur)  Kbhleri  Hagkn 
Voyei  : 
F.  Meuhibr,  Revue  critique  <  Jrek.  Mue.  TVy/..  2nie  Série, 

T.  V.  part    8. 
Hagen  <  PaUeonfogr.,  T.  X,  p.  107. 
IIagen  <  Enfomolog.  Zeitung  1848,  p.  6. 

de  Bolenhoren V.  vi . 

-    15422.    Id.        Ib  .    VI. 

No.  16423.    Libellula  8p.  Mxukibr 

Isophlebia  belle  Haob5 

Voyez  : 
F.  MxuviBB,  Revue  critique  <  Arch,  Mue,  Tegl.,  2in«  Série, 
T.  V.  part.  3. 

de  Solenhofen V.  vi. 

•  VI. 

•  VI. 

•  VI. 

'     VI. 

•  VI. 

•  VI. 

•  VI. 

•  VI. 

No.  16409.    Apoohrysa  exœlsa  Haoen 

Voyez: 
Oppbhhbim  <  Paiaeontogr,,  T.  XXXIV,  p.  227,  pi.  XXX, 

fig.  1. 
F.  Meukibb,  Revue  critique  <  Arc  A,  Mus,  Teyl.^  2ine  Série. 
T.  V,  part.  8. 
de  Solenhofen V,  vi . 


*  16424. 

Id. 

Ib. 

•  15426. 

Id. 

Ib. 

»  16426. 

Id. 

Ib. 

•  16427. 

Id. 

Ib. 

•  16428. 

Id. 

Ib. 

•  16429. 

Id. 

Ib. 

'  16430 

Id. 

Ib 

.  1«167. 

Id. 

Ib. 
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No.  15110.   Mynneleon  sp.  MiumEa 

Mynneleon  extinotus  Wetbnb. 

Voy«: 
F.  Mkuhixr,  JUvne  critique  <  JreÂ.  Mtis,  Teyl,,  2me  Série, 

T.  V,  put  2. 
Wbtehbbboh  <  AreA,  Mus.    Teyl ,    1"  Série,  T.  II,  p. 
XXXV.  fig.  16. 
de  Solenhofen V.  vi. 

No.  16406.    Termes  sp.  Msuhibk 

Termes  héros  Haobv 
Voyei  : 
F.  Mbitbier,  lUvne  critique  <  Areh.  Mue,  Teyl.,  2me  Série, 

T.  V,  part.  8. 
Haoem  <  Palaeontogr,,  T    X,  p.  114,  pi.  XV,  0g.  1. 
de  Solenbofen V.  vi . 

•  16407.    Id.        Ib .    VI. 

•  16408.    Id.        Ib .    VI. 


ORTHOPTERES. 

No.  16269.    Mesoblattina  lithophila  Gbbm. 
Blabera  avita  Hbtd. 
Voyei: 
Gbrmab  <    Nov.   Jet,  Leop,  Acai.,  T.  XIX,  p.  222,  pi. 

XXXI II,  fig.  19. 
OpnOTHBDf  <  Paheontogr,,  T.  XXXIV,  pi.  821,  pl  XXX, 

fig.  fi.  8. 
F.  Mbumibr  <  Ann,  Soc,  entomol,  de  France  1896,  n*.  9, 

p.  CCXXIII. 
F.  Mbunibr  <  Ann    Soc.  tcientif,  de  Bruxelles,  T.  XIX, 

2me  part.,  1896. 
F.  Meurikr,  Revue  critique  <  Ârck,  Mue.  Teyl,,  2me  Série, 
T.  V,  part.  8. 
de  SebernliBld V.  vi. 

•  16878.    Id.  Ib .    VI. 

•  16807.  Id.  de  Solenbofen •  vi. 

.  16817.  Id.    Ib •  VI. 

•  15867.  Id.    Ib.     •  VI. 

.  16868.  Id.    Ib .  VI. 

89* 
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No.  16S06.    Mesoblattina  sp.  Mbuvibr 

Apiaria  veterana  Wbtevb. 
Voycï  : 
F.  Mbvnikr  <  Bull,  Soe,  enUm,  de  France  1896,  ll^  9. 
Wbtbnbbbgh  <  Areh,  Mui,  TetfL,  Ire  Série,  T.  II,  p  269, 
pi.  XXXIV,  fig.  8. 
de  SoloDhofen V.  vi. 

No.  16380.    Mesoblattina  sp.  Mbithier 

SoapMdium  Hageni  Wbtehb. 

Voyez  : 
F.  Mbcbieb  •<   Jnn,   Sœ.   tcient.  de  Bruxelles,   T.  XIX, 

2me  part.,  1896. 
WbtbuBERoh  <  Jrc^.  Mut.  Teyl,,  Ire  Sene,  T.  II,  p.  281, 
pi.  XXXVI,  fig.  61. 
de  Solenhofen V.  vi. 

No.  16888.    Mesoblattina  sp.  Meurieb 

Silpha  tennilythris  Wbtbnb. 
Voyei: 
F.  Mbunibb  <  BttlL  Soc.  entotn,  de  France  1896,  n^  9. 
Wbtenbkboh  <  Arek,  Mu»,  Teyl ,  In  Série,  T.  II,  p.  280, 
pi.  XXXVII,  fig.  48. 
de  Solenhofen V.  vi . 

No.  16824.    Mesoblattina  sp*  Meukibr 

Bombus  oonservatiis  viEmB, 

Voyez: 
F.  Mbvvibb  <  Bull.  Sœ,  entom,  de  France  1896,  n".  9. 
Wbtenbbboh  <  JrcA.  Mtu.  Teyl.,  Ire  Série,  T.  II,  p.  269, 
pi.  XXXlV,  fig.  7. 
de  Solenhofen V.  vi. 

No  16810.    Mesoblattina  sp.  Mbuhibb 

Nauooris  lapidarius  Wbtbnb. 
Voyez: 
F.  Meubibb  •<  Bull.  Sœ.  entom.  de  France  1869,  no.  9. 
Wbtbrbeboh  <  Areh,  Mut,  Teyl.,  Ire  Série,  T.  II,  p.  276, 
pi.  XXXV,  fig.  19a. 
de  Solenhofen V.  vi. 
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No  15808.    Mesoblattina  sp.  Mbukiir 

AsilioTUi  lithophilTUS  Gibm. 
Vojei: 
F.  Mkchisr  <  Bull,  Soe.  entom.  de  France  1893,  n*.  2. 
GiBMAB  <  MÛH8TKB,  Seiïrâffâ,  T.  V,  pi.  IX,  fig.  7. 
de  SolenliofeQ V.  vi. 

No.  16818.    Mesoblattina  sp.  Msuvoer 

Velia  oomuta  Wxtihb. 

Voycx: 
F.  llEUHOUi  <   BulL  Soe,  entam.  de  France  1896,  n*.  9. 
WiTiHBïROU  <  Feriod.  Zool.  Jrg.,  T.  I,  pi.  III,  fig.  11. 
de  Solenhofen V.  vi . 

No.  15804.    Mesoblattina  sp.  Mbunxer 

Voyez  : 
F.  lUuiruR  <  Bull.  Soe,  entam,  de  France  1895,  n*.  9. 
de  Solenhofen V.  vi. 

No.  15405.    Fhaneroptera  (iermari  Mflisr. 

Voyei: 
Gkbxar  <  MfiRSTKB,  BeUrogc,  T.  V,  pi.  IX,  fig.  7. 

de  Solenhoien V.  vi. 

.    15448.    M.        Ib •    VI. 

No.  15404.    liOOUBta  sp.  Mkuribr 

Iioousta  speoiosa  gbrm. 
Voyei: 
F.  Mkuhisb,  Bévue  critique  <  JrcÂ.  Mus.  Tegl.,  2me  Série, 

T.  V,  part  8. 
GsBJUR  <   Nov.  Act.  Leop.  Aead.,  T.  XIX,  pi.  XXI,  fig. 
1,2. 
de  Solenhofen V.  vi. 

No.  16270.  Kloana  (LoonstaP)  amanda  Hionr 

Voycx: 
Haoev  <  Falaeontogr ,  T.  X,  p.  144,  pi.  XV.  fig.  4. 
OpporaxiM  <:  Falaeontogr,,  T.  XXXIV,  p.  224,  fig    17. 
de  Schernfeld V.  vi. 
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HÉMIPTÈRES. 

No.  164U.    Lystra  sp.    P    Meuvibr 

Lystra  Vollenhoveni  Wetemb. 

Voyez: 
F.  Meunier,  Rêvuâ  critique  •<  Areh.  Mm,  Teyl.,  2me  Série, 

T.  V,  part.  8. 
Wbtenbkrgh  <  Areh,  Mm,   TejfL,  Ire  Série,   T.  II,  p. 
271,  pi.  XXXVI,  fig.  24. 

de  Solenhofen V.  vi. 

.    16416.    IdL        Ib •    VI 

No.  16288.    Halometra  gigantea  0pp. 

Pygolampis  gigantea  Gbrmab 
Propygolampis  Bronni  Wetehb. 
Voyez  : 
Oppenhkim  <  Paloâonto^apAiea,  T.  XXXIV,   p.  280,  pi. 

XXXI,  fig.  18. 
Gebmar  <  I/ov.  Aet.  Leop.  Aead.,  T.  XIX,   p.  207,  pi. 

XXII,  fig.  8. 
Wbtenberoh  <  Areh,  Mut,  Teyl,,  Ire  Série,  T.  II,  p.  278, 

pi.  XXXV,  fig.  21. 
F.  Meunier,  B^vue  critique  <  Areh.  Mut,  Teyl,,  2m«  Série, 
T.  V,  part.  8. 
de  Schernfeld V.  vi. 

16839.  Id.  Ib •    VI. 

16840.  Id.  Ib •    VI. 

16841.  Id.  Ib .    VI. 

16842.  Id.  Id •    VI. 

16848.    Id.     de  Solenhofen •    vi. 

16844.    Id.  Ib. .    VI. 

16846.  Id.          Ib .VI. 

16848.  Id.          Ib .    VI. 

16847.  Id.     de  Schernfeld .    vi . 

16848.  Id.  sp.  nov.    P    de  Schernfeld •    vi . 

16849.  Id.        Id.                        Ib .VI. 
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No.  15286. 


No.  15301. 


16802. 
15276. 
16287. 
16288 
15289. 
15290. 
16291. 
15292. 
16293. 
15294. 
15296. 
15296. 
15297. 
15298. 
16864. 
15855. 
16866. 


Palaeobelostoma  sp.  HKimiiB 

Belostomum  Hartingi  Wktehb. 

Voyez: 
F.  Veuvier  <   Soe.   Zool.  dé  France  1896,   T.  IX,  p.  5, 

pi.  VI.  fig.  10. 
Wetehbbbgh  <  Jreh   itus.  Teyh,  Iw  Série.  T.  II,  p.  268, 
pi.  XXXV,  fig.  20. 
de  Schenifeld V.  vi . 

Belostoma  sp.  Mbuhier 

Belostoma  deperditum  Gbrm. 

Hydrophilus  (Soarabaeus)  deperditus 

Wbtbxb. 
Voyez  : 
F.  MBumû  <  Sœ,  ZooL    de  France  1896,    T.  IX,  p.  6, 

pi.  VI,  fig.  11. 
Qbbmar  <    Nop.    AcL  Leop.  Acad,^  T.  XIX,  p.  218,  pi. 

XXIII,  fig.  17. 
Oppbhheim  <  Palaeonfogr.,  T.  XXXIV,  p.  228,  pi.  XXXI, 

fig.  3. 
Wetekbkboh  <:  ArcA,  Mut.  T<y/.,  Ire  Série,  T.  II,  p.  268, 

pi.  XXXV,  fig.  20. 
Wetbnberoh  <  PmW.  Zool.  Arg„  T.  I,  p.  88. 
F.  Meukibr,  iLevne  critique  <<  Areh*  Mu»,  Teyl,,  2me  Série, 
T.  V,  part.  8. 

de  Solenhofeo V.  vi . 

Id.        Ib.        Meuvirr,  pi.  VI,  fig   12 


Id.    de  Schernfeld 


Id.P 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 

Id. 


Ib. 

Ib. 

Ib. 

Ib. 

Ib. 

Ib 

Ib. 

Ib. 

Ib. 

Ib. 

Ib. 

Ib. 
de  Solenhofen . 
de  Schenifeld. 

Ib. 


pi.  VIII,  fig.  26. 

pl.  V,  fig.  8 

pl.  V.  fig.  8 

pl.  V.  fig.  7 

pl.  V,  fig.  18.... 
pl.  V,  fig.  14.... 

pl.  V,  fig.  6 

pl.  V,  fig.  6 

V.  fig    4 

V.  fig    1 

pl.  VII.  fig.  17.. 
pl.  VI,  fig.  15... 
pl.  VI,  fig.  16... 


pl. 
pl. 


VI. 
VI. 
VI. 
VI. 
VI. 
VI. 
VI. 
VI. 
VI. 
VI. 
VI. 
VI. 
VI. 
VI. 
VI. 
VI. 
VI. 
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No.  15282.    Nepa  primordialis  Gebm. 

Voyei: 
Gbrmar  <  Nov.  Act,  Lecp.  Aead.,   T.  XIX,   p.  206,  pi. 

XXI.  fig.  7. 
Oppbhheim  <  talaêontogr,,  T.  XXXIV,  p.  284,  pi.  XXXI, 

fig.  11. 
F.  MEUviEa  •<  Jnn.  Soe,  tcimi.    dt  BnurelUi,    T.  XXI, 

p.  78. 
F.  MsuNiBR,  Revue  critique  <  Jrek,  Mut,  TeyL,  2mo  Série, 
T.  V,  part.  8. 

de  Schemfeld V.  vi . 

.    16188.     Id.        Ib  .    VI. 

,    15884.    Id.         Ib •    VI. 

"    16385.    Id.        Ib •    VI. 

•  16886.    Id.        Ib •    VI. 

•  15837.    Id.    de  Solenhofeo •    vi. 

•  16888.    Id.        Ib.  •    VI. 

No.  15412.  '  Corixa  mortua  wiTsani. 

Voyei: 
WBTnrBKBOH  <    JreA.   Muê,    Teyl.,  1»  Série,  T.  II,  p. 
268,  pi.  XXXV,  fig.  18,  18a. 
de  Solenbofen V.  vi . 

•  16418.    Id.        Ib n    VI. 


HYMÉNOPTÈRES. 

No.  15366.    Bhipidorhabdus  minixnTUEi  Opfekh. 

Voyea  : 
Oppbnheim  <  Falaeontogr,,  T.  XXXIV,  p.  248. 
F.  MKUiriBR  •<  Ann.   Sœ.   scient   de  Bruxellee^  T.  XIX, 
part.  1,  p.  71-74. 

de  Schemfeld V.  vi. 

•   16271.    Id.        Ib .    VI. 

.    16274.    Id.        Ib •    VI. 


HTMÊyOPràRES. 


811 


No.  16896.   Rhipidorhabdus  Sohroeteri  Oppknh. 
Sphinx  Snelleni  Wbtkvb. 
Hagenia  Sohroeteri  WcrnrB. 
FaeudoBirex  Darwini  Wetsitb. 

Voyei: 
QppsirHBiH  <  Palaconiogr.,  T.  XXIV,  p.  248. 
Wbtbnbiroh  <  Period,  Zool.  Arg,^  T.  I,  pi.  m,  fig.  1,  2. 
WiTiNBERGH  <   Arck^   Mut,    TtyL^    Ire  Série,   T.  Il,  p. 

261,  pi.  XXXIV,  fig.  9,  9a,  10,  10«. 
F.  Mruvisb,  B£9ue  critique  •<  Arch.  Mus,  Teyl^  2iBe  Série, 
T.  V,  part.  8. 
de  Solenhofen V.  vi . 

•  1689«.    Id.        Ib •    VI. 

•  16897.    Id.        Ib '    VI. 

-  16898.    Id.        Ib VI. 

.    16899.    Id.        Ib '    VI. 

-  15400.    Id.        Ib •    VI. 

.    16401.    Id.        Ib •    VI. 

No.  16894.    RhipidorhabduB  sp. 

de  Schernfeld V.  vi. 

No.  16276.    Fabellovena  Karsohi    P    Meuvibr 

de  Schernfeld V.  vi. 

.    16277.    Id.        Ib -    VI. 

No.  16284.   Fabellovena  oompressa    P    Mbunikr 

de  Scbemfeld •    vi. 

•  16402.    Id.        Ib.    P     .    VI. 


DIPTÈRES. 

No.  16828.    Empidia  Wulpi  Wbtxnb. 

Voye»: 
Wetbhbiboh  <    Areh,  Mut.    2Vy/.,    Ire  Série,  T.  II,  p. 

268,  pi.  XXXIV,  fig.  6,  6a. 
F.  MsuiniB  •<   Ann.   Sœ,   êcieni  de  Bruxelles,  T.  XIX, 
2me  Série,  part  1896. 
de  Soleahofen V.  vi. 
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COLÉOPTÈRES. 

No.  16299.    Frooalosoma  Giardi  Mechur 

Yoyci: 

F.  MiuHin  <:  Bull.  Soe.  Zool   de  France  1896,   T.  XX, 
p.  206.  fig.  1,  2. 

F.  Meukibr,  "Revue  critique  <  Areh.  Mus,  Teyl,  2Bie  Série, 
T.  V.  pirt.  S. 

de  Solenhofen V.  vi. 

.    16800.    Id.        Ib .    VI. 

.-    1B8B0.    Id.    de  Schernfeld •    vi. 

No.  16851.    CarabuB  Winkleri  Wetkkb. 

Voyei  : 
Wetenberoh  <*  ArcÂ.  Mus.  JVy/.,  Ire  Série,  T.  II,  p.  278, 

pi.  XXXVI],  fif(.  56,  56a. 
F.  Meunier,  Revue  erifique  <<  Arek.  Mus.  Teyl^  2ne  Série, 
T.  V,  paît.  8. 

de  Solenhofen V.  vi. 

.    16852.    Id.        Ib  .    VI. 

No.  15419.    Frodytiscus  eichstattennis    P    Oppbvh. 

Voyei : 
Oppehheim  <  FalaeoHtûffr.,  T.  XXXIV,  p.  288,  pi.  XXXI, 

fig.  19.  20. 
F.  Meunier,  Revue  erifique  •<  ArcA.  if  m.  7>y/L,  2me  Série, 
T.  V.  part.  8 

de  Solenhofen V.  vi. 

.    16420.    Id.        Ib •     VI. 

No.  15286.    Silpha  sp.    P    Meueibr 

Voyei  I 
Oppekheim  <  Palaeomiogr.,  T.  XXXIV,  p.  289,  pi.  XXXI, 

fig.  6.  16. 
F.  Meubier,  Revue  critique  <  Areh.  Mus,  TeyL,  Sme  Série, 
T.  V,  part.  8. 
de  Schernfeld V.  vi. 


GOLÉOPTÈRES.  318 

No.  16868.    Coléoptère  sp.  Hiuhisb 

Oryotes  Fluto  Witchb. 
Voyez: 
F.  MsxTBnat,  Revue  critique  •<  AreA,  Mus.  Teyl.^  2me  Série, 

T.  V.  p»rt.  8. 
WiniiBRROB  <•  Arch,  Mut.  Teyl,  Ire  Série,  T.  II,  p.  282, 
pi.  XXXVI,  fig.  49. 
de  Solenhofen V.  vi . 

•  15279.    Id.        Ib -    VI. 

'    16281.    IcL        Ib •    VI. 

•  16809.    IcL        Ib •    VI. 

.    16864.    Id.        Ib •    VI. 

•  16869.    Id.        Ib •    VI. 

.    16860.    Id.        Ib .    VI. 

-    16861.    Id.        Ib .    VI. 

.    16418.    Id.        Ib .VI. 

.    16417.    Id.        Ib ...    .    VI. 

.    16418.    Id.        Ib.         ..., .    VI. 


LÉPIDOPTÈRES. 
No.  16408.    Sphinx  Snelleni  Wetkkb.  (ohenilleP) 

Voyez: 
WiTKNBEKOB  <  ÀTck.  Mut.  TfyL,  Ire  Série,  T.  II,  p.  261, 

pi.  XXXIV,  fig.  10. 
F.  Mbuxikr,  Kevue  critique  ^  JrcA,  Mtte,  7Vy/>  2me  Série, 
T.  V,  pw^  8. 
de  Solenbofen V.  vi. 


ESPECES  NOUVELLES  D'INSECTES. 

Ko.  16411.    Brongniartiella  problexnatioa  Mkuhier 
P     TJioania  gigas  Wktkrb. 
Voyez: 
Wbtxvbkboh  <    JrcÂ.   Mut.    TeyL,    Ire  Série,  T.  II,  p. 

270,  pi.  XXXV,  flg.  28. 
F.  MxuKiSR,  Mente  critique  <  JrcA.  Mut.  Teyl.,  2aie  Série, 
T.  V,  pirt  8. 

de  Solenbofen V.  vi. 
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No.  16169.   Hageniella  problematioa  Mhuxisr 

Voyes: 
F  Meuhibr,  Revue  critique  <  Jreh,  Mue  Tejfl^  2ne  Série, 
T.  V,  purt    8. 
de  Solenhofen V.  vi. 


INSECTES  NON  DÉTERMINÉS. 

No.  15308.    Insecte  Sp.  de  Solenhofen V.  vi. 

VI. 

VI. 

VI. 

VI. 

VI. 

VI. 

VI. 

VI. 

VI. 

VI. 

VI. 

VI 

VI. 

VI. 

VI. 

VI. 

VI. 

VI. 

yi. 

VI. 
VI. 
VI. 
VI. 


*  16812. 

Id. 

Ib. 

•  16818. 

IcL 

Ib. 

.  16814. 

Id. 

Ib. 

//  16816. 

Id. 

Ib. 

.  15S26. 

Id.  P 

(plante?)  Ib. 

"    16826. 

Id. 

Ib 

•  16827. 

Id. 

Ib. 

.  16828. 

Id. 

Ib. 

.  16829. 

Id. 

Ib. 

•  16449. 

Id. 

Ib. 

*  16460. 

Id. 

Ib. 

*  16461. 

Id. 

Ib. 

*  16462. 

id. 

Ib. 

.  16468. 

Id. 

Ib. 

•  16464. 

Id. 

Ib. 

•  16466. 

Id. 

Ib. 

«  16466. 

Id. 

Ib. 

.  16467. 

Id. 

Ib. 

.  16468 

Id. 

Ib. 

•  16172. 

Id. 

Ib. 

•  16178. 

Id. 

Ib. 

.  16174. 

Id. 

Ib. 

.  16176. 

Id. 

Ib. 
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AVIS. 


En  ouvrant  cette  nouvelle  série  l'Institut  scientifique  et  littéraire 
de  la  fondation  Teyler  a  Thonneur  d'informer  les  lecteurs  des 
Archives,  que  M.  M.  les  Directeurs  ont  résolu  de  lui  en  confier 
dorénavant  la  rédaction,  qui,  à  partir  de  ce  jour,  se  fera  sous  sa 
responsabilité. 

Les  Archives,  comme  l'indique  déjà  leur  titre,  contiendront  d'abord 
la  description  scientifique  des  principaux  instruments  de  précision 
et  des  diverses  collections  que  la  fondation  possède,  ainsi  que  les 
résultats  des  expériences  et  des  études,  qui  seront  faites  par  leur 
moyen,  soit  que  ce  travail  soit  fait  par  les  conservateurs  de  ces 
collections,  soit  par  d'autres,  auxquels  les  Directeurs  en  auront 
accordé  l'usage. 

En  second  lieu,  et  pour  tant  que  l'espace  disponible  ne  sera  pas 
occupé  par  ces  publications  obligatoires,  les  pages  des  Archives 
seront  ouvertes  aux  savants,  dont  les  travaux  scientifiques  ont 
rapport  à  une  des  branches,  dont  la  culture  a  été  recommandée 
à  l'Institut  par  son  fondateur. 

Pour  de  plus  amples  informations  à  cet  égard  on  est  prié  de 
s'adresser  au  Secrétaire  de  l'Institut, 

E.  VAN  DER  VEN. 

Haablem,  janvier  1881. 


PROGRAM 

DEK 

TEYLERSCHEN  THEOLOGISCHEN  GES 

ZU  HAARLEM, 
fur  das  Jahr   1897. 


Die  Teylersche  Theologische  Gesellschaft  beschloss  die  un- 
beantwortet  gebliebene  Pi*eisfrage  nochmals  auszuschreiben  : 

„Wa8  bleibt  beim  gegenwartigen  Stande  der 
neutestamentlichen  Kritik  historisch  sicher  be- 
zûglich   der  Person   und   des   Lebens  Jesu?" 

nnd  wûnscht,  dass  bei  Beantwortung  der  Frage  besonders  Rûck- 
sicht  genommen  werde  auf  Dr.  W.  Brandt's  :  Die  Evangelische 
Geschichte  wnd  der  Ursprung  des  Gkristenthums  u.  s.  w. 

Vor  dem  1.  Januar  1898  werden  die  Antworten  darauf  erwartet, 
und  ebenso  auf  die  schon  îm  vorigen  Jabre  angebotene  Preis- 
aufgabe  : 

„Eine  Geschichte  der  religiôsen,  theologischen 
und  kirchlichen  Strômungen  im  Protestantismus 
in  den  Niederlanden  wâhrend  der  letzten  vierzig 
Jahre." 

Der  Preis  besteht  in  einer  goldenen  Médaille  von  f  400  an 
innerem  Werth. 

Mau  kann  sich  bei  der  Beantwortung  des  Hollàndischen,  La- 
teinischen,  Franzôsischen,  Englischen  oder  Deutschen  (nur  mit 
Lateinischer  Schrift)  bedienen.  Auch  mûssen  die  Antworten  voll- 
stândig  eingesandt  werden,  da  keine  unvoUstândige  zur  Preis- 
bewerbung  zugelassen  werden.  Aile  eingeschickte  Antworten  fallen 


der  Gesellschaft  als  Eigenthum  anheira,  welche  die  gekrônte,  mit 
oder  ohne  Uebersetzung,  in  ihre  Werke  aufnimmt,  sodass  die 
Verfasser  sie  nicht  ohne  Erlaubniss  der  Stiftung  herausgeben 
dûrfen.  Auch  behtilt  die  Gesellschaft  sich  vor,  von  den  nicht 
preiswùrdigen  nach  Gutfinden  gebrauch  zu  machen,  mit  Ver- 
schweigung  oder  Meldung  des  Namens  der  Verfasser,  doch  im 
letzten  Falle  nicht  ohne  ihre  Bewilligung.  Auch  kônnen  die  Ein- 
sender  nicht  anders  Abschriften  ihrer  Antworten  bekommen  als 
auf  ihre  Kosten.  Die  Antworten  miissen  nebst  einem  versiegelten 
Namenszettel,  mit  einem  Denkspruch  versehen,  eingesandt  werden 
an  die  Adresse:  Fundatiehuis  van  wijlen  den  Heer  P.  TEYLER 
VAN  DER  HULST,  te  Haarlem. 


PROGRAMMA 

VAN 

TEYLER'S  TWEEDE  GENOOTSCHAP 

TE  HAARLEM, 
voor  het  jaar  1897. 


Teyler's  Tweede  Genootschap  heeft  besloten,  de  volgende 
prijsvraag  uit  te  schrijven: 

„Een  uitvoerige  geschiedenis  van  ons  land  on- 
der  het  Fransche  Keizerrijk,  opgesteld,  onder 
anderen,  met  behulp  van  de  overvloedige  be- 
scheiden,  die  in  de  Archives  Nationales  te  Parijs 
berusten." 

De  prijs  voor  het  best  en  voldoend  gekeurd  antwoord  op  deze 
vraag  bestaat  in  een  gouden  eerepenning,  op  den  stempel  des 
Genootschaps  geslagen,  ter  innerlijke  waarde  van  vierhonderd 
gulden. 

De  verhandelingen  moeten  in  het  Nederlandsch,  Fransch,  En- 
gelsch  of  Hoogduitsch,  met  eene  Latijnsche  letter,  vooral  goed  en 
leesbaar  geschreven  zijn  door  eene  andere  hand,  dan  die  van  den 
opsteller.  Ook  moeten  zij  v66r  den  bepaalden  tijd  in  liaar  geheel 
worden  ingezonden;  geene  antwoorden,  waaraan  eenig  gedeelte 
bij  de  înlevering  ontbreekt,  zullen  tôt  het  dingen  naar  den  ge- 
melden  eereprijs  worden  toegelaten. 

De  tijd  der  inzending  van  de  antwoorden  op  de  vraag  is  v66r 
of  op  den  1^*«"  April  1898,  opdat  zij  v66r  den  P*«"  Mei  1899 
kunnen  beoordeeld  worden. 

Aile  ingezonden  stukken  blijven  het  eigendom  des  Genoot- 
schaps, dat  de  bekroonde,  met  of  zonder  vertaling,  in  zijne  werken 


opneemt,  zonder  dat  de  schrijvers,  anders  dan  met  toestemming 
der  Stichting.  die  mogen  uitgeveii.  Ook  behoudt  het  Genootschap 
aan  zich  het  recht  om  van  de  niet  bekroonde  stukken  zoodanig 
gebruik  te  maken  als  het  raadzaam  zal  oordeelen,  hetzij  zonder  of 
met  vermelding  van  den  naam  des  schrijvers;  in  het  laatste  geval 
echter  niet  zonder  zijne  toestemming.  Ook  worden  geene  afschriften 
van  de  niet  bekroonde  stukken  aan  de  schrijvers  verleend,  dan 
ten  hunnen  koste.  De  in  te  zenden  antwoorden  moeten,  zonder 
naam  en  alleen  met  eene  spreuk  onderteekend,  vergezeld  vaneen 
verzegeld  briefje,  dezelfde  spreuk  ten  opschrift  voerende  en  van 
binnen  des  schrijvers  naam  en  woonplaats  behelzende,  gezonden 
worden  aan  het  Fundatiehuis  van  wijlen  den  Heer  P.  TEYLER 
VAN  DER  HULST  te  Haarlem. 
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QUELQUES   FIGURES 

k  n  +  'l  INVERSIONS 

DANS  ^ESPACE  À  n  DIMENSIONS. 

PAR 

P.  H.  SCHOUTE. 

(Première  partie). 

1.  Dans  ce  qui  suit  nous  nous  proposons  de  réunir  par  les 
notions  de  la  géométrie  synthétique  et  sous  une  forme  simple  les 
résultats  de  quelques  belles  recherches  de  plusieurs  géomètres, 
notamment  de  Casey  et  de  M.  Darboux,  sur  les  cubiques  circu- 
laires et  les  quartiques  bicirculaires  du  plan  et  les  cycliques  et 
les  cyclides  de  l'espace,  en  y  ajoutant  bien  des  amplifications  et 
l'extension  aux  hyperespaces. 

Pour  faciliter  la  lecture  de  cette  étude  nous  considérons  les  êtres 
géométriques  indiqués  et  leurs  analogies  dans  les  hyperespaces 
sous  plusieui-s  rapports,  pris  toujours  dans  le  même  ordre.  Ainsi 
nous  nous  occupons  successivement  a)  de  leur  origine,  6)  des 
inversions  qu'ils  admettent,  c)  de  leurs  modes  de  généra- 
tion, d)  de  leurs  propriétés  focales  et  e)  des  lieux  géo. 
métriques  auxquels  ils  mènent. 

Pour  raccourcir  nous  omettons  les  démonstrations  analytiques 
en  les  remplaçant  par  des  notes  contenant  des  raisonnements 
géométriques  et  des  indications  bibliographiques.  En  outre  en 
procédant  à  un  espace  de  plus  de  dimensions,  nous  nous  bornerons 
de  plus  en  plus  aux  résultats  généraux. 

Archives  v.  22 
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I.  Les  cnbiqnes  circnlaires. 

a).   ORIGINE. 

2.  Soient  0^,  0^,  0^,  O^  (fig.  1)  les  sommets  d'un  quadrangle 
plan  complet  à  trois  couples  de  côtés  opposés  rectangulaires  que 
nous  nommons  quadrangle  orthocentrique  et  que  nous 
indiquons  par  (4).  Représentons  par  ^1.2  ^  3  >  •  •  •  1^  six  côtés,  par 
A^,A2,A^les  points  diagonaux,  par  Jf,  2 ,  ^1  ^3 ....  les  points  milieux 
des  côtés,  par  c,  2,  c,  3, . . .  les  cercles  décrits  sur  les  côtés  opposés 
h  kj  h  kf"  '  comme  diamètres  et  par  Si^k  les  couples  de  points  d'in- 
tersection des  droites  li^fc  et  des  cercles  homonymes  c^,;;.  Alors  on 
trouve  : 

„Les  sept  points  0,,  O2,  O3,  0^, -4,, -^2, -^3  et  les  deux 
^points  co,,a)2  communs  à  tous  les  cercles  du  plan  sont 
„les  points  de  base  d'un  faisceau  de  cubiques  circu- 
^laires." 

Au  lieu  de  contenir  douze  cubiques  à  un  seul  point  double 
comme  un  faisceau  général  de  cubiques,  ce  faisceau  que  nous 
représentons  par  le  symbole  3p.  (4),  contient  six  cubiques  dégénérées 
à  deux  points  doubles  Si^j,,  composées  des  droites  li^^  et  des  cercles 
homonymes  0,-,^.  En  effet,  chaque  combinaison  {li^j,,  d^j,)  livre  une 
cubique  qui  passe  par  les  neuf  points  de  base  ').  Par  chacun  des 
sommets  Oi  il  passe   trois  de  ces  droites  et  trois  de  ces  cercles, 


ï)  Nous  employons  les  symboles  6  (c),  b^Jic),  h     (c)  =  b     c,  etc.  pour 

indiquer  un  système  linéaire  ponctuel^  iangentiel  ou  ponctuel  et  tan- 
gentiel  à  la  fois^  à  un  nombre  00  ^  d'éléments  d'ordre  ou  de  classe  6,  pour 
lesquels  c  désigne  une  particularité  quelconque  commune.  Aussi  8^1  <4) 
représente  un  système  linéaire  ponctuel  à  un  nombre  simplement  infini 
d'éléments  d'ordre  trois  en  relation  avec  le  quadrangle  (4),  etc* 

La  considération  de  ce  faisceau  remarquable  3j,i  (4)  noua  a  suggéré  l'idée 
de  réunir  sous  un  môme  point  de  vue  géométrique  les  belles  propriétés 
des  cubiques  circulaires,  etc. 

Si  /i  -f  î,  /i  =  0  est  l'équation  du  faisceau,  l'équation  en  A  indiquant 
les  cubiques  à  un  point  double  prend  la  forme  d'un  carré  parfait  du 
sixième  ordre  égalé  à  zéro.  De  plus  la  courbe  C"  à  neuf  points  triples 
qui  est  le  lieu  des  points  d'inflexion  des  cubiques  du  faisceau,  se  décom- 
pose en  six  droites,  les  côtés  du  quadrangle  (4)  et  une  C«  tricirculaire 
par  les  points  diagonaux  Ai. 
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tandis  qu'un  point  diagonal  quelconque  Ai  se  trouve  sur  deux  de 
ces  droites  et  quatre  de  ces  cercles. 

Quant  à  la  réalité  du  quadrangle  (4)  il  y  a  deux  espèces  de 
faisceaux  à  distinguer,  que  nous  désignons  par  3pi  {i\  et  Spi  {i\.  Le 
faisceau  3^1(4),  de  première  espèce  possède  un  quadrangle  ortho- 
centrique  (4),  entièrement  réel;  le  faisceau  Spi{i\  n'admet  qu'un 
quadrangle  orthocen trique  (4)2  partiellement  réel,  deux  sommets, 
deux  couples  de  côtés  opposés  et  deux  points  diagonaux  étant 
imaginaires  conjugués  ^). 

b).  INVERSIONS. 

3.  „Le  faisceau  3pi  (4)  est  anallagmatique  par  rap- 
„port  aux  quatre  inversions  dont  les  quatre  cercles 
„coo'rthogonaux  (Oi)  aux  centres  0»  sont  les  lieux  des 
^points  doubles  ^).  liC  point  0,  est  le  centre  radical  du 
„réseau    de    cercles    déterminé   par    (0|),  (O3),  (Oj;    le 


*)  La  supposition  d'un  quadrangle  (4)  tout  à  fait  imaginaire  mène  à  un 
faisceau  de  cubiques  à  neuf  points  de  base  imaginaires,  c'est-à-dire  à  un 
faisceau  imaginaire,  et  est  donc  inadmissible. 

*)  D'après  les  propriétés  connues  d'un  triangle  0,  0,  0,  et  de  son 
orthocentre  O4,  on  a 

0,  O4 .  0,  -4,  =  0,  O3.  Oi  Ai  ^  OiOi,  Oi  A3, 

0,  O3  .  0,  i«i  =  Oj  O4  .  0,  ila  =  Oi  0,  .  0,  Ai, 

O5  Oj .  O3  il,  =  Os  0, .  O3 .4,  =  O3  O4 .  O3  i«3, 

O4  0,  .O^At  =  O4  O3 .  O4  ilj  =  O4  O3 .  O4  i43, 

ce  qui  prouve  que  les  quatre  inversions  à  centres  0,-  dont  les  puissances 

Qi\  Qi\  Q3\  Qa^  so^t  égales  aux  valeurs  communes  des  trois  produits  de 

ces  quatre  lignes,  transforment  en  elles-mêmes  les  six  cubiques  dégénérées 

du   faisceau.  Donc  ces  inversions  transforment  en  elle-même  une  courbe 

quelconque  du  faisceau. 

Cette  démonstration  semble  incomplète.  En  effet,  si  l'inversion  trans- 
forme les  courbes  /*,  =  0  et  /*,  =  0  en  elles-mêmes,  elle  peut  transformer 
/",  +1  /*,  ar  0  en  /*,  +iVj  =  0,  c'est-à-dire  en  une  autre  courbe  du  faisceau. 
Alors  le  caractère  involutif  de  l'inversion  exige  que  les  courbes  qui 
correspondent  l'une  à  l'autre  dans  cette  inversion,  forment  une  involution 
à  deux  courbes  doubles.  Mais  nous  nous  trouvons  en  présence  de  six 
courbes  doubles;  donc,  etc. 

Les  cercles  (Où  aux  rayona  qi  sont  coorthogonaux.  En  vérité,  l'inversion 
à  centre  0,  et  à  puissance  ^i*  transforme  les  cercles  (0,),  (0,),  (O^)  en 
eux-mêmes. 

Évidemment  le  cercle  {0^)  passe  par  les  trois  couples  S,  ^,  S^ ,,  S,^,,  etc. 

22* 
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^triangle  0^0-^0,^  est  triangle  polaire  par  rapport  au 
^cercle  (0,),  etc." 

La  propriété  d'admettre  les  quatre  inversions  indiquées  que 
nous  représentons  par  J»,  est  bien  le  caractère  principal  du  faisceau 
3pi  (4).  A  chaque  pas  nous  verrons  qu'elle  forme  la  source  la  plus 
importante,  d'où  découlent  les  démonstrations  géométriques. 

Pour  un  faisceau  3pi(4),  les  quatre  inversions  /,•  sont  réelles, 
quoique  le  lieu  des  points  doubles  de  Tune  d'elles  est  imaginaire  *); 
pour  un  faisceau  3p»(4)^  seulement  deux  des  inversions  li  sont 
réelles. 

„Une  cubique  circulaire  au  quadrangle  orthocen- 
„trique  (4)  est  touchée  aux  points  0,  par  des  droites 
^parallèles  à  l'asymptote  réelle  et  aux  points  Ai  par 
„de8  droites  qui  concourent  en  un  point  du  cercle 
^circonscrit  à  A^A^A^.  L'asymptote  réelle  coupe  la 
„courbe  en  ce  dernier  point  ^)." 


*)  Quand  le  triangle  0,  0,  0,  est  acutangle,  le  rayon  q^  est  imaginaire. 
En  général,  si  a,  6,  c  représentent  les  côtés  0,  0, ,  0^0 ^\  0,  0,  du  triangle 
0,  0,  0,  à  aire  S,  on  trouve 

i  (a^  H-  6»  H-  c^)  =  Q,^  +  a'  =  q^  +  6»  =  q^^  h-  c\ 

donc  l'élimination  de  a,  6,  c  donne  £  — ^  =  0,  ce  qui  prouve  qu'un  des  rayons 

au  moins  est  imaginaire. 

Quand  le  triangle  0,  0,  0,  est  rectangulaire  en  0, ,  0^  coïncide  avec 
0,  et  les  deux  cercles  (0,),  (O^)  se  réduisent  au  point  de  coïncidence. 
Nous  ne  nous  occuperons  pas  de  ce  cas  particulier,  parce  qu'il  ne  cor- 
respond pas  à  un  faisceau  de  cubiques  circulaires  général,  mais  à  un 
faisceau  de  cubiques  circulaires  rationnelles  à  point  double  réel  commun. 
Ce  faisceau  n'admet  que  deux  inversions  proprement  dites. 

Plus  loin  (voir  numéro  11)  nous  rencontrerons  un  autre  cas  particulier 
plus  intéressant,  pas  pour  le  faisceau  de  cubiques  circulaires,  mais  pour 
le  réseau  de  quartiques  bicirculaires  (voir  numéro  8)  qui  s'en  déduit 

Chacun  des  cercles  (0»)  est  le  cercle  polaire  conjugué  du  triangle 
dont  les  centres  des  trois  autres  cercles  sont  les  sommets  ;  il  coupe  donc 
le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  en  deux  points  situés  sur  le  cercle 
circonscrit  à  A^  A.^A^  (É.  Vigabié,  ^Premier  inventaire  de  la  géométrie 
du  triangle",  Association  française^  Congrès  de  Toulouse,  1887). 

^)  Chacune  des  inversions  li  transforme  le  point  réel  A  de  la  cubique 
à  l'infini  en  un  point  infiniment  voisin  du  centre  d'inversion  0,-  et  situé 
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Le  cercle  circonscrit  à  -4, -4 2-^3  est  le  cercle  des  neuf  points 
de  (4)  par  les  trois  points  Ai  et  les  six  points  Mi^k  ;  nous  l'indique- 
rons par  c„. 

„Chaque  cubique  du  faisceau  3y  (4),  se  compose  de 
„deux  parties,  une  branche  paire  fermée  (ovale)  et 
„une  branche  impaire  (serpentine);  chaque  cubique 
„du  faisceau  3j,i(4),  n'admet  qu'une  branche  unique 
^impaire  (serpentine)  *^)." 

Une  cubique  quelconque  du  faisceau  est  coupée  orthogonalement 
en  quatre  sommets  ")  par  chacun  des  cercles  coorthogonaux.  Il 
n'y  a  d'exception  (fig.  1)  qu'aux  points  doubles  S^^  des  courbes 
dégénérées  qui  coïncident  toujours  avec  les  points  d'intersection 
de  deux  des  cercles  coorthogonaux.  En  chacun  de  ces  points  les 


par  rapport  à  ce  point  dans  la  direction  de  Tasymptote  ;  donc  les  tangentes 
aux  points  Oi  sont  parallèles  à  cette  asymptote. 

Par  l'inversion  J,  le  point  0^  et  la  tangente  t  en  ce  point  se  trans- 
forment en  ^,  et  un  cercle  par  0,  et  ^,  ;  la  tangente  f  en  -4,  à  ce  cercle 
est  antiparallèle  à  t  par  rapport  à  O^A^  et  0^0^  Donc  les  tangentes 
en  J,,  -4,,  J,  correspondent  aux  droites  AA^^AA^^AA^  dans  la  trans- 
formation par  droites  symétriques  par  rapport  au  triangle  4,-4,^4,;  elles 
concourent  donc  en  un  point  du  cercle  circonscrit  à  4,4,4,  (voir  Bul- 
letin de  Dabboux,  série  2,  t.  6,  p.  150,  1882). 

Dans  le  langage  reçu  de  la  théorie  des  cubiques  le  point  4  est  le  point 
tangentiel  commun  des  quatre  points  0».  Et  alors,  à  leur  tour  A  et  les 
trois  points  diagonaux  4»  du  quadrangle  (4)  forment  de  nouveau  quatre 
points  de  la  cubique  à  point  tangentiel  commun.  Donc  les  tangentes  en 
^,,^,,-4,  concourent  au  point  d'intersection  de  la  cubique  et  de  son 
asymptote. 

Par  rapport  à  la  théorie  des  cubiques  nous  renvoyons  au  beau  travail 
de  H.  ScHBOETER  intitulé  ;  „Die  Théorie  der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung'' 
(Leipzig,  Teubner,  1888);  on  y  trouve  p.  109  le  théorème  en  question. 

®)  D'après  le  théorème  précédent  les  quatre  tangentes  par  le  point  réel 
A  h  l'infini  sont  réelles  dans  le  premier  cas  et  imaginaires  dans  le 
second;  donc,  etc.  (voir  Schroeter,  1.  c.  p.  136  et  notre  note  51). 

^)  Menons  par  0,  (fig.  2)  deux  droites  6,  c  quelconques  et  représentons 
par  By  B'  et  C,  C  les  couples  de  points  d'intersection  avec  la  cubique 
du  faisceau.  Alors  on  a  0-B.O-K  =  OC.OC'  =  e^^  ce  qui  prouve  que  les 
points  5,  B\  (7,  C  sont  concy cliques. 

Si  5  et  C  parcourent  la  cubique  jusqu'à  ce  qu'ils  coïncident  en  un 
point  sur  (0,),  les  quatre  points  5,  B\  C,  C  se  réunissent,  etc. 
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tangentes  aux  cercles  coorthogonaux  qui  y  passent,  sont  les  bis- 
sectrices de  Tangle  des  deux  tangentes  aux  parties  composantes, 
une  desquelles  est  une  droite  elle-même. 

c).   GÉNÉRATIONS. 

4.  „Une  cubique  circulaire  au  quadrangle  ortho- 
„centrique  (4)  est  de  quatre  manières  différentes  Ten- 
„veloppe  des  cercles  (épicycles)  orthogonaux  à  un 
„cercle  fixe  (cercle  directeur)  et  ayant  leurs  centres 
„sur  une  parabole  (parabole  déférente).  Les  quatre 
^cercles  directeurs  sont  les  cercles  coorthogonaux 
„{0,)  de  (4);  les  paraboles  déférentes  correspondantes 
„Pi  sont  confocales.  Du  cercle  directeur  (0,)  et  de  sa 
«parabole  déférente  pi  le  triangle  Oj  O3  0^  est  le  tri- 
„angle  polaire  commun,   etc.  ®)." 


«)  Considérons  encore  (flg.  2)  les  points  B^B\G^G';  le  centre  if  du 
cercle  par  ces  points  qui  est  orthogonal  à  {0^)^  est  le  point  d'intersection 
des  „axes"  b\  c  des  couples  BB\  CG\  Réciproquement  un  cercle  quelcon- 
que orthogonal  à  (0^)  coupe  la  cubique  en  quatre  points  qui  forment 
deux  couples  de  points  „invers"  par  rapport  à  (Oj).  Parce  qu'il  n'y  a 
qu'un  cercle  unique  orthogonal  à  (OJ  dont  le  centre  coïncide  avec  un 
point  donné  2f,  les  axes  6'  des  couples  BB'  enveloppent  une  conique; 
car  nous  venons  de  prouver  que  par  un  point  quelconque  M  du  plan  il 
passe  deux  de  ces  axes.  Cette  conique  est  une  parabole  ;  car,  si  B  coïncide 
avec  0,,  l'axe  6'  disparaît  à  l'infini.  Nous  allons  voir  que  cette  parabole 
est  la  déférente  i?,.  En  effet,  si  M  se  meut  sur  6'  jusqu'au  point  de  con- 
tact avec  la  parabole,  le  second  axe  c  par  M  va  coïncider  avec  b\  Et 
en  même  temps  la  perpendiculaire  c  k  c  coïncide  avec  fe,  de  manière 
que  le  cercle  par  BB'  et  CC  devient  un  cercle  bitangent,  touchant  la 
cubique  en  B  et  B\  etc. 

Comparons  entre  elles  les  quatre  paraboles  déférentes.  D'abord  les  axes 
de  ces  paraboles  sont  normaux  aux  tangentes  de  la  cubique  dans  les 
sommets  de  (4)  et  donc  parallèles  ou  coïncidants.  Nous  faisons  voir  que 
ces  axes  coïncident  en  démontrant  que  les  paraboles  admettent  le  même 
foyer.  La  parabole  p^  touche  les  axes  Jf,  ^  Jf,  ^ ,  Jlf,  ^  Jf, ,,  Jf, ,  Jlf,  ^  des 
couples  de  points  0^^,,  0,^,,  0,^,;  en  d'autres  termes  elle  est 
inscrite  dans  le  triangle  M^  ^M^  ^  M^ ,.  D'après  un  théorème  connu  le 
foyer  de  p^  se  trouve  donc  sur  le  cercle  Cn  circonscrit  à  ce  triangle. 
Reste  donc  à  prouver  que  les  foyers  Fi  des  quatre  paraboles  pi  coïnci- 
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En  d'autres  termes,  la  cubique  est  de  quatre  manières  difië- 
rentes  le  lieu  des  couples  de  points  limites  d'une  infinité  simple 
de  faisceaux  de  cercles,  chacun  desquels  est  déterminé  par  un 
des  cercles  directeurs  et  une  tangente  quelconque  de  la  parabole 
déférente  correspondante  ^). 

d).  FOYERS. 

„Une  cubique  quelconque  du  faisceau  a  seize  foyers 
^ordinaires  et  un  foyer  singulier.  Les  seize  foyers 
„ordinaires  sont  les  quatre  quadruples  de  points 
„d'intersection  des  cercles  directeurs  (0^)  avec  leurs 
,,paraboles  déférentes  i^^;  du  quadrangle  complet  des 
„foyers  sur  (0,)  les  points  02,03,0^  sont  les  points 
^ydiagonaux.  Et  le  foyer  singulier  est  le  foyer  ordi- 
„naire  commun  de  ces  paraboles  *^)." 


dent  sur  Cn.  Le  foyer  F^  de  ;?^  est  le  point  correspondant  au  point  à 
rinftni  de  p^  dans  la  transformation  par  droites  symétriques  par  rapport 
à  3f,  ^  Jf ,  4  ^,  j  ;  de  même  le  foyer  JF,  de  jt?,  est  le  point  correspondant 
au  même  point  à  Tinllni  dans  la  transformation  par  droites  symétriques 
par  rapport  à  Jlf,  ^  Jlf,^,  if,  ^.  Ces  triangles  fondamentaux  (flg.  3)  ont  com- 
mun le  sommet  if,  ^  et  des  côtés  aboutissant  en  if,  ^  ceux  de  Tun  sont 
normaux  à  ceux  de  l'autre.  Donc  les  points  F^  et  F^  se  trouvent  sur  la 
même  droite  par  if,  4,  etc. 

Nous  verrons  bientôt  que  le  point  de  coïncidence  F  des  quatre  foyers 
est  le  point  de  Cn  diamétralement  opposé  au  point  de  concours  des 
tangentes  en  A^,  Â^^  A^  et  de  l'asymptote  de  la  cubique. 

Si  if,  ^  if,  4  if, ,  est  un  triangle  circonscrit  à  j?, ,  le  triangle  0,  0,  0^ 
dont  if,  4,  if,  ^,  if,,  sont  les  points  milieux,  doit  être  triangle  polaire 
de  1?,.  Donc  0,  0,  0^  est  le  triangle  polaire  commun  dep,  et  de  (0,),  etc. 

Pour  une  démonstration  analytique  nous  renvoyons  aux  sources  qu'on 
trouve  indiquées  dans  la  note  32. 

«)  En  effet,  les  deux  points  de  contact  S,  B'  (flg.  2)  de  Tépicycle  avec 
la  cubique  se  trouvent  sur  une  droite  b  par  0^  et  ils  sont  conjugués 
run  h  l'autre  par  rapport  à  (0^).  Ces  points  sont  donc  les  points  limites 
du  fetisceau  de  cercles  déterminé  par  (0,)  et  h\ 

•<*)  Les  points  d'intersection  des  cercles  directeurs  (0,)  et  des  paraboles 
déférentes  correspondantes  pi  sont  les  centres  de  cercles  à  rayon  nul 
bi tangents  à  la  cubique;  ce  sont  donc  des  foyers  ordinaires  de  la  cubique. 
CSar    chacun  de  ces  cercles  bitangents  se  décompose  en  deux  tangentes 
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Pour  une  cubique  du  faisceau  3^1(4)^  les  quatre  foyers  ordi- 
naires réels  se  trouvent  sur  le  même  cercle  directeur  et  les 
directrices  réelles  correspondantes  passent  par  le  centre  de  ce  cer- 
cle. Pour  une  cubique  du  faisceau  3^.  (4»,  les  quatre  foyers  ordinaires 
réels  sont  distribués  deux  à  deux  sur  les  deux  cercles  directeurs 
réels  et  les  directrices  réelles  correspondantes  passent  par  les  cen- 
tres de  ces  cercles.  De  plus,  chacun  des  quatre  foyers  réels  se 


isotropes.  D'un  autre  côté  on  sait  que  chaque  cubique  circulaire  admet 
au  plus  seize  foyers  ordinaires.  Donc  nous  venons  d'indiquer  tous  les 
foyers  ordinaires. 

Nous  avons  vu  que  0,  0,  0^  est  le  triangle  polaire  commun  de  (0,)  et 
de  p^  ;  donc  0,  0,  0^  est  le  triangle  des  points  diagonaux  du  quadrangle 
des  quatre  points  d'intersection. 

Bientôt  (note  36)  nous  prouverons  en  général,  qu'un  foyer  ordinaire 
de  la  déférente  d'une  courbe  anallagmatique  est  foyer  singulier  de  cette 
courbe. 

Voici  comment  on  retrouve  d'un  autre  côté  la  position  relative  des 
seize  foyers  ordinaires. 

Par  un  point  quelconque  P  de  la  cubique  générale  on  peut  mener 
quatre  droites  qui  la  touchent  ailleurs.  D'après  le  théorème  connu  dû  à 
Salmon  le  rapport  anharmonique  de  ces  droites  ne  varie  pas,  quand  P 
se  meut  le  long  de  la  cubique.  Le  rapport  anharmonique  ^a^b^c^d^)  des 
quatre  tangentes  ai,6j,c,,d,  par  P^  est  donc  égal  à  celui  des  quatre 
tangentes  a„6i,fi,  d,  par  P,  en  quatre  des  vingt-quatre  permutations 
possibles.  Donc  les  seize  points  d'intersection  des  deux  quadruples  de 
tangentes  se  trouvent  quatre  à  quatre  sur  quatre  coniques  passant  par 
P^  et  P,.  Si  dans  le  cas  d'une  cubique  circulaire  on  fait  coïncider  P,  et 
P,  avec  œ^  et  »,,  les  seize  points  d'intersection  sont  les  seize  foyers 
ordinaires  et  les  coniques  par  P,  et  P,  sont  des  cercles.  Ainsi  l'on  trouve 
les  quatre  cercles  de  Hart  qui  portent  les  foyers  ordinaires. 

Il  n'est  pas  difficile  non  plus  de  retrouver  que  les  cercles  de  Hart 
sont  des  cercles  coorthogonaux.  A  cette  fin  on  n'a  qu'à  étendre  projecti- 
veinent  la  propriété?  de  deux  cercles  coorthogonaux  d'admettre  une  infinité 
(le  quadrilatères  inscrits  dont  les  côtés  passent  alternativement  par  les 
deux  points  d'intersection,  etc. 

Comme  on  sait,  quatre  des  seize  foyers  ordinaires  sont  réels.  Ce  sont 
les  points  d'intersection  de  chacune  des  droites  «,,6,,Cj,cî,  par  «,  avec 
la  droite  imaginaire  conjuguée  par  »,.  Et  comme  s'exprime  Cayley 
(„0n  polyzomal  curves,  etc.",  Gollected.  Math.  Papers^  t.  6,  p.  449)  les 
foyers  imaginaires  sont  les  couples  de  „anti-points"  appartenant  aux  six 
couples  de  foyers  réels. 
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trouve  sur   un   des   trois   cercles    d' Apollonius   appartenant    au 
triangle  des  trois  autres  *  ^). 

6  „Un  point  quelconque  d'un  des  quatre  cercles  di- 
^recteurs  coorthogonaux  de  (4)  est  foyer  ordinaire  de 
„deux  cubiques  du  faisceau.  Ces  deux  cubiques  sont 
^nommées  confocales,  parce  qu'elles  admettent  les 
„mêmes  seize  foyers  ordinaires.  Les  axes  des  para- 
„boles  déférentes  qui  correspondent  à  elles  dans  les 
^quatre  modes  de  génération,  et  donc  en  même  temps 
„leurs  asymptotes  réelles,  sont  perpendiculaires 
„l'un  à  l'autre.  En  tout  point  d'intersection  réel 
„elles  se  coupent  sous  un  angle  droit  ^^y 


")  En  général  le  rapport  anhannonique  des  quatre  tangentes  par»,  et 
celui  des  quatre  tangentes  imaginaires  conjuguées  par  »,  sont  imaginaires 
conjugués.  Il  y  a  donc  deux  cas  particuliers  qui  vérifient  la  relation  de 
Salmon : 

a).  Le  rapport  (a,  6,  o,  d^)  est  réel  et  égal  à  celui  des  droites  imaginaires 
conjuguées;  alors  les  foyers  réels  sont  concycliques. 

b).  Le  rapport  {a^  b^  c,  d^)  est  imaginaire  et  donc  inégal  à  celui  des 
droites  conjuguées,  mais  égal  à  un  des  cinq  autres  rapports  qu'on  obtient 
par  permutation  de  a,,6,,c„d,.  Alors  on  trouve  toujours  qu'entre  un 
des  six  rapports  p-i-iq  de  (a,  b^  c^  d,)  et  le  rapport  conjugué  p  --  iq  il 
existe  la  relation  ^'  -f  g*  =  1,  d'où  Ton  déduit  la  position  indiquée  des 
quatre  foyers  réels  (voir  Verslagen  der  Kon.  AkaiL  van  Wetensch., 
Amsterdam,  t.  6,  p.  262,  1896). 

D'après  la  seconde  forme  des  quatre  modes  de  génération  la  directrice 
d  d'un  foyer  ordinaire  réel  F  (droite  qui  joint  les  points  de  contact  de 
la  cubique  et  des  droites  isotropes  par  F)  situé  sur  (Oi)  est  la  normale 
abaissée  de  Oi  sur  la  tangente  en  i?'  à  la  parabole  pi^  etc. 

")  D'après  les  relations  de  position  entre  les  seize  foyers  ordinaires  un 
seul  de  ces  points  détermine  les  quinze  autres.  Si  le  point  P  sur  (0,)  est  un 
foyer,  les  droites  qui  joignent  P  à  0„  0„  0^,  déterminent  sur  (0,)  les  trois 
autres  foyers  Q,  12,  S;  alors  les  deux  quadruples  de  tangentes  par  «,  et 
m^  sont  déterminés,  etc. 

Le  faisceau  de  coniques  dont  P,  Q,  12,  S  sont  les  points  de  base,  con- 
tient deux  coniques  qui  touchent  une  droite  quelconque  et  donc  aussi 
deux  paraboles  ^,  ;  ces  paraboles  prises  comme  déférentes  correspondantes 
de  (Oj)  font  connaître  deux  cubiques  du  faisceau  aux  foyers  P,  Q,  12,  S,  etc. 

Les  coniques  du  tieiisceau  en  question  ont  des  axes  principaux  de 
direction  constante,  ce  faisceau  contenant  un  cercle.  Donc  les  axes  des 
Archives  v.  23 
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Dans  le  cas  d'un  faisceau  de  première  espèce  les  tangentes  à 
deux  cubiques  confocales  aux  sommets  du  quadrangle  (4)  sont 
parallèles  aux  bissectrices  des  angles  formés  par  les  couples  de 
côtés  opposés  du  quadrangle  complet  des  foyers  ordinaires  réels  '  ^) 

Les  foyers  singuliers  de  deux  cubiques  confocales  sont  des  points 
diamétralement  opposés  de  c».  Les  axes  des  paraboles  déférentes 
correspondantes  se  coupent  sur  c^  "*). 

Les  six  cubiques  dégénérées  forment  trois  couples  de  cubiques 
confocales.  En  efiet,  les  courbes  (i2,3J^2,3)>  (^i  4>^i  *)  s®  coupent 
sous  un  angle  droit  (fig.  1)  aux  sept  points  Oi^Ai. 

e).  LIEUX  GÉOMÉTRIQUES. 

7.  Si  nous  supposons  que  la  cubique  considérée  parcourt  le  fais- 
ceau 3p.  (4),  nous  trouvons  les  résultats  suivants: 

a).  „Les  quatre  paraboles  déférentes  pi  décrivent 
„des  faisceaux  tangentiels  2ii{pi).  Le  faisceau  des  pâ- 
„raboles  p^  a  pour  tangentes  de  base  la  droite  l^  à 
„rînfini  et  les  côtés  du  triangle  M^  ^  M^^  M2zy  pour 
^triangle  polaire  commun   Oj  O3  0^,  etc." 


deux  paraboles  sont  normaux  l'un  à  l'autre.  Et  parce  qu'alors  la  même 
relation  existe  entre  les  asymptotes  réelles  des  cubiques,  ces  courbes  se 
coupent  sous  un  angle  droit  en  chacun  des  points  0».  Reste  à  démontrer 
qu'elles  se  comportent  de  la  même  manière  en  chacun  des  points  A{. 
Mais  d'après  la  remarque,  faite  à  la  note  5,  par  rapport  aux  tangentes 
h  deux  courbes  inverses  en  deux  points  in  vers,  cela  est  évident;  car 
cette  remarque  fait  voir  que  deux  cubiques  du  faisceau  se  coupant 
orthogonalement  en  0„  se  transforment  par  I^  en  les  mêmes  cubiques 
se  coupant  orthogonalement  en  J„  etc. 

'^)  Les  axes  des  coniques  du  faisceau  ont  la  direction  constante  des 
axes  des  trois  coniques  dégénérées  en  deux  droites;  donc  les  axes  des 
paraboles  du  faisceau  sont  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  formés 
par  ces  couples  de  droites. 

")  D'après  la  note  8  les  foyers  singuliers  des  cubiques  confocales  ou 
les  foyers  ordinaires  de  leurs  paraboles  déférentes  p^  correspondent  aux 
points  à  l'infini  de  ces  deux  paraboles  dans  la  transformation  par  droites 
symétriques  par  rapport  à  ilf ,  ^  Jf,  ^  Jlf, ,  ;  parce  que  ces  points  à  l'infini 
déterminent  des  directions  perpendiculaires,  les  droites  d'un  quelconque 
des  sommets  de  if,  ^  Jf, ,  if, ,  aux  deux  foyers  sont  rectangulaires.  Donc 
ces  foyers  sont  des  points  diamétralement  opposés  de  r„. 
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Les  quatre  faisceaux  2^  (p,)  sont  en  rapport  projectif  Tun  avec 
Tautre  à  l'aide  du  faisceau  de  cubiques  ;  ils  font  partie  d'un  réseau 
2(»{p)  de  paraboles  dont  Z«  et  c^  forment  la  courbe  de  Hermite  *  ^). 

/î).  Les  foyers  ordinaires  situés  sur  les  cercles  (0<)  déterminent 
sur  ces  cercles  des  involutions  de  quadruples  de  points  à  trois 
quadruples  composés  de  deux  points  doubles,  les  couples  de  points 
d'intersection  d'un  cercle  (0<)  avec  les  trois  autres,  en  même  temps 
les  points  doubles  des  cubiques  dégénérées  '  ^). 

y).  Le  foyer  singulier  parcourt  c»  *^). 


'^)  Une  série  de  droites  se  trouve  dans  un  plan  ou  passe  par  un  i>oint, 
si  deux  droites  quelconques  de  la  série  ont  un  plan  et  un  point  commun. 

De  la  même  manière  on  démontre  que  deux,  trois  ou  plus  de  faisceaux 
tangentiels  font  partie  d'un  réseau  tangentiel,  si  deux  quelconques  des 
faisceaux  admettent  un  élément  commun. 

Dans  notre  cas  des  quatre  faisceaux  2<i(pt)  deux  faisceaux  quelconques 
ont  en  commun  une  parabole  dégénérée  en  deux  points;  ainsi  les  fais- 
ceaux des  paraboles  p,  et  p,  ont  en  commun  la  parabole  dégénérée 
en  Jtf,^^  (fig.  3)  et  le  point  à  l'infini,  où  concourent  les  droites  parallèles 
^,,*^'i,,  et  ^t.x^uz^  etc. 

La  courbe  de  Hbrmite  d'un  réseau  tangentiel  de  coniques  est  le  lieu 
des  couples  de  points  représentant  des  coniques  dégénérées  (Clebsch-Ltnde- 
MANN,  jjVorlesungen  ilber  Géométrie^  I,  p.  521,  Leipzig,  Teubner,  1876). 
Ici  elle  se  compose  de  la  tangente  de  base  l^  et  du  lieu  du  foyer. 

*•)  "Parce  que  0„  0„  0^  sont  les  points  diagonaux  d'un  groupe  quelconque 
de  rinvolutîon  sur  (0,),  cette  involution  est  anallagmatique  par  rapport 
aux  inversions  I^^I^.I^  et  il  va  sans  dire  qu'elle  l'est  tout  de  même 
par  rapport  à  J^.  Donc  ces  involutions  sont  anallagmatiques  par  rapport 
aux  quatre  inversions  J,-  (voir  aussi  la  note  30). 

*^  Voici  comment  on  trouve  ce  résultat  d'une  autre  manière: 

Le  foyer  singulier  F  est  le  point  d'intersection  des  tangentes  »,  F -et 
a»,  F  en  «,  et  »,  à  la  cubique.  Si  la  cubique  parcourt  le  faisceau,  ces 
tangentes  décrivent  des  faisceaux  projectifs,  non  perspactifs;  le  lieu  de  F 
est  donc  une  conique  par  w,  et  »„  c'est-à-dire  un  cercle.  Pour  chacune 
des  six  cubiques  dégénérées  F  coïncide  avec  le  centre  Mi^k  du  cercle  qui 
en  fidt  partie;  donc,  etc. 

Le  lieu  du  foyer  singulier  des  cubiques  étant  en  même  temps  celui 
du  foyer  des  paraboles  déférentes,  ce  serait  ici  la  place  de  s'occuper  des 
autres  lieux  et  enveloppes  en  rapport  avec  les  faisceaux  tangentiels  de 
paraboles,  lieux  des  sommets,  enveloppes  des  axes,  des  directrices,  des 
tangentes  aux  sommets,  etc.  Pour  ne  pas  trop  dévier  de  notre  sujet 
nous  laissons  de  côté  ces  considérations. 

23* 
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d).  Le  point  d'intersection  de  la  cubique  avec  son  asymptote 
réelle  parcourt  c^;  de  chaque  cubique  ce  point  est  sur  Cn  le  point 
diamétralement  opposé  au  foyer  singulier  ^  ®). 

f)  Les  cubiques  confocales  du  faisceau  engendrent  une  învolu- 
tion  dont  les  cubiques  qui  touchent  l^  en  <o^  et  œ^,  sont  les  élé- 
ments doubles  '^). 

Les  foyers  singuliers  de  deux  cubiques  confocales  sont  des  pointe 
diamétralement  opposés  de  o»  ;  le  foyer  singulier  de  Tune  coïncide 
donc  avec  le  point  d'intersection  de  l'autre  et  de  son  as3anptote  *®) 
Et  les  axes  des  paraboles  déférentes  correspondantes  se  coupent 
donc  sur  c„. 

L'involution  des  cubiques  confocales  peut  s'étendre  aux  couples 
de  paraboles  déférentes  correspondantes  de  chacune  des  quatre 
modes  de*  génération,  aux  couples  de  foyers  singuliers,  aux  cou- 
ples de  triples  de  points  d'intersection  avec  une  droite  quelconque, 
etc.  Ces  involutions  sont  en  rapport  projectif  avec  les  quatre  invo- 
lutions  des  quadruples  de  foyers  ordinaires  concycliques,  avec  le 
faisceau  de  diamètres  du  cercle  c^  contenant  des  foyers  singuliers 
correspondants,  etc. 


"*)  On  arrive  encore  à  ce  résultat  de  la  manière  suivante: 

Le  point  G  en  question  est  commun  aux  tangentes  en  A^^A^^Ây  Si 
la  cubique  parcourt  le  faisceau,  ces  tangentes  décrivent  des  faisceaux 
projectifs  entre  eux;  le  lieu  de  G  est  donc  une  conique  par  ^„-4„i,. 
Si  le  point  A  à  Tinfini  de  la  cubique  coïncide  avec  »,  ou  «,,  G  coïncide 
avec  01,  ou  w,  ;  donc  le  lieu  de  G  est  c». 

Sur  Cn  les  points  F^  G  parcourent  des  ponctuelles  projectives  dont 
w,  et  (Oj  sont  les  points  doubles;  en  d'autres  termes,  l'arc  F  G  ie  Cn&A 
constant.  Quand  F  se  trouve  en  iif,  4,  G  est  un  point  de  Z, ,  et  coïncide 
donc  soit  avec  Jf,  ,,  soit  avec  A^.  L'invariabilité  de  l'arc  F  G  décidant 
dans  le  premier  sens,  trois  positions  de  -F  G^  et  donc  toutes  sont  diamè- 
tres de  Cn* 

*®)  Car  les  points  A  à  l'infini  sur  deux  cubiques  confocales  déterminent 
des  directions  rectangulaires  l'une  à  l'autre. 

^^)  Les  tangentes  rectangulaires  de  deux  cubiques  confocales  en  un  des 
points  Ai  coupent  Cn  en  deux  points  G  diamétralement  opposés. 
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IL  Les  quartiqnes  bicirenUilreH« 

a).  ORIGINE. 

8.  „L'inversion  /dont  un  point  quelconque  0  du 
^plan  d'une  cubique  circulaire  est  le  centre,  trans- 
„forme  cette  cubique  en  une  quartique  bicirculaire 
^qui  passe  par  O^i)." 

De  plus  elle  transforme  chaque  cercle  directeur  (0,)  de  la  cubi- 
que en  un  nouveau  cercle  qui  est  lieu  de  points  doubles  d'une 
inversion  //  de  la  quartique  bicirculaire  *  *  ). 

6).   INVERSIONS. 

9.  „Les  quartiques  bicirculaires  qui  sont  anallag- 
„matiques  par  rapport  aux  quatre  inversions  /»  dont 
„le8  quatre  cercles  coorthogonaux  (0,)  aux  centres  0„ 
^sommets  de  (4),  sont  les  lieux  des  points  doubles, 
^forment  un  réseau  4^.(4)  à  deux  points  doubles  de 
^base  23)." 


*')  L'inversion  est  une  transformation  quadratique  involutive  dont  le 
centre  0  et  les  deux  points  «„  »,  sont  les  trois  points  fondamentaux; 
elle  appartient  à  la  classe  des  involutions  quadratiques  irrégu- 
lières (Arch.  Néerl.^  t.  20,  p.  67,  1886).  Donc  elle  transforme  une  courbe 
C*  {Op  »,«  »,«),  c'est-à-dire  une  courbe  de  l'ordre  n  qui  passe  p  fois  par 
O  et  ç  fois  par  les  points  »,,  »„  en  une  oourbe  C2*(0~(o,»a),*)  dont 
se  détache  p  fois  la  droite  l^  et  q  fois  les  droites  isotropes  par  0, 
c'est-à-dire  en  une  courbe  C^-p-^  {0^-^  co,"-^-^  (o,*»-**"^).  Ainsi  une 
(?*(«,  «i)  devient  une  C*(0  »,*»,■)  après  inversion. 

")  Si  C,  et  Cj  (fig.  4)  sont  des  points  invers  par  rapport  à  (0,)  et  que 
rinversion  I  au  centre  0  et  au  cercle  (0)  des  points  doubles  transforme 
C„  C,  et  (0,)  en  C,',  C,'  et  un  cercle  (0,)'  à  centre  Jf,,  on  trouve  immé- 
diatement que  C^\  0,'  sont  des  points  invers  par  rapport  à  (0,)'.  En  effet, 
les  cercles  par  C^  et  C,  coupent  (0,)  sous  des  angles  droits;  donc  les 
cercles  par  C/  et  C,'  se  comportent  de  la  même  manière  par  rapport  à  (0,)'. 

Nous  remarquons  que  le  point  in  vers  de  0,  en  I  n'est  pas  le  centre  de  (0,)'. 

Ce  qui  précède  démontre  qu'une  quartique  bicirculaire  quelconque  est 
anallagmatique  par  rapport  à  quatre  points,  etc. 

")  On  obtient  un  réseau,  parce  que  les  quartiques  du  système  qui 
passent  par  un   point  quelconque  P  donné,  forment  un  faisceau.  Car,  si 
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Chaque  quartique  de  ce  réseau  qui  possède  un  troisième  point 
double,  se  décompose  en  deux  parties;  les  quatre  cercles  (0^)  et 
la  droite  l^  en  forment  la  courbe  de  Jacobi  ^*). 

Quant  à  la  réalité  du  quadrangle  (4)  il  y  a  deux  espèces  de 
réseaux  4^.  (4).  Le  réseau  4p«  (4)^  de  première  espèce  possède  un  qua- 
drangle orthocentrique  entièrement  réel,  etc  ;  une  quartique  quel- 
conque de  ce  réseau  se  compose  de  deux  branches  fermées  (ovales). 
Le  réseau  4^.  4«^  de  seconde  espèce  ne  possède  qu'un  quadrangle 
orthocentrique  partiellement  réel,  e  c.  ;  une  quartique  quelconque 
de  ce  réseau  n'admet  qu'une  branche  unique  paire  fermée  (ovale)  ^*). 

Le  réseau  4^.(4)  contient  le  faisceau  3pi^4)  au  même  quadrangle 
oi-thocentrique,  chaque  cubique  de  ce  faisceau  étant  complétée  à 
une  quartique  en  y  ajoutant  la  droite  l^  à  l'infini;  ce  faisceau 
3pi  r4)  s'accorde  en  espèce  avec  le  réseau  dont  il  fait  paitie.  Ainsi 
l^  représente  un  lieu  de  points  doubles  et  appartient  donc  à  la 
courbe  de  Jacobi  du  réseau. 

Une  quartique  quelconque  du  réseau  rencontre  orthogonalement 
chacun  des  quatre  cercles  (0,)  en  quatre  sommets.  Il  n'y  a  d'ex- 
ception qu'  aux  points  doubles  des  courbes  dégénérées,  etc. 

Les  quartiques  du  réseau  sont  des  courbes  de  la  huitième  classa 
D'après  ce  qui  précède  une  quartique  quelconque  du  réseau  admet 
quatre  tangentes  par  0^  qui  la  touchent  sur  (0|);  donc  elle  pos- 


Ton  transforme  les  quatre  cercles  coorthogonaux  de  (4)  par  une  inversion 
quelconque  à  centre  P,  on  obtient  un  autre  quadruple  de  cercles  ortho- 
gonaux appartenant  à  un  autre  quadrangle  orthocentrique  (4)'  qui  déter- 
mine un  faisceau  de  cubiques  circulaires.  Et  la  réinversion  de  ce  faisceau 
fait  connaître  le  faisceau  4pi  (4)  de  quartiques  bicirculaires  par  P  faisant 
partie  du  système,  etc. 

**)  La  courbe  de  Jacobi  du  réseau  (voir  Clebsch-Lindemann,  1.  c.)  est  le 
lieu  des  points  doubles  des  courbes  du  réseau.  Nous  verrons  bientôt  que 
la  partie  l^  provient  d'un  faisceau  de  quartiques  dégénérées  et  plus  tard 
que  les  quatre  cercles  coorthogonaux  sont  des  courbes  doubles  du  réseau. 

**)  Ces  deux  ovales  peuvent  être  extérieures  ou  intérieures  Tune  à 
l'autre.  En  effet,  la  serpentine  d'une  cubique  circulaire  à  deux  branches 
partage  le  plan  en  deux  régions  «  et  f?,  l'une  desquelles  a  contient  l'ovale 
de  la  cubique.  Chaque  inversion,  dont  le  centre  est  situé  en  «  hors  de 
l'ovale,  fait  trouver  deux  ovales  extérieures  l'une  à  l'autre,  tandis  qu'on 
obtient  deux  ovales  dont  l'une  inclut  l'autre,  en  choisissant  le  centre 
d'inversion  en  «  à  l'intérieur  de  l'ovale  ou  en  fi. 
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sède  encore  quatre  tangentes  par  0,  qui  la  touchent  ailleurs.  L'in- 
version /,  apprend  que  ces  quatre  tangentes  se  réunissent  deux 
à  deux  à  deux  tangentes  doubles.  La  quartique  bicirculaire  possède 
donc  huit  tangentes  doubles  passant  deux  à  deux  par  les  points  O.  ^  ^). 
10.  Un  faisceau  quelconque  4pi(4)  du  réseau  a  pour  points  de 
base  les  points  w,  et  œ,  comptés  quatre  fois  et  huit  points  sim- 
ples situés  quatre  fois  deux  à  deux  sur  quatre  droites  qui  concou- 
rent en  un  des  points  0,,  et  six  fois  quatre  à  quatre  sur  deux 
cercles  formant  ensemble  une  courbe  dégénérée  du  faisceau  ^^).  A 


*•)  D'après  les  formules  de  Plûcker  la  quartique  bicirculaire  du  genre 
un  qui  nous  occupe,  possède  huit  tangentes  doubles  et  douze  points 
d'inflexion.  Nous  venons  donc  d'indiquer  toutes  les  tangentes  doubles. 

*')  Ces  rapports  de  position  sont  exigés  par  les  quatre  inversions  Jr, 
nous  indiquons  qu'ils  se  présentent  effectivement  en  poursuivant  l'ordre 
d'idées  des  notes  22  et  28 

Soient  0,',  0,',  0,',  0/  et  Â^^A^^A^'  les  sommets  et  les  points  dia- 
gonaux du  nouveau  quadrangle  orthocentrique  (4)'  obtenu  à  l'aide  de 
l'inversion  à  centre  P  de  la  note  23.  Représentons  par  Pi  les  sept  points 
invers  des  points  0/  et  Ai  dans  cette  inversion.  Alors  P^P^^P^^...  P, 
sont  les  huit  points  de  base  du  faisceau  4pi  (4)  déterminé  par  le  choix  de  P. 
Parce  que  (0^,-4/),  (0,',^,'),  (0,',^,')  sont  trois  couples  de  points  invers 
en  //,  d'après  la  note  22  les  couples  (P^^P^)^  (P^^PJ^  (^i^Pf)  sont  des 
points  invers  en  I,  ;  donc  les  droites  P^  P,,  P,  P„  P,  P^  concourent  en 
0,.  Et  évidemment  la  droite  0^  P  contient  le  centre  0,'  du  cercle  cor- 
respondant à  (0,)  et  le  point  invers  P,  de  0,';  donc  (P^P^)  passe  aussi 
par  0,,  etc. 

Le  tableau  suivant  fait  connaître  les  quadruples  de  droites  qui  passent 
par  les  sommets  de  (4)  d'après  les  notations  de  fig.  5,  où  P  est  remplacé 
par  P,. 


0. 

0. 

0, 

0. 

p.p» 

PtPr 

p,p. 

p.p. 

p.p. 

P,P* 

p.p. 

p  p 

p.p. 

P.P. 

p.p. 

p  p 

p.p. 

P.P. 

p.p. 

P     P 

Les  six  couples  de  cercles  s'obtiennent  par  l'inversion  des  six  côtés 
(4)'  et  des  six  cercles  décrits  sur  les  côtés  de  (4)'  comme  diamètres.  Si 
un  des  huit  points  de  base  P,-  se  meut  le  long  d'une  quartique  bicircu- 
laire ou  cubique  circulaire  du  réseau,  les  huits  points  Pi  engendrent  sur 
cette  courbe  une  série  de  groupes  de  huit  points  possédant  quatre  grou- 
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côté  de  ces  six  courbes  dégénérées  le  faisceau  en  contient  une  autre^ 
composée  de  l^  et  d'une  cubique  du  faisceau  3pi  (4). 

Pour  un  faisceau  4pi  (4)  du  réseau  4p%  (4),,  disons  pour  un  faisceau 
4,,'  (4),  de  prenûôre  espèce,  les  huit  points  de  base  P,  sont  réels,  de 
même  que  les  six  couples  de  cercles  (fîg.  5).  Ils  mènent  à  plusi- 
eurs configurations  ^  ^)  D'abord  les  huit  points  Pi  et  les  quatre  som* 
mets  du  quadrangle  (4)  forment  une  configuration  Cf  {12^^16^) Â. 
Ensuite  les  centres  Mkwmi  des  douze  cercles  forment  de  même  une 
configuration  C/'(12^,  I63)  yl  ;  les  côtés  de  cette  seconde  configura- 
tion sont  perpendiculaires  à  ceux  de  la  première.  Et  enfin  les  huit 
points  Pi  et  les  douze  cercles  forment  une  configuration  remar- 
quable de  points  et  de  cercles  ^^)  que  nous  représentons  parle 
symbole  CfC{8^yl2^).  Chacun  des  six  côtés  de  (4)  porte  les  cen- 
tres de  deux  cercles  qui  se  complètent  l'un  l'autre  à  une  quarti- 
que  d^énérée  du  faisceau;  les  points  d'intersection  iSj^j^  de  ces 
cercles  coïncident  avec  ceux  de  deux  des  cercles  (0«-). 

Des  huit  points  de  base  d'un  faisceau  4pi  (4),  seulement  quatre  points 
concycliques  sont  réels  ;  quoique  quatre  des  douze  cercles  de  la 
configuration  ont  une  équation  réelle,  on  n'en  peut  construire  que 
trois,  etc. 

Si  un  des  huit  points  de  base  P<.  se  trouve  sur  (0,),  les  quarti- 
ques  du  faisceau  se  touchent  l'une  l'autre  en  quatre  points  de  ce 
cercle  et  les  tangentes  communes  de  ces  courbes  en  ces  pointe 
concourent  en  0,  ;  alors  Oo,  O3,  0^  sont  les  points  diagonaux  du 
quadrangle  complet  des  quatre  points  P,.  Et  si  un  des  points  de 


pes  composés  de  quatre  points  doubles.  Parce  que  ces  groupes  se  trouvent 
sur  une  courbe  du  genre  premier  et  non  pas  sur  une  courbe  rationnelle, 
cette  série  n'est  pas  une  involution  ordinaire. 

Les  quatre  inversions  li  réunissent  les  points  du  plan  en  des  groupes 
de  huit  points  de  base  P»,  invariants  par  rapport  à  ces  inversions.  Nous 
indiquons  cette  involution  dans  le  plan  par  /(P»)  et  y  reviendrons  à  la 
note  30. 

*•)  Par  rapport  à  la  différence  entre  les  configurations  Cf  (12^16^)  A  et 
C/'(12^16,)P  on  compare  un  mémoire  de  M.  J.  db  Vribs  intitulé  „Over 
vlakke  configuraties"  (Verslagen  en  mededeelingen  der  Kon.  Âkad.  van 
Wetensch.,  Amsterdam,  série  3,  t.  5,  p.  118,  1889). 

*")  M.  W.  Mantel  a  démontré  qu'il  est  impossible  de  trouver  huit 
points  situés  sur  plus  de  six  couples  de  cercles  {Wiskundige  opgaven^  t.  3, 
18.S0-1SS0,  probl.  20). 
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base  coïncide  avec  un  des  points  d'intersection  S^  ^  des  deux  cer- 
cles (0,),  (Oj),  on  trouve  un  faisceau  de  couples  de  cercles  passant 
par  ces  deux  points^®).  Les  quartiques  du  réseau  dégénérées  en 
deux  cercles  forment  donc  six  faisceaux,  chacun  desquels  est  or- 
thogonal à  deux  des  cercles  (0,)  et  a  donc  pour  axe  central  le 
côté  de  (4)  portant  les  centres  des  deux  autres  cercles  (0,).  Sur 
ces  côtés  les  couples  de  centres  des  cercles  correspondants  forment 
rinvolution  dont  les  deux  sommets  sont  les  points  doubles  Ainsi 
chacun  des  cercles  (0,)  compté  deux  fois  est  une  quartique  du 
réseau.  Cela  explique  pourquoi  les  cercles  (0,)  font  partie  de  la 
courbe  de  Jacobi  du  réseau. 

11.  „L'inversion  du  réseau  par  rapport  à  un  centre 
„quelconque  P  transforme  le  réseau  et  ses  quatre 
^cercles  coorthogonaux  (0,)  en  un  autre  réseau  tout 
^aussi  général  et  ses  quatre  cercles  coorthogonaux 
„(0i)'.  Si  P  est  un  point  quelconque  de  (0,),  le  cercle 
„(0,)'  du  nouveau  réseau  devient  un  axe  de  symétrie 
„de  ce  réseau.  Si  P  est  un  des  points  S^  ^  communs  à  (0,) 
„et  (Oj),  les  cercles  (0,)'  et  (O^')  deviennent  deux  axes 
„de  symétrie  orthogonaux  l'un  à  l'autre,  et  leur  point 
„d'intersection  est  donc  centre  du  nouveau  réseau. 
„Dans  ce  dernier  cas  particulier  le  faisceau  de  cubi- 
„ques  est  remplacé  par  un  faisceau  de  couples  de 
^droites  par  ce  centre  formant  avec  chacun  des  axes 
„de  symétrie  des  angles  égaux  de  part  et  d'autre  ^^)." 


***)  Un  groupe  de  Tinvolution  plane  7  (Pi)  introduite  à  la  fin  de  la  note 
27  consiste  de  quatre  points  comptés  deux  fois,  aussitôt  qu'un  des  huit 
points  Pi  se  trouve  sur  un  des  cercles  (0»);  alors  chaque  point  du  qua- 
druple doit  être  considéré  comme  la  réunion  de  deux  points  P»-,  coïncides 
dans  la  direction  du  rayon  de  ce  cercle  par  ce  point.  Sur  chacun  des 
cercles  (0<)  ces  quadruples  forment  une  involution,  invariant  par  rapport 
aux  inversions  J»;  ces  involutions  coïncident  avec  celles  de  la  note  16. 

Dans  le  dernier  cas,  où  un  des  points  P<  coïncide  avec  un  des  points 
S,  4,  les  quartiques  touchent  en  S,  ^  les  droites  S,  ^  Oi  et  S,  ^  0,  et  ont 
donc  en  S,  ^  un  point  double,  etc. 

^0  Les  quartiques  bicirculaires  à  un  axe  ou  à  deux  axes  de  symétrie 
s'appellent  spiriques. 

Étudions  (fig.  6)  dans  le  cas  très  simple  de  deux  axes  de  symétrie  0 X, 
OF  la  position  des  huit  points  de  base  d'un  faisceau  du  réseau,  des 
Archives  v.  24 
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c).   GÉNÉRATIONS. 

12.  „Une  quartique  bicirculaire  au  quadrangle  or- 
„thooentrique  (4)  est  de  quatre  manières  différentes 
„renveloppe  des  cercles  (épicycles)  orthogonaux  à 
„un  cercle  fixe  (cercle  directeur)  et  ayant  leurs  cen- 
„tres  sur  une  conique  (conique  déférente).  Les  quatre 
^cercles  directeurs  sont  les  cercles  coorthogonaux 
„{0i)  de  (4);  les  coniques  déférentes  correspondantes 
„Ci  sont  confocales.  Du  cercle  directeur  (0,)  et  de  sa 
^conique  déférente  Cj  le  triangle  Oj  O3  0^  est  le  trian- 
„gle  polaire  commun,  etc.  22)." 


quatre  quadruples  de  droites  et  des  six  couples  de  cercles.  D'abord  la 
symétrie  exige  que  les  huit  points  Pi  forment  les  sommets  de  deux  rec- 
tangles concentriques  semblablement  placés.  Enfin  l'inversion  par  rapport 
au  cercle  directeur  réel  (0)  dont  le  centre  coïncide  avec  le  point  d'inter- 
section 0  des  axes  de  symétrie,  exige  que  les  diagonales  des  rectangles 
coïncident.  Donc  l'inversion  par  rapport  au  cercle  directeur  imaginaire 
doit  mener  des  sommets  de  l'un  des  rectangles  aux  sommets  opposés  de 
l'autre  ;  ainsi  le  centre  de  ce  cercle  coïncide  avec  celui  du  cercle  directeur 
réel  et  son  rayon  imaginaire  est  égal  au  produit  du  rayon  de  celui-là  et 
V^^n^  (voir  la  relation  générale  de  la  note  4).  Dans  ce  cas,  où  deux  des 
douze  cercles  de  la  configuration  ont  un  rayon  infini,  les  huit  points  P» 
représentent  la  perspective  d'un  parallélépipède  droit  et  l'involution 
liPi)  dans  le  plan  prend  une  forme  très  simple,  etc. 

Dans  le  cas  d'un  réseau  de  quartiques  de  seconde  espèce  à  deux  axes  de 
symétrie  la  supposition  ç^  =  00,  ç^  =  00  donne  ç,  =  r  (1  4-  0,  Q^  =  r  (1— f). 

Le  réseau  à  deux  axes  de  symétrie  nous  mène  dans  la  voie  à  prouver 
qu'il  ne  forme  pas  la  figure  à  quatre  inversions  li  la  plus  générale.  En 
effet,  chaque  système  de  courbes  f(x^^  ^*)  =  0  h  deux  axes  de  symétrie 
qui  admet  une  inversion  ordinaire,  jouit  des  mêmes  propriétés.  Ou,  plus 

précis  encore,  l'équation  polaire  /"(r  4-  -,  Sin*  0)  =  0,  où  /"est  un  polynôme 

aux  deux  variables  r  +  -  et  Sin*  tf,  représente  le  système  le  plus  général. 

")  Reprenons  l'ordre  d'idées  de  la  note  8  et  cherchons  d'abord  l'enve- 
loppe des  „axes"  des  couples  de  points  invers  de  la  quartique  bicirculaire 
par  rapport  à  l'inversion  I^.  Un  cercle  quelconque  orthogonal  à  (0^)  ren- 
contre la  quartique  en  deux  couples  de  points  invers  par  rapport  à  (0,). 
Par  le  centre  de  ce  cercle  passent  donc  deux  axes.  Cela  démontre  que 
l'enveloppe  de  ces  axes  est  une  conique.  Ici  cette  conique  est  une  conique 
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Une  quartique  bicirculaire  au  quadrangle  orthocentrique  (4)  est 
de  quatre  manières  difiërentes  le  lieu  des  couples  de  points  limites 
d'une  infinité  simple  de  faisceaux  de  cercles,  chacun  desquels  est 
déterminé  par  un  des  cercles  directeurs  et  une  tangente  quelcon- 
que de  la  conique  déférente  correspondante. 

„La  génération  par  cercle  directeur  (0^)  et  conique 
^déférente  c^  devient  illusoire,  quand  (01)  est  un  axe 
j,de  symétrie.  Ainsi  dans  le  cas  de  deux  axes  de  sy- 
^métrie  le  réseau  de  première  espèce  possède  deux 
^générations  réelles  de  ce  caractère,  tandis  que  le 
„réseau  de  seconde  espèce  n'en  possède  aucune  ^^)." 

Nous  n'entrons  pas  en  des  détails  par  rapport  à  l'espèce  des 
quatre  coniques  c,  du  cas  général^*).  Nous  remarquons  seulement 
que  les  épicycles  dont  les  centres  sont  les  points  à  l'infini  de  d, 
sont  les  tangentes  doubles  par  0^,  etc. 


à  centre.  Car  une  droite  quelconque  par  0^  coupe  la  quartique  en  deux  cou- 
ples de  points  invers  qui  mènent  à  des  tangentes  parallèles  de  la  déférente. 

Pour  le  reste  de  la  démonstration  géométrique  nous  renvoyons  à  la 
note  35,  pour  une  autre  démonstration  géométrique  à  travers  l'espace  à 
la  note  62.  Et  pour  les  démonstrations  analytiques  nous  citons  Casey, 
„0n  bicircular  quartics"  {Tram,  of  the  R.  Irish  Àcad.,  t.  24,  p.  457,  1871) 
et  M.  Darboux,  ^Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  surfaces 
algébriques'^  p.  113  (Paris,  Gauthier- Villars,  1873,  réimprimé  en  1896). 
Sans  doute  on  obtient  la  démonstration  la  plus  directe  en  suivant  pour 
le  plan  ce  que  le  livre  magistral  de  Darboux  donne  pour  l'espace. 

Nous  renvoyons  encore  à  un  travail  de  M.  R.  Lachlan,  „0n  Systems  of 
circles  and  sphères",  PhiL  Trans,  1. 177,  partie  2,  p.  481, 1886,  où  le  problème 
est  traité  au  moyen  de  coordonnées  de  puissance  (power-coordinates),  etc. 

**)  Ici  la  condition  de  Tépicycle  d'être  orthogonal  à  (OO  exige  en  même 
temps  que  la  conique  déférente  coïncide  avec  (Ot).  Ainsi  pour  sauver  le 
mode  de  génération  il  faut  qu'on  donne  une  relation  entre  la  position 
du  centre  de  Tépicycle  et  la  valeur  de  son  rayon.  Nous  ne  développons 
pas  plus  loin  cette  idée  ici. 

Dans  le  cas  de  deux  axes  de  symétrie  les  quatre  tangentes  qui  tou- 
chent la  quartique  dans  les  points  d'intersection  avec  chacun  des  deux 
cercles  directeurs,  vont  former  deux  couples  de  tangentes  doubles  pas- 
sant par  le  centre. 

*♦)  On  peut  comparer  pour  la  forme  de  la  quartique  Casey  (1.  c,  p.  474) 
et  pour  l'étude  des  cas  diflférents  qui  se  présentent  par  rapport  au 
caractère   des  déférentes  H.  Hart,  „0n   the  focal  conics  of  a  bicircu- 

24* 
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d).  FOYERS. 

13.  „Une  quartique  quelconque  du  réseau  a  seize 
„foyers  ordinaires  et  quatre  foyers  singuliers.  Les 
„seize  foyers  ordinaires  sont  les  quatre  quadruples 
„de  points  d'intersection  des  cercles  directeurs  (0,) 
„avec  leurs  coniques  déférentes  c,;  du  quadrangle 
«complet  des  foyers  sur  (0,)  les  points  02,02,0^  sont 
„les  points  diagonaux.  Et  les  foyers  singuliers  sont 
„les  foyers  ordinaires  communs  des  coniques  défé- 
„rentes  3^)." 


lar  quartic",  Proc.  Lond.  Math.  Soc.^  t.  11,  p.  145,  1880  et  E.  Czdber, 
„Die  Curven  dritter  und  vierter  Ordnung,  welche  durch  die  unendlich 
fernen  Kreispunkte  gehen",  Zeitschr.  fiïr  Math.  u.  Phys.^  t.  82,  p.  267, 1887. 

Pour  chaque  point  P  de  la  conique  déférente  situé  à  l'intérieur  du 
cercle  directeur  Tépicycle  est  imaginaire  ;  de  plus,  si  P  est  hors  du  cercle 
et  que  la  tangente  p  de  la  conique  déférente  en  P  coupe  le  cercle,  Tépi- 
cycle  réel  touche  son  enveloppe  en  deux  points  imaginaires  conjugués. 
Ces  remarques  permettent  de  reconnaître  la  forme  et  le  caractère  de  Ten- 
veloppe;  si  dans  ia^b)c  les  nombres  a^b^c  se  rapportent  successivement 
aux  points  d'intersection  réels  de  cercle  directeur  et  conique  déférente 
réels,  à  leurs  tangentes  communes  réelles  et  aux  branches  réelles  de 
renveloppe,  on  trouve  les  cas  (0,0),,  (0,0),,  (0,4),,  (2,2),,  (4,0),,  (4,0),,  (4,4),. 

Remarquons  encore  que  chacun  des  deux  couples  de  tangentes  doubles  dont 
il  est  question  dans  la  note  précédente,  dérive  des  asymptotes  de  Tune  des 
déférentes  et  des  tangentes  communes  de  l'autre  avec  son  cercle  directeur. 

^^)  Les  points  d'intersection  des  cercles  directeurs  (0,)  et  des  coniques 
déférentes  correspondantes  a  sont  évidemment  des  foyers  ordinaires  de 
la  quartique;  elle  n'en  admet  pas  d'autres,  le  nombre  total  des  foyers 
ordinaires  étant  seize. 

Pour  retrouver  le  résultat  que  les  foyers  ordinaires  d'une  quartique 
bicirculaire  se  trouvent  quatre  à  quatre  sur  quatre  cercles  coorthogonaux, 
et  pour  étendre  nos  idées  sur  les  foyers  singuliers,  nous  étudions  d'abord 
l'influence  de  l'inversion  sur  les  foyers  ordinaires  et  singuliers.  A  cette 
fin  nous  avons  recours  à  la  transformation  plus  générale  que  nous  avons 
citée  dans  la  note  21.  Elle  est  déterminée  de  la  manière  suivante:  Soit 
c  (fig.  7)  une  conique  quelconque  et  0  un  point  extérieur.  Représentons 
par  ca,,  w,  les  points  de  contact  des  tangentes  de  c  par  0.  Alors  il  y  a 
une  correspondance  involutive  entre  les  couples  de  points  J^,  F'  situés 
sur  une  droite  quelconque  par  0  et  séparés  harmoniquement  de  P  et  Q 
ou  conjugués  par  rapport  à  la  conique  c;  c'est  de  cette  transformation 
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Pour  une  quartique  du  réseau  4p«(4),  les  quatre  foyers  ordinai- 
res réels  se  trouvent  sur  le  même  cercle  directeur  et  les  directrices 
réelles  coiTospondantes  passent  par  le  centre  de  ce  cercle.  Pour 
une   quartique   du  réseau  4^>(^>,  les  quatre  foyers  ordinaires  réels 


quadratique  qu'il  s'agit.  Elle  a  0,  Wj,  w,  pour  points  fondamentaux 
et  Wjoo,,  Ocoj,  0»,  pour  droites  fondamentales  correspondantes;  c  en  forme 
un  lieu  de  points  doubles.  Elle  devient  l'inversion,  si  c  est  un  cercle  et 
que  0  coïncide  avec  le  centre  de  ce  cercle. 

Aux  droites  F(o^  et  Fœ^  qui  coupent  c  en  ff ,  et  (t„  correspondent  les 
droites  F'm^  et  F'œ^  qui  passent  par  ces  mêmes  points  de  c.  Aux  points 
infiniment  voisins  de  œ^  sur  Fm^  et  de  »,  sur  JP»,  correspondent  les 
points  d'intersection  II^  et  H^  de  (i^w,,  Ow,)  et  (i^'w,,  0»,).  Une  courbe 
qui  touche  Fœ^  et  Fœ^  en  des  points  différents  de  w^  et  »,,  se  transforme 
en  une  courbe  qui  touche  F'œ^  et  -F'w,  en  des  points  différents  de 
m^  et  a^.  Au  contraire  une  courbe  qui  touche  Fœ^  et  JP»,  en  w^  et  »„ 
se  transforme  en  une  courbe  qui  passe  par  H^  et  H^.  En  d'autres 
tenues,  l'inversion  transforme  les  foyers  ordinaires  d'une  courbe  dans  les 
foyers  ordinaires  de  la  courbe  correspondante.  Et  le  point  F'  qui  corres- 
pond à  un  foyer  singulier  F  de  la  courbe  originale,  au  lieu  d'être  un 
foyer  singulier  de  la  courbe  transformée,  fait  trouver  deux  points  ima- 
ginaires conjugués  de  cette  courbe,  les  deux  ^anti-points"  du  couple 
(O,  F').  Donc,  si  l'inversion  à  centre  0  transforme  les  courbes  c  et  c  l'une 
en  l'autre,  le  nombre  des  points  d'intersection  de  Oc»,  et  c,  différents  de 
O  et  co,,  de  l'une  est  égal  au  nombre  des  foyers  singuliers  réels  de  l'autre. 

L'inversion  qui,  comme  nous  venons  de  voir,  conserve  les  foyers  ordi- 
naires, conserve  de  même  le  rapport  anharmonique  des  quadruples  de 
tangentes  isotropes  passant  par  le  même  des  points  œ^  ou  o»,.  Elle  conserve 
donc  toutes  les  particularités  de  position  des  seize  foyers  ordinaires  des 
cubiques  circulaires  en  les  transformant  dans  les  seize  foyers  ordinaires 
de  quartiques  bicirculaires.  Ainsi  tout  ce  qui  a  été  trouvé  pour  les  seize 
foyers  d'une  cubique  circulaire,  s'applique  de  même  aux  foyers  ordinaires 
d'une  quartique  bicirculaire.  En  effet,  nous  verrons  bientôt  que  les  mêmes 
seize  points  sont  à  la  fois  les  foyers  ordinaires  d'une  cubique  circulaire 
et  d'une  quadrique  bicirculaire. 

On  parvient  au  même  résultat  par  le  détour  suivant:^ Le  théorème  de 
Salmon,  cité  dans  la  note  10,  donne  après  inversion: 

„Par  deux  points  quelconques  Q,  R  d'une  quartique  bicirculaire,  il  passe 
^quatre  cercles  tangents  qui  touchent  la  courbe  en  des  points  différents 
„de  Q,i2;  le  rapport  anharmonique  de  ces  cercles  est  indépendant  de  la 
position  des  points  Q,i2  sur  la  courbe." 

Si   QR  passe  par  »,  ou  w,,  on  retombe  sur  le  théorème  de  Hart  que 
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sont  distribués  deux  à  deux  sur  les  deux  cercles  directeurs  réels, 
et  les  directrices  réelles  correspondantes  passent  par  les  centres  de 
ces  cercles.  De  plus,  chacun  des  quatre  foyers  réels  se  trouve  sur 
un  des  trois  cercles  d'ApoLLONius  appartenant  au  triangle  des 
trois  autres. 


les  seize  foyers  ordinaires  d'une  quartique  bicirculaire  sont  situés  quab-e 
à  quatre  sur  quatre  cercles  coorthogonaux  {Verslagen^  1.  c,  p.  268). 

Nous  revenons  aux  foyers  singuliers.  En  cherchant  Tenveloppe  des 
épicycles  orthogonaux  à  un  cercle  donné  (0)  et  ayant  leurs  centres  sur 
une  courbe  quelconque  c^  donnée,  on  trouve  la  courbe  anallagmatique  la 
plus  générale.  Même  dans  ce  cas  les  foyers  ordinaires  de  la  déférente  c" 
sont  les  foyers  singuliers  de  l'enveloppe.  En  effet,  soit  F  un  foyer  ordi- 
naire de  c^  et  représentons  par  P^  et  P,  les  points  de  contact  de  c"  avec 
les  tangentes  isotropes  Fœ^  et  Fto^.  Alors  il  est  évident  que  w,  est  un 
des  deux  points  de  l'enveloppe  qui  correspondent  au  point  P^  de  la 
déférente.  Car  w,  est  un  des  deux  points  d'intersection  du  cercle  à  centre 
P  et  à  rayon  P^  «^  coupant  (0)  en  «,  sous  un  angle  droit,  et  de  la  per- 
pendiculaire 0»,  abaissée  de  0  sur  la  tangente  P,  »,  en  P^  à  la  défé- 
rente. De  plus  la  tangente  en  œ^  à  l'épicycle  au  centre  P,  et  au  rayon 
P,  »,  passe  au  centre  P,  ;  donc  P,  »,  est  tangente  de  Tenveloppe  en  »„  etc. 

L'application  de  ce  théorème  général  à  une  quartique  bicirculaire 
démontre  que  les  quatre  coniques  déférentes  c,-  de  cette  courbe  sont 
confocales.  Cela  complète  donc  la  démonstration  géométrique  de  la  note  32, 
si  l'on  y  ajoute  encore  que  0, 0, 0^  est  triangle  polaire  commun  de 
(0,)  et  de  c^.  En  effet,  les  quatre  foyers  de  la  quartique  situés  sur  (0,) 
et  c,  forment  un  quadrangle  complet  dont  0„  0„  0^  sont  les  points  dia- 
gonaux. Car  cette  relation  existe  dans  le  cas  de  la  quartique  bicirculaire, 
parce  qu'elle  a  été  démontrée  pour  la  cubique  circulaire. 

Nous  nous  permettons  encore  quelques  remarques  par  rapport  à  la 
courbe  anallagmatique  la  plus  générale. 

Si  la  déférente  c^  ne  passe  pas  par  les  points  »,,»„  le  nombre  des 
foyers  ordinaires  réels  de  (f^  indique  la  multiplicité  des  points  w,,»^  sur 
l'enveloppe;  dans  le  cas  contraire  ce  théorème  exige  une  correction. 

Une  courbe  peut  être  anallagmatique  par  rapport  à  une  inversion 
sans  l'être  par  ^rapport  à  une  seconde,  par  rapport  à  deux  inversions 
sans  l'être  par  rapport  à  une  troisième.  Mais  aussitôt  qu'une  courbe  soit 
anallagmatique  par  rapport  à  trois  centres  non  collinéaires,  elle  l'est 
par  rapport  à  un  quatrième  centre.  Car  l'application  successive  des  quatre 
inversions  Ii  ramène  chaque  point  à  sa  position  originale.  Et  entre  les 
trois  inversions  anallagmatiques  d'une  courbe  existent  nécessairement 
les  rapports  qu'on  remarque  chez  trois  des  quatre  inversions  !<. 
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„I1  y  a  trois  espèces  de  quartiques  bicirculaires 
^générales  à  deux  axes  de  symétrie,  deux  espèces 
i»9m92  ^  deux  ovales  et  une  espèce  93  à  une  ovale;  elles 
„sont  caractérisées  par  la  position  des  foyers  ordi- 
^naires  réels.  Ces  points  sont  collinéaires  pour  g,, 
^tandis  qu'ils  forment  pour  q^  les  sommets  d'un  rec- 
lytangle,  pour  93  les  sommets  d'un  losange  ^®). 

14.  „Un  point  quelconque  d'un  des  cercles  (Oi)  est  foyer 
^ordinaire  de  deux  quartiques  d'un  faisceau  4pt(4).  Ces 
„deux  quartiques  sont  nommées  confocales,  puis  qu'el- 
„les  admettent  les  mêmes  seize  foyers  ordinaires.  En 
„tout  point  d'intersection  réel  elles  se  coupent  sous 
„un  angle  droit;  cela  arrive  donc  huit  fois  dans  le 
„cas  d'un  4pi(4),  et  quatre  fois  dans  le  cas  d'un  4pi(4)^." 


*•)  On  obtient  les  deux  variétés  g,,  g,  de  la  quartique  à  deux  branches, 
à  mesure  qu'on  prend  pour  centre  d'inversion  un  point  S  commun  à 
deux  cercles  (Où^  un  desquels  contient  les  foyers  réels,  ou  à  deux  cercles 
(Oi)  qui  ne  contiennent  pas  de  foyer  réel. 

Le  nombre  de  variétés  différentes  se  modifie  avec  le  point  de  vue,  d'où  Ton 
les  considère.  Ainsi  l'on  peut  distinguer  d'abord,  si  la  déférente  est  une 
ellipse  e  ou  une  hyperbole  h;  ensuite  (voir  la  note  34)  e  peut  1^  se  trouver 
à  l'intérieur  du  cercle  directeur  (0),  2°.  couper  (0),  8*^.  être  extérieure  à 
(O),  et  h  peut  4°.  couper  (0)  et  5^.  être  extérieure  à  (0).  De  ces  cinq 
cas  le  premier  et  le  quatrième  ne  mènent  pas  à  une  spirique  réelle,  parce 
qu'alors  toutes  les  tangentes  de  la  déférente  coupent  (0).  Le  deuxième 
cas  fait  trouver  une  spirique  9,  composée  de  deux  ovales  égales,  à  un 
même  axe  de  symétrie,  et  situées  symétriquement  par  rapport  à  l'autre 
axe;  chacune  de  ces  ovales  réniformes  admet  une  tangente  double  paral- 
lèle au  dernier  axe  et  les  parties  concaves  sont  tournées  vers  le  centre. 
Le  troisième  cas  mène  a  une  q^  composée  de  deux  ovales  dont  l'une 
inclut  l'autre,  chacune  desquelles  a  elle-même  deux  axes  de  symétrie. 
Enfin  le  dernier  cas  livre  une  g^  composée  de  deux  ovales  égales,  à  un 
même  axe  de  symétrie  et  situées  symétriquement  par  rapport  à  l'autre  axe  ; 
ici  les  tangentes  doubles  parallèles  à  ce  dernier  axe  ne  se  présentent  pas. 

Remarquons  que  la  division  des  spîriques  à  deux  axes  de  symétrie  en 
courbes  q^  et  g,  empiète  sur  celle  en  spiriques  à  deux  ovales  extérieures 
l'une  de  l'autre  et  à  deux  ovales  dont  l'une  inclut  l'autre;  de  plus  que 
la  position  de  quatre  foyers  ordinaires  sur  un  axe  de  symétrie  exige  déjà 
que  la  génération  correspondante  par  cercle  directeur  et  conique  défé- 
rente devienne  illusoire,  etc. 
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Les  six  quartiques  d'un  faisceau  4^»  (4)  dégénérées  en  deux  cer- 
cles forment  trois  couples  de  quartiques  confocales.  En  effet,  les 
couples  de  cercles  dont  les  centres  se  trouvent  sur  deux  côtés 
opposés  du  quadrangle  (4),  se  coupent  aux  points  P,  (fig.  5)  sous 
un  angle  droit  3^). 

„Un  point  quelconque  d'un  des  cercles  (Ot)  est  foyer 
„ordinaire  d'une  infinité  simple  de  quartiques  confoca- 
„les  du  réseau.  Cette  série  a  les  caractéristiques  2,6; 
„elle  n'est  donc  pas  linéaire.  Deux  quartiques  quel- 
,,conques  de  cette  série  se  coupent  sous  des  angles 
„droits  ^«V 


")  Ce  numéro  se  déduit  du  numéro  6  à  l'aide  de  l'inversion. 

")  Comme  nous  avons  vu  (voir  la  note  30),  les  involutions  des  qua- 
druples de  foyers  sur  (0,)  sont  en  môme  temps  les  involutions  des 
points  d'intersection  des  quartiques  avec  (0*).  Donc,  si  les  quatre  points 
P^^P^^P^^P^  sur  (0,)  sont  des  foyers  d'une  quartique  passant  par  les 
points  Qi,  Q„  Q„  Q^  de  (0,),  réciproquement  Ç^,  Ç,,  Ç„  Q^  sont  des  foyers 
d'une  quartique  passant  par  Pi,P„  -P,, -P|. 

Il  est  possible  que  le  nombre  simplement  infini  des  quadruples  de 
l'involution  des  foyers  sur  un  cercle  (0,)  quelconque  correspond  au  nombre 
doublement  infini  des  quartiques  du  réseau,  parce  que  quatre  foyers 
appartiennent  à  toute  une  série  de  quartiques.  De  la  même  manière  ce 
nombre  doublement  infini  de  quartiques  détermine  sur  le  cercle  (0,)  la 
même  involution  d'un  nombre  simplement  infini  de  quadruples  de  points, 
un  de  ces  quadruples  appartenant  à  un  faisceau  de  quartiques.  Plus 
généralement,  chaque  droite  ou  chaque  cercle  qui  feit  partie  d'une  quar- 
tique du  réseau,  est  coupé  suivant  un  faisceau  de  quadruples  de  points. 
Ce  résultat  est  évident;  il  saute  aux  yeux,  si  l'on  détermine  le  réseau 
par  deux  quartiques  quelconques  et  la  quartique  dégénérée  en  question. 

Pour  une  étude  des  quartiques  bicirculaires  confocales  en  coordonnées 
circulaires  on  peut  comparer  F.  Franklin,  „0n  confocal  bicirculai'  quar- 
tics"  {American  Journ.  of  Math.^  t.  12,  p.  323,  1890). 

Les  deux  caractéristiques  d'une  série  de  courbes  indiquent  le  nombre 
des  courbes  qui  passent  par  un  point  donné,  et  celui  des  courbes  qui 
touchent  une  droite  donnée.  Pour  que  la  série  soit  linéaire,  il  faut  qu'au 
moins  un  de  ces  nombres  est  l'unité  (voir  la  note  70  pour  la  déduction 
de  ces  nombres). 

On  sait  que  le  faisceau  tangentiel  de  coniques  confocales  se  divise  en 
deux  groupes,  de  manière  que  chaque  courbe  de  l'un  de  ces  groupes  est 
trajectoire  orthogonale  de  l'autre  groupe  ;  dans  le  cas  de  coniques  à  centre 
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e).  LIEUX  GÉOMÉTRIQUES. 

15.  Si  nous  supposons  que  la  quartique  parcourt  un  faisceau 
quelconque  4pi  (4),  nous  trouvons  les  résultats  suivants: 

a).  Les  quatre  coniques  déférentes  ci  décrivent  quatre  faisceaux 
tangentiels  2^i  (Cj).  Les  tangentes  de  base  de  2^1  (c,)  sont  les  côtés 
du  quadrilatère  complet  (fig.  5)  au  triangle  Oj  ^3  ^k  ^^s  diago- 
nales dont  les  six  sommets  sont  les  centres  des  six  cercles  de  la 
configuration  CfC  (SgjlâJ  qui  coupent  (0,)  sous  un  angle  droit; 
donc  O^  O3  0^  est  triangle  polaire  commun  de  2^1  (cj,  etc.  Les 
trois  couples  de  points  qui  représentent  des  coniques  dégénérées 
de  ce  faisceau,  sont  les  centres  des  couples  de  cercles  du  faisceau 
de  quartiques  coupant  (0,)  sous  un  angle  droit,  etc.  ^^). 

ft).  Par  rapport  aux  foyers  ordinaires  voir  numéro  7. 

y\  Le  lieu  des  quatre  foyers  singuliers  est  une  cubique  circu- 
laire qui  passe  par  les  points  diagonaux  Ai  de  (4)  et  par  les  douze 
centres  Mj^u^n  *^).  Elle  coupe  le  cercle  c^  en  i4,  J5,  C  et  au  foyer  sin- 


ce  sont  des  groupes  d'ellipses  et  d'hyperboles,  dans  le  cas  de  paraboles 
ce  sont  des  groupes  de  paraboles  à  axes  de  directions  opposées.  En  sui- 
vant un  ordre  d'idées  original  M.  J.  de  Vries  a  obtenu  le  même  résultat 
par  rapport  à  la  série  (2,6)  de  quartiques  bicirculaires  (  Fers/agrm  der  kon, 
Akad.  van  Wetensch.,  Amsterdam,  t.  4,  p.  252,  1896  et  Aixhives  Teyler, 
série  2,  t.  5,  p.  134  et  156,  1896)  en  déduisant  un  hyperboloïde  à  une 
nappe  dont  les  génératrices  des  deux  systèmes  sont  en  rapport  projectif 
avec  les  quartiques  de  ces  deux  groupes. 

^®)  Le  caractère  tangentiel  du  faisceau  de  coniques  exige  que  les  coniques 
dégénérées  sont  des  couples  de  points.  Cela  est  en  règle,  si  l'on  regarde 
la  conique  déférente  comme  enveloppe  de  ses  tangentes.  Et  même  en  la 
regardant  comme  lieu  des  centres  des  cercles  bitangents,  on  ne  trouve 
en  vérité  que  deux  cercles  qui  touchent  la  quartique  en  tous  leurs 
points. 

*®)  Si  la  quartique  parcourt  le  faisceau  4pi(4),  les  couples  de  tangentes 
en  «,  et  w,  forment  deux  involutions  quadratiques  projectives.  Les  cou- 
ples de  droites  contenant  l^  étant  des  couples  correspondants,  ces  involu- 
tions se  trouvent  dans  la  position  mi-perspective  („halb-perspective  Lage" 
de  ScHROETER,  1.  C.  p.  114).  Donc  elles  engendrent  une  cubique  circulaire. 
Cette  cubique  passe  par  les  douze  points  Jf^mn,  ces  points  étant  les  foyers 
singuliers  réels  des  six  courbes  dégénérées  du  faisceau. 

D'ailleurs,  les  foyers  singuliers  d'une  quartique  bicirculaire  coïncident 
avec  les  foyers  ordinaires  d'une  quelconque  de  ses  quatre  coniques  défé- 
Archivks  v.  25 
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gulier  de  la  cubique  circulaire  comprise  dans  le  faisceau  ;  ce  foyer 
est  en  même,  temps  le  foyer  singulier  du  lieu  *  *).  Sur  elle  les  douze 
centres  M  forment  trois  quadruples  de  points  conjugués  à  trois 
points  tangentiels  coUinéaires  *2);  chacun  des  couples  de  côtés  op- 
posés de  (4)  porte  un  de  ces  quadruples.  Et  les  points  w,,» 2  sont 
conjugués  l'un  à  Tautre  dans  le  système  des  six  couples  de  foyers 
réels  des  six  quartiques  dégénérées,  etc.  *^). 

16.  La  supposition  que  la  quartique  parcourt  le  réseau  entier, 
mène  aux  résultats  suivants: 

a).  „Les  quatre  coniques  déférentes  c,  engendrent 
„quatre  réseaux  tangentiels  et  ponctuels  à  la  fois  que 
„nous  représentons  par  2(,^)i  (c^),  parce  que  le  caractère 
„tangentiel   prédomine;  du   réseau   2(tp)*{c)   le  triangle 


rentes.  Donc  le  lieu  cherché  est  en  même  temps  le  lieu  des  foyers  de« 
coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère.  Ce  lieu  a  été  étudié  géométrique- 
ment par  ScHROETER  dans  son  mémoire  „Ueber  eine  besondere  Curve 
3kr  Ordnung  und  eine  einfache  Erzeugungsart  der  allgemeinen  Curve 
3^^'  Ordnung"  (Math.  Annalen^  t.  5,  p,  50,  1872).  Ce  mémoire  qui  repré- 
sente un  travail  préparatoire  par  rapport  au  livre  plusieurs  fois  cité, 
contient  p.  54  le  théorème  suivant;  „Les  pieds  des  hauteurs  du  triangle 
jjformé  par  les  diagonales  d'un  quadrilatère  complet  dont  les  trois  couples 
„de  sommets  opposés  sont  des  couples  de  foyers  de  coniques  du  faisceau, 
„se  trouvent  sur  le  lieu  des  foyers."  Donc  la  considération  du  quadrilatère 
complet  qui  a  pour  sommets  les  centres  des  six  cercles  coupant  (1)  sous 
un  angle  droit,  prouve  que  la  cubique  circulaire  en  question  passe  par 
A,  jB,  g, 

*0  Ce  foyer  singulier  figure  dans  la  génération  la  plus  simple  de  cette 
courbe  à  Taide  de  deux  faisceaux  projectifs,  un  faisceau  de  cercles  et 
un  faisceau  de  droites.  Dans  cette  génération  la  cubique  qui  passe  par 
son  foyer  singulier,  est  le  lieu  des  points  d'intersection  des  cercles  d'un 
faisceau  avec  leurs  diamètres  passant  par  le  foyer  singulier;  elle  a  éfa' 
donnée  par  C.  Kûpper  (Math,  Annalen^  t.  5,  p.  60,  1872). 

**)  Ces  trois  quadruples  interviennent  dans  la  décision  sur  le  caractère 
de  la  configuration  des  douze  centres  (voir  J.  de  Vries,  1.  c). 

*')  Nous  avons  vu  que  le  foyer  singulier  de  la  cubique  est  un  point 
de  la  courbe;  en  d'autres  termes,  les  points  »j,  w,  en  sont  des  points 
conjugués. 

Nous  supprimons  ici  la  considération  du  cas  particulier  que  la  quartique 
parcourt  un  faisceau  à  quatre  points  de  base  sur  (0,)  et  quatre  tangentes 
(le  base  par  0,  ;  nous  y  reviendrons  plus  loin  (voir  note  73). 
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rjO^O^Of^  est  triangle  polaire  commun  **).  Ces  quatre 
„réseaux  sont  en  rapport  projectif  l'un  avec  l'autre; 
„de  plus  ils  font  partie  d'un  système  linéaire  tangen- 
„tiel  2,.(c),  etc.  *5)." 

ft).  Par  rapport  aux  foyers  ordinaires  voir  numéro  7. 

7).  Les  quatre  foyers  singuliers  parcourent  le  plan  entier.  Par- 
ce qu'on  détermine  une  quartique  du  réseau  en  fixant  un  des 
quatre  foyers  singuliers,  ils  forment  une  involution  ternaire.  Et 
les  cubiques,  lieux  des  foyers  singuliers  des  quartiques  des  fais- 
ceaux compris  dans  le  réseau,  forment  un  réseau  **^). 


**)  Toutes  les  coniques  déférentes  c^  ont  O^O^O^  pour  triangle  polaire; 
elles  forment  donc  une  infinité  double  de  coniques  à  un  triangle  polaire 
commun,  c'est-à-dire  toutes  les  coniques  dont  0^0 ^0^  est  triangle  polaire. 
Ce  système  est  un  réseau  tangentiel  et  ponctuel  à  la  fois,  parce  qu'on 
en  détermine  un  individu,  si  Ton  donne  deux  tangentes  quelconques  ou 
deux  points  quelconques.  Toutefois  le  caractère  tangentiel  prévale  dans 
les  faisceaux  qui  en  font  partie,  et  dans  les  coniques  dégénérées. 

Chacun  des  réseaux  2(f^)t  (c,)  jouit  de  la  propriété  que  la  cubique  qui 
en  forme  la  courbe  de  Hermite,  se  décom.pose  en  trois  droites,  les  côtés 
du  triangle  polaire  commun,  et  que  sur  chacune  de  ces  droites  les  deux 
sommets  du  triangle  sont  les  points  doubles  de  Tinvolution  des  couples 
de  points  représentant  des  coniques  dégénérées. 

*^)  Les  quatre  réseaux  2(<^»«  (c.)  appartiennent  à  un  2<i  (c).  Car  deux  quel- 
conques de  ces  réseaux  se  coupent  suivant  un  faisceau  tangentiel.  Ainsi 
les  réseaux  engendrés  par  c^  et  c^  ont  commun  le  faisceau  tangentiel  de 
coniques  dégénérées  porté  par  le  côté  /,  ^  commun  de  leurs  triangles  polaires. 

**')  Une  quartique  quelconque  du  réseau  fait  partie  d'un  faisceau  de 
faisceaux  de  quartiques  compris  dans  le  réseau;  donc  un  foyer  singulier 
d'une  quartique  détermine  un  faisceau  de  cubiques,  lieux  des  foyers  sin- 
guliers, etc. 

Le  réseau  des  cubiques  focales  a  cinq  points  de  base,  co,,  w,  et  les 
trois  points  Ai.  Donc  deux  cubiques  quelconques  du  réseau  se  coupent 
en  quatre  points  mobiles,  les  quatre  foyers  singuliers  de  la  quartique 
commune  aux  deux  faisceaux  correspondants.  Au  lieu  de  pousser  plus 
loin  ici  l'étude  de  ce  réseau  de  cubiques  focales  dont  c,^  est  le  lieu  dos 
foyers  singuliers,  nous  nous  contentons  de  remarquer  que  les  courbes  de 
co  réseau  à  un  foyer  singulier  commun  forment  un  faisceau  dont  le 
neuvième  point  de  base  se  trouve  à  l'infini. 

A  la  fin  de  nos  considérations  sur  les  quartiques  bicirculaires  nous 
ajoutons  quelques  remarques  par  rapport  aux  courbes  particulières  du 
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III.  Les  cycliques. 

a).   ORIGINE. 

17.  Si,  au  lieu  de  transformer  la  cubique  circulaire  ou  la  quar- 
tique  bicirculaire  à  Taide  d  une  inversion  plane,  on  se  sert  d'une 
transformation    dans  l'espace,   en  choisissant  le  centre  d'inversion 


genre  premier,  les  cassinieiines  et  les  cartésiennes,  et  par  rapport  aux 
courbes  rationnelles. 

D'une  cassinionne  les  points  w,,»,  sont  des  points  doubles  (Vinllec- 
tion  („fleflecnodal  points"  de  Cayley);  ainsi  les  quatre  foyers  singu- 
liers de  ces  courbes  sont  en  même  temps  des  foyers  ordinaires.  C^ki 
implique  que  les  cassiniennes  sont  des  spiriques  à  deux  axes  de  symétrie. 
Si  des  quatre  foyers  communs  des  coniques  déférentes  F^  G  sont  les  foyers 
réels  et  F'  G'  leurs  anti-points  imaginaires,  un  des  cercles  directeurs  (0) 
passe  par  F^  (?,  un  autre  (0)'  passe  par  F\  G'.  Donc  la  génération  par 
cercle  directeur  et  conique  déférente  fait  voir  que  F  G  et  F*  G'  sont  des 
axes  de  symétrie  de  Tenveloppe,  quand  on  se  sert  successivement  des 
cercles  (0)  et  (0)'  et  des  déférentes  correspondantes.  En  dernière  analyse 
on  trouve  donc  que  Iss  cercles  (0)  et  (0)'  coïncident  avec  les  droites 
F  G  et  F'  G\  de  manière  que  ces  deux  modes  de  génération  deviennent 
illusoires.  Les  deux  autres  foyers  réels  se  trouvent  sur  F  G  ou  sur 
F'  G\  à  mesure  que  la  courbe  possède  deux  branches  ou  une  seule.  Par 
rapport  aux  nombres  de  Plûcker  les  cassiniennes  sont  des  quartiques 
bicirculaires  générales. 

Au  contraire  les  nombres  de  Plûcker  d'une  cartésienne  diffèrent 
de  ceux  des  quartiques  circulaires  générales,  les  points  w,,a>,  étant  des 
points  de  rebroussement  de  ces  courbes.  Elles  admettent  neuf  foyers 
ordinaires,  trois  desquels  sont  réels;  les  quatre  foyers  singuliers  se  sont 
réunis  en  un  foyer  singulier  double,  le  point  d'intersection  des  deux  tan- 
gentes de  rebroussement,  de  manière  que  chaque  conique  déférente  est 
nécessairement  un  cercle.  Par  Tinversion  d'une  cartésienne  par  rapport 
à  un  quelconque  de  ses  points  comme  centre,  on  obtient  une  cubique 
circulaire  dont  ce  point  est  foyer  ordinaire.  Réciproquement  on  engendre 
donc  une  cartésienne  en  transformant  une  cubique  circulaire  de  la  même 
manière  par  rapport  à  un  des  foyers  ordinaires  réels  comme  centre  ;  alors  le 
cercle  directeur  qui  passe  par  ce  foyer,  se  transforme  en  axe  de  symétrie 
contenant  trois  foyers  de  la  cartésienne,  et  en  même  temps  ces  trois 
foyers  coïncident  avec  les  centres  des  trois  autres  cercles  directeurs  de 
la  cartésienne.  En  effet,  si  F  est  un  foyer  ordinaire  d'une  cubique  cir- 
culaire situé  sur  (0,)  et  que  la  droite  0,F  coupe  (0,)  pour  la  deuxième 
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0  hors  (lu  plan  de  la  courbe,  on  obtient  une  courbe  gauche  bi- 
quadratique  *^)  sur  une  sphère  ff.  Cette  courbe  qui  se  distingue 
des   autres    courbes  gauches   biquadratiques  en  ce  que  ses  quatre 


fois  au  foyer  G^  une  inversion  quelconque  à  centre  F  transforme  la  cubique, 
(0,),  (?,  (0,)  en  une  carbésienne,  son  axe  de  symétrie,  un  foyer  (?' sur  cet 
axe  et  un  cercle  directeur  (Oj)'  dont  G'  est  le  centre;  car  ce  centre  se 
trouve  évidemment  sur  J"  G^  et  de  même  sur  Taxe  de  symétrie,  (0,)'  étant 
orthogonal  à  cet  axe.  Dans  le  cas  d'une  cubique  circulaire  à  une  branche 
unique  on  obtient  une  cartésienne  proprement  dite,  étudiée  par  Descartes, 
à  trois  foyers  ordinaires  réels;  les  cercles  directeurs  correspondants  aux 
deux  foyers  extrêmes  sont  réels  et  les  trois  déférentes  sont  des  cercles 
concentriques.  Dans  le  cas  d'une  cubique  circulaire  à  deux  branches  on 
obtient  une  cartésienne  dont  Taxe  de  symétrie  ne  porte  qu'un  seul  foyer 
réel  et  qui  n'admet  donc  qu'une  génération  unique  par  cercles  directeur 
et  déférent  (Salmon-Fiedler,  „Analytische  Géométrie  der  hôheren  ebenen 
Xurven'%  p.  330,  Leipzig,  Teubner,  1882).  Les  cartésiennes  admettent  une 
tangente  double  normale  à  l'axe  de  symétrie,  etc. 

Le  réseau  4j,»(4)  général  ne  contient  pas  des  cassiniennes  et  non  plus 
des  cartésiennes.  Au  contraire  un  réseau  de  spiriques  à  un  axe  de  symétrie 
contient  une  série  (2,6)  de  cartésiennes  confocales,  et  un  réseau  de  spiri- 
ques à  deux  axes  de  symétrie  contient  un  faisceau  de  cassiniennes. 

Enfin  l'admission  d'un  troisième  point  double  mène  aux  quartiques 
bicirculaires  rationnelles  qui  ne  figurent  pas  dans  le  réseau  4^» (4). 
Nous  mentionnons  d'abord  la  quartique  bicirculaire  rationnelle  générale 
à  quatre  foyers  ordinaires  et  quatre  foyers  singuliers,  ensuite  la  lem- 
niscate  (cassinienne  rationnelle)  à  quatre  foyers  à  la  fois  ordinaires  et 
singuliers,  et  enfin  le  limaçon  de  Pascal  (cartésienne  rationnelle)  à  un 
foyer  ordinaire  et  un  foyer  singulier,  avec  son  cas  spécial,  la  cardioïde. 

Nous  supprimons  tout  à  fait  les  générations  bien  simples  des  quartiques 
bicirculaires  rationnelles  à  l'aide  de  cercle  directeur  et  conique  déférente. 

*')  Nous  démontrons  d'abord  que  dans  les  deux  cas  on  obtient  des 
courbes  gauches  du  quatrième  ordre,  et  faisons  voir  ensuite  que  ces 
courbes  sont  des  courbes  biquadratiques. 

L'influence  de  l'inversion  à  centre  0  sur  les  branches  infinies  diff'ère,  à  me- 
sure que  le  point  à  l'infini  se  trouve  sur  c^  ou  ailleurs.  Une  branche  ren- 
contrant c^  en  un  point  Wj,  se  transforme  en  une  branche  s'appuyant  sur 
Oa>,  en  un  point  différent  de  0  et  de  w,.  Une  branche  dont  le  point  A 
il  l'infini  ne  se  trouve  pas  sur  c^^  est  transformée  en  une  branche  par 
O  tangente  à  OA.  Donc  l'inversion  dans  l'espace  transforme  une  cubique 
circulaire  en  une  courbe  gauche  par  0,  une  quartique  bicirculaire  en  une 
courbe  gauche  qui  ne  contient  pas  0.  De  plus,  un  plan  quelconque  par 
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points  à  rinfini  se  trouvent  sur  le  cercle  imaginaire  c^  coinmiin 
à  toutes  les  sphères,  porte  le  nom  de  cyclique.  Les  six  côtés 
du  quadrangle  complet  dont  ces  quatre  points  sont  les  sommets, 
font  connaître  les  six  séries  de  plans  parallèles  coupant  suivant 
des  cercles  les  quatre  cônes  quadratiques  qui  contiennent  la  cycli- 
que ;  de  ces  six  côtés  un  couple  de  côtés  opposés  est  réel.  Et  le  tri- 
angle réel  des  trois  points  diagonaux  du  quadrangle  étant  triangle 
polaire  de  c^,  ses  sommets  font  connaître  les  directions  des  arêtes 
d'un  trièdre  trirectangle,  celui  des  systèmes  parallèles  des  axes 
principaux  de  ces  quatre  cônes. 

La  transformation  en  question  fait  correspondre  aux  cercles 
coorthogonaux  de  la  cubique  un  système  de  quatre  petits  cercles 
coorthogonaux  sur  la  sphère  a.  Nous  représentons  par  "^(4)  le  qua- 
drangle sphérique  dont  les  couples  de  centres  sphériques  de  ces 
cercles  forment  les  sommets  et  les  grands  cercles  orthogonaux  aux 
couples  de  ces  petits  cercles  les  côtés  *^).  Ce  quadrangle  sphérique 


0  coupe  la  cubique  en  trois  et  la  quartique  en  quatre  points  dont  les 
points  invers  se  retrouvent  dans  ce  plan  ;  ce  plan  rencontre  donc  les 
transformées  des  deux  courbes  planes  en  quatre  points. 

Les  génératrices  rectilignes  d'une  sphère  sont  imaginaires.  En  nous 
bornant  à  des  courbes  gauches  réelles,  nous  trouvons  donc  que  des  deux 
espèces  de  courbes  gauches  du  quatrième  ordre,  caractérisées  d'après  les 
nombres  de  points  situées  sur  des  génératrices  de  systèmes  différents  par 
les  symboles  (2,2)  et  (3,1),  la  sphère  ne  peut  contenir  que  l'espèce  (2,2) 
des  courbes  bîquadratiques.  En  effet,  on  voit  immédiatement  que  dans  les 
deux  cas  cités  les  droites  isotropes  Ow,,  Owj  du  plan  tangent  en  0  à  a 
portent  deux  points  de  la  transformée.  Ce  qui  prouve  en  même  temps 
que  les  points  doubles  de  la  quartique  bicirculaire  se  sont  dissolus  en 
des  couples  de  points  sur  Oo>,  et  Oa,. 

Nous  remarquons  encore  que  chaque  biquadratique  gauche  dont  les 
quatre  points  à  l'infini  se  trouvent  sur  c^,  est  située  sur  une  sphère. 
Car  la  surface  du  faisceau  de  quadriques  dont  la  courbe  est  la  base, 
menée  par  un  cinquième  point  quelconque  de  c^,  contient  r^  tout  entière 
et  est  donc  une  sphère. 

♦")  L'addition  d'un  petit  zéro  à  gauche  en  haut  des  symboles  indique 
que  l'on  a  affaire  à  des  éléments  sur  une  sphère,  une  hypersphère,  etc. 

Remarquons  que  le  quadrangle  sphérique  °(4)  appartient  à  deux  qua- 
druples de  cercles  coorthogonaux  et  que  de  ces  deux  quadruples  symé- 
triques l'un  de  l'autre  par  rapport  au  centre  (7  de  a  un  seul  figure  dans 
nos  considérations. 
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est  aussi  un  quadraiigle  orthocentrîque  ;  il  forme  notre  point  de 
départ  pour  Tétude  des  cycliques.  Car  nous  ollons  nous  occuper 
du  système  de  cycliques  qui  appartiennent,  d'une  manière  à  pré- 
ciser tout  à  l'heure,  à  un  même  quadrangle  ^(4). 

Il  y  a  deux  manières  bien  différentes  d'interpréter  les  résultats 
de  la  transformation  indiquée.  Ou  bien  on  peut  se  restreindre  à 
la  sphèi'e  ff,  en  envisageant  tout  ce  qu'elle  contient  comme  situé 
dans  un  espace  bidimensional  à  courbure  positive  constante  ;  alors 
chaque  inversion  /<  du  plan  se  transforme  en  une  inversion  °/»  sur 
la  sphère  *^).  Ou  bien  on  regarde  la  sphère  a  comme  faisant  partie 
de  l'espace  tridimensional  actuel.  Dans  le  premier  cas  nous  parlons 
de  projection  stéréographique,  tandis  que  dans  le  second 
nous  employons  l'expression  inversion  dans  l'espace. 

Nous  sommes  obligés  d'entremêler  dans  ce  qui  suit  les  résultats 
obtenus  à  laide  des  deux  interprétations  différentes. Toutefois  nous 
nous  efforcerons  à  mettre  au  premier  plan  les  vérités  déduites  au 
moyen  de  l'inversion  dans  l'espace,  parce  qu'elles,  au  lieu  de  se 
perdre  sur  une  voie  latérale  comme  celles  auxquelles  conduit  la 
projection  stéréographique,  se  trouvent  sur  la  grande  route  du 
plan  à  l'espace. 

b).  INVERSIONS. 

18.  „Les  cycliques  qui  sont  anallagmatiques  par 
«rapport  aux  quatre  inversions  V,  dont  les  quatre 
«cercles  coorthogonaux  °(0,)  de  °(4)  sont  les  lieux  des 
«points  doubles,  forment  un  réseau  *^).  Nous  le  repré- 
«sentons  par  *'4p«(4)." 

Chaque  cyclique  de  ce  réseau  qui  possède  un  point  double,  se 
décompose  en  deux  cercles;  les  quatre  cercles  coorthogonaux  \0i) 
en  forment  la  courbe  de  Jacobi. 

Quant  à  la  réalité  du  quadrangle  "^(4)  il  y  a  deux  espèces  de 
réseaux   ''4^.(4).   Le  réseau  °4^«(4),  de  première  espèce  possède  un 


*®)  Dans  rinversion  sphérique  deux  points  invers  ^P^^P'  se  trouvent 
sur  un  grand  cercle  passant  par  les  centres  sphériques  ''O,  °0'  du  lieu 
des  points  doubles,  de  manière  que  le  produit  Tg\°O^P.Tg\^0°P'  est 
constant. 

On  prouve  aisément  et  nous  verrons  bientôt  que  cette  inversion  sphé- 
rique fait  partie  d'une  inversion  dans  l'espace. 

^'')  On  trouve  ce  réseuu  par  Tinvorsion  du  rc'soau  4^,i  (4),  etc. 
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quadrangle  ®(4),  entièrement  réel,  etc  ;  une  cyclique  quelconque 
de  ce  réseau  se  compose  de  deux  branches.  Le  réseau  ®4p.(4)^de 
seconde  espèce  ne  possède  qu'un  quadrangle  °(4)2  partiellement 
réel,  etc.;  une  cyclique  quelconque  de  ce  réseau  n'admet  qu'une 
branche  unique^'). 

Une  cyclique  quelconque  du  réseau  rencontre  orthogonalement 
chacun  des  quatre  cercles  ""{Oi)  en  quatre  sommets.  Il  n'y  a  d'ex- 
ception qu'  aux  points  doubles  des  cycliques  dégénérées,  etc. 

Il  y  a  huit  grands  cercles  qui  touchent  une  cyclique  quelcon- 
que du  réseau  en  deux  points;  ces  grands  cercles  passent  deux  à 
deux  par  les  centres  sphériques  des  cercles  coorthogonaux  de  °(4). 

19.  Projection  sthéographique.  Un  faisceau  quelconque  ^Apt(i)  du 
réseau  a  huit  points  de  base  "P,  situés  quatre  fois  deux  à  deux  sur 
quatre  grands  cercles  g  qui  concourent  aux  couples  de  centres  sphé- 
riques des  cercles  ''(Ot),  et  six  fois  quatre  à  quatre  sur  deux  petits 
cercles  p  formant  ensemble  une  cyclique  dégénérée  du  faisceau. 

Pour  un  [faisceau  quelconque  du  réseau  de  première  espèce  les 
huit  points  ^P^  sont  réels,  de  même  que  les  seize  grands  cercles  g 
et  les  douze  petits  cercles  p.  Ils  font  connaître  plusieurs  configura- 
tions sphériques  de  points  et  de  cercles.  D'abord  les  huit  points 
°P„  les  points  diamétralement  opposés  de  a,  les  quatre  couples  de 
centres  sphériques  de  ""(Oj)  et  les  seize  cercles  g  forment  une  con- 
figuration °(%(244,  IGg)  A.  Ensuite  les  couples  de  centres  des  douze 
cercles  p  et  une  nouvelle  série  de  seize  grands  cercles  livrent  une 
configuration,  à  représenter  par  le  même  symbole.  Et  enfin  les 
huit  points  ""P»  et  les  douze  cercles  p  constituent  une  configuration 
C/p(86,12,). 

Chacun  des  côtés  de  °(4)  porte  les  couples  de  centres  de  deux 
des  cercles  p  qui  se  complètent  Tun  Tautre  à  une  cyclique  dégé- 
nérée du  faisceau;  les  points  d'intersection  ^^^^  de  ces  deux  cer- 
cles p  coïncident  avec  ceux  de  deux  des  cercles  °(0t)- 

Pour  un  faisceau  quelconque  du  réseau  de  seconde  espèce  seule- 
ment quatre  points  concycliques  des  huit  points  ""P,  sont  réels,  etc. 

Si  un  des  huit  points  de  base  se  trouve  sur  **(0i),  les  cycliques 

^0  Nous  rappelons  ici  à  une  remarque  de  M.  Darboux  (1.  c.  p.  29), 
que  les  deux  cas  différents  corresponclent  aux  cas,  bien  connus  aux  des- 
sinateurs d'épurés  de  géométrie  descriptive,  de  l'intersection  d'une  sphère 
et  d'un  cône  quadratique,  lo  cas  de  pénétration  et  le  cas  d'arra- 
c  h  0  m  0  n  t. 
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du  faisceau  se  touchent  Tune  l'autre  en  quatre  points  °Pi  de  ce 
cercle  et  les  grands  cercles  tangents  communs  concourent  aux 
centres  de  °(0,);  alors  les  couples  de  centres  de  ''(Oj),  ^^(Og),  *'(0 J 
sont  les  points  diagonaux  du  quadrangle  sphérique  complet  d.es 
quatre  points  ^P». 

Si  un  des  points  de  base  coïncide  avec  un  des  deux  points  ^/S^^ 
communs  à  °(0,)  et  ^'(Oj),  on  trouve  un  faisceau  de  couples  de 
cercles  passant  par  ces  deux  points.  Donc  les  cycliques  du  réseau 
dégénérées  en  deux  cercles  forment  six  faisceaux  et  chacun  des 
cercles  °(0^)  compté  deux  fois  est  une  cyclique  du  réseau. 

20.  Inversion  dans  V espace.  „L es  huit  points  de  base  °P,- 
„d'un  faisceau  °4pi(4)  du  réseau  se  trouvent  quatre  fois 
„deux  à  deux  sur  quatre  droites  concourantes  ^*)  et 
„six  fois  quatre  à  quatre  en  deux  plans  ^^).  Les  quatre 
^points  C„  où  concourent  les  quadruples  de  droites, 
„sont  pour  chacune  des  cycliques  du  faisceau  les  som- 
„mets  de  quatre  cônes  concycliques  y,  qui  la  contien- 
„nent  ^*)." 

„Les  huit  points  ^Pi  forment  la  base  d'un  réseau  de 
„quadriques  î^«(°Pt)  em.brassant  a  et  les  cônes  y^;  il 
,,po8sède  un  tétraèdre  polaire  commun,  le  tétraèdre  T 
„aux  sommets  C<,  et  donc  une  courbe  de  Hermite  dé- 
„composée  en  six  droites,  les  arêtes  de   T  ^^)." 


")  Considérons  (fig.  5)  les  cercles  OP,  P„  OP^  P„  OP^  P.,  OP^  P..  D'après 
la  position  des  huit  points  Pi  par  rapport  à  0,  ces  cercles  passent  par 
un  second  point  0^  situé  sur  00 ^.  Donc  les  droites  inverses  °Pj  ^'P,,  etc. 
passent  par  un  même  point  G,  qui  correspond  à  0/,  etc. 

^')  Ces  plans  sont  les  plans  des  petits  cercles  p  trouvés  plus  haut. 

*♦)  Le  cône  passant  par  les  quatre  droites  °P|  °P^^  etc.  et  un  neuvième 
point  de  la  cyclique,  contient  la  cyclique  toute  entière,  parce  qu'il 
passe  par  neuf  points  de  la  courbe. 

^^)  D'après  les  notations  de  fig.  5  (voir  la  note  27)  on  trouve  le  tableau 
suivant,  où  12,  etc.  représentent  les  droites  C^  C„  etc.  et  1256,  3478,  etc. 
les  plans  ''P^''P^''P^''P^  et  ''P^''P^''P^''P^,  etc.  qui  passent  par  ces  droites. 


12 

13 

14 

1256 
3478 

1357 
2468 

1467 
2358 

23 


1458 
2367 


24 


1368 
2457 


34 


1278 
3456 


Les  symboles  de  ces  couples  de  plans  sont  égaux  aux  systèmes  d'in- 
Archives  v.  26 
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„Le  réseau  ''4p>(4)  est  anallagmatîque  par  rapport  aux 
jjinversions  J<  dans  l'espace  qui  transforment  o  en  el- 
„le-même  et  dont  C^sont  les  centres  ^^)." 

„Ce8  inversions  /<  dans  l'espace  renferment  les  qua- 
„tre  inversions  sphériques  %  trouvées  plus  haut.  Les 
«sommets  C<  de  T  sont  les  pôles  des  plans  contenant 
„les  cercles  coorthogonaux  de  **(4).  Ces  cercles  sont 
„les  intersections  de  <f  avec  les  faces  a,  de  T  et  en 
„mème  temps  avec  les  sphères  ai  aux  centres  G,  ortho- 
„gonale8  à  a,  qui  représentent  dans  J,-  les  lieux  des 
„points  doubles/' 

„Parce  que  T  est  tétraèdre  polaire  de  «y,  les  quatre 
«centres  d'inversion  d  et  le  centre  de  a  forment  de 
„cinq  manières  différentes  les  sommets  et  Torthocen- 
„tre  d'un  tétraèdre  à  hauteurs  concourantes  (quin- 
„tangle  orthocentrique)  ^^)." 


dices  (fig.  5)  des  centres  des  couples  de  cercles  situés  sur  les  côtés  /, , 
etc.  du  quadrangle  orthocentrique  (4). 

On  trouve  une  étude  détaillée  des  différents  modes  de  décomposition 
de  cette  sextique  dans  les  Wiskundige  opgaven^  t.  5, 1891  — 1893,  probl.  15. 

Si  un  des  huit  points  de  base  se  meut  le  long  d'une  cyclique  du 
réseau,  les  huit  points  ^P<  engendrent  sur  cette  courbe  une  série  de 
groupes  de  huit  points  à  quatre  groupes  composés  de  quatre  points  doubles. 

Les  quatre  inversions  li  réunissent  les  points  de  la  sphère  en  des 
groupes  de  huit  points  de  base  ^P»,  invariants  par  rapport  à  ces  inversions. 
Nous  indiquons  cette  involution  sur  la  sphère  par  /(°Pt)» 

**)  Deux  faisceaux  quelconques  du  réseau  ont  une  cyclique  commune. 
Donc  les  quatre  sommets  d  du  tétraèdre  polaire  de  l'un  de  ces  deux 
faisceaux  coïncident  avec  ceux  du  tétraèdre  polaire  de  l'autre.  En  d'autres 
termes  T  est  tétraèdre  polaire  commun  de  toutes  les  cycliques  du  réseau. 

Considérons  une  cyclique  quelconque  du  réseau,  son  cône  y^  et  la 
sphère  a.  L'inversion  de  l'espace  /,  à  centre  C^  qui  transforme  a  en  elle- 
même,  transforme  eu  elles-mêmes  les  deux  âurfaces  y^  et  a  et  donc 
aussi  leur  courbe  d'intersection. 

*'')  Ce  quintangle  orthocentrique  aux  sommets  C  et  d  avec  les  cinq  sphères 
coorthogonales  a  et  ai  sera  le  point  de  départ  pour  l'étude  des  cyclides. 

On  voit  que  les  sphères  a»  sont  orthogonales  à  a  d'après  leurs  défini- 
tions. Et  deux  sphères  ai  sont  orthogonales  l'une  à  l'autre,  parce  que 
leurs  cercles  d'intersection  °Ci  avec  la  sphère  a  orthogonale  à  toutes  les 
deux  se  coupent  sous  un  angle  droit. 
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„Le  réseau  ^4^,»  (4)  est  rintersection  de  a  et  du  système 
„linéaire  ponctuel  et  tangentiel  à  la  fois  des  quadri- 
^ques  dont  T  est  un  tétraèdre  polaire  commun  ^®);  nous 
^représentons  ce  système  par  2^piy^{T)" 

Nous  revenons  aux  huit  points  de  base  ^P,-.  Dans  le  cas  d'un 
faisceau  °4pi(4)^  ils  mènent  à  deux  configurations  dans  l'espace  *^). 
Nous  les  représentons  par  les  symboles  Cy(8,4,6;2, 16,3  ;4,4,12), 
Cy(12,4,6  ;  8,16,3  ;  6, 4>12).  Les  points  de  la  première  sont  les  huit 
points  °Pi^  les  douze  points  de  la  seconde  s'obtiennent  en  y  ajou- 
tant les  quatre  sommets  Q  de  T. 

Au  contraire  dans  le  cas  d'un  faisceau  de  seconde  espèce  les 
éléments  réels  de  la  figure  sont  (fig  8)  quatre  points  complanaires 
^'P, /P-j^Pj ^-^61  l®s  deux  points  0^,0,^^  quatre  droites  a^,b^, 
a^jb^  faisant  partie  deux  à  deux  des  deux  quadruples  aux  som- 
mets réels  et  portant  chacune  deux  points  ^P»  réels,  deux  couples 


^^  Le  système  de  quadriques  coupant  a  suivant  le  réseau  ^ip%  (4)  est 
un  système  linéaire  ponctuel;  car  en  fixant  deux  points  sur  a  et  un 
autre  point  quelconque  dans  l'espace,  on  détermine  une  quadrique  du 
système.  Ce  système  linéaire  ponctuel  possède  un  tétraèdre  polaire  com- 
mun T  et  comprend  donc  toutes  les  quadriques  dont  T  est  tétraèdre 
polaire.  Ces  quadriques  forment  en  même  temps  un  système  linéaire 
tangentiel.  Dans  les  surfaces  particulières  et  dégénérées  le  caractère  ponc- 
tuel prédomine. 

Nous  venons  d'indiquer  la  forme  la  plus  simple  dans  laquelle  le 
réseau  °4pi  (4)  peut  se  présenter  :  en  effet,  la  figure  essentielle  s'est  réduite 
à  une  sphère  a  et  un  tétraèdre  polaire  T  de  cette  sphère. 

Par  rapport  au  système  linéaire  2(^o>  (2^  on  peut  comparer  Th.  Reye, 
„Die  Géométrie  der  Lage'\  troisième  partie  de  la  troisième  édition,  p.  216, 
probl.  102  —  109,  Leipzig,  Baumgartner'sche  Buchhandlung,  1892. 

**)  Le  symbole  Cf(A,  6,  c;  d,  E,  f]  g,  h,  I)  indique  une  configuration  dans 
Tespace  composée  de  A  points,  E  droites,  /  plans,  de  manière  que  chaque 
point  se  trouve  en  6  des  droites  et  en  c  des  plans,  que  chaque  droite 
passe  par  d  des  points  et  se  trouve  en  f  des  plans,  que  chaque  plan 
contient  g  des  points  et  h  des  droites.  On  a  donc  les  relations  Ef  =  A7, 
gl  =  Ac^  Ab  =  dE.  Il  va  sans  dire  qu'on  pourrait  se  servir  tout  de  même 
de  la  notation 

Abc 
dEf 
ghi 
en  forme  de  déterminant. 

26* 
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de  plans  «i, «27/^0/^2  représentant  des  quadriques  dégénérées  du 
réseau  2^i  (°Pj)  de  quadriques;  du  couple  «1,^2  1®  P^^^  ^1  ^^" 
tient  les  quatre  points  ^P»  réels  et  l'autre  a^  n'en  contient  aucun, 
tandis  que  ces  points  sont  distribués  deux  à  deux  sur  les  deux 
plans  de  l'autre  couple  ft^^ft^^ 

Si  un  des  huit  points  °Pi  se  trouve  sur  °(0|),  les  cycliques  du 
faisceau  se  touchent  Tune  l'autre  en  quatre  points  °Pi  de  ce 
cercle,  et  les  tangentes  communes  passent  par  (7|  ;  si  un  des  huit 
points  ^Pi  coïncide  avec  un  des  deux  points  ""S^  4,  les  cycliques 
dégénèrent  en  deux  cercles  dont  les  plans  passent  par  C3  et  C^. 
Donc  les  plans  des  couples  de  cercles  des  six  faisceaux  trouvés 
plus  haut  sont  des  couples  de  plans  passant  par  les  arêtes  du 
tétraèdre  T,  etc. 

21.  On  obtient  un  réseau  à  deux  plans  de  symétrie,  si  deux  des 
cercles  °(0,),  sont  de  grands  cercles,  ce  qui  est  possible  pour  des 
réseaux  des  deux  espèces.  Et  Ton  obtient  un  réseau  de  première 
espèce  à  trois  plans  de  symétrie,  si  les  trois  cercles  '{Oi)  réels  sont 
de  grands  cercles.  Dans  ce  dernier  cas  les  faces  du  tétraèdre  T 
sont  les  trois  plans  de  symétrie  et  le  plan  ««  à  l'infini,  et  toutes 
les  cycliques  sont  des  coniques  sphériques  ®^). 


•**)  On  transforme  un  réseau  4^«(4),  de  la  manière  suivante  en  un 
réseau  de  coniques  sphériques.  D'abord  on  passe  à  un  autre  réseau 
4p«(4),  à  deux  axes  de  symétrie  et  ensuite  on  se  sert  de  la  projection 
stéréographique  dont  le  pôle  se  projette  sur  le  plan  donné  dans  le  centre 
commun  du  réseau  nouveau  et  se  trouve  à  une  distance  de  ce  plan 
égale  au  rayon  du  cercle  réel  d'inversion. 

Il  va  sans  dire  que  l'on  peut  atteindre  ce  but  plus  directement.  A 
cette  fin  on  n'a  qu'à  déterminer  la  circonférence  coupée  par  chacun  des 
trois  cercles  coorthogonaux  réels  du  réseau  suivant  des  points  diamé- 
tralement opposés  sur  elle,  et  employer  pour  pôle  de  la  projection  stéréo- 
graphique  le  centre  d'une  sphère  qui  contient  ce  cercle  et  coupe  le  plan 
de  la  figure  sous  un  angle  de  45°. 

Dans  ce  cas  les  cycliques  sont  des  coniques  sphériques,  parce  qu'un 
des  cônes  passant  par  une  quelconque  de  ces  courbes  a  son  centre  en 
C.  Et  l'involution  J(Pt)  prend  la  forme  la  plus  simple. 

Par  rapport  aux  coniques  sphériques  on  peut  comparer  Salmon,  „-i 
treatise  on  the  anahjtical  geometry  of  three  dimensions^  p.  215,  Dublin, 
Hodges,  Foggis  and  Co ,  1882. 
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c).    GÉNÉRATIONS. 

22.  Projection  stérêographiqiie.  „Une  cyclique  au  quadran- 
„gle  orthocentrique  ''(4)  est  de  quatre  manières  diffé- 
„rentes  l'enveloppe  des  cercles  (épicycles)  orthogonaux 
,,à  un  cercle  fixe  (circonférence  directrice)  et  ayant 
«leurs  couples  de  centres  sphériques  sur  une  conique 
„sphérique  (conique  déférente).  Les  quatre  cercles  di- 
,,recteurs  sont  les  cercles  coorthogonaux  de  '(4)  et  les 
«coniques  sphériques  correspondantes  ""ci  sont  confo- 
„cales.  Du  cercle  °(0i)  et  de  sa  conique  déférente  ""c,  le 
„triangle  sphérique  \0^0j^0,,)  est  le  triangle  polaire 
„commun,   etc.  ^')." 

Une  cyclique  au  quadrangle  orthocentrîque  ^^(4)  est  de  quatre 
manières  différentes  le  lieu  des  couples  de  points  limites  d'une 
infinité  de  faisceaux  sphériques  de  cercles,  chacun  desquels  est 
déterminé  par  un  des  cercles  directeurs  et  un  grand  cercle  quel- 
conque tangent  à  la  déférente  correspondante. 

La  génération  par  cercle  directeur  ''(0,)  et  conique  sphérique 
déférente  %  devient  illusoire,  quand  °(0,)  est  un  grand  cercle. 
Ainsi  dans  le  cas  de  deux  plans  de  symétrie  le  réseau  de  première 
espèce  possède  deux  générations  de  ce  caractère,  tandis  que  le 
réseau  de  seconde  espèce  n'en  possède  aucune  Et  dans  le  cas 
de  trois  plans  de  symétrie  le  réseau  de  coniques  sphériques  de 
première  espèce  n'en  possède  qu'une. 

23.  Inversion  dans  Vespace.  „Les  plans  tangents  r^  du 
„cône  Yi  à  sommet  Ci  passant  par  une  cyclique  quel- 
„conque  ^cy  du  réseau,  coupent  a  suivant  une  série  de 
«cercles  bitangents  à  ""cy;  les  droites  qui  joignent  les 
«deux  points  de  contact  d'un  cercle  quelconque  d'une 
«série  déterminée  des  quatre  séries  d'épicycles  indi- 
«quées  plus  haut,  passent  donc  par  un  même  point  C^," 

«Le  lieu  des  pôles  des  épicycles  fournis  par  les 
«plans  tangents  t<  de  y,',est  une  conique  c,-  située  dans 


®')  Ce  théorème  se  démontre  de  la  même  manière  que  celui  qui  figure 
en  tète  du  numéro  12.  Nous  n'y  insistons  pas,  parce  que  nous  rencon- 
trons tout  de  suite  une  méthode  géométrique  menant  aux  mêmes  résul- 
tats avec  beaucoup  plus  de  facilité. 
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„la  face  «<  opposée  à   Ci  du  tétraèdre  T;  dans  ce  plan 

„cette   conique   est   la   figure    polaire   réciproque  de 

^rintersection  cj  avec  y,  par  rapport  au  cercle  ^(O,)  ^^)" 

„La  cyclique  ^cy  est  de  quatre  manières  différentes 


•*)  Ce  qui  précède  nous  mène  à  une  démonstration  géométrique  très 
simple  du  théorème  du  numéro  12. 

Définissons  (fig.  9)  la  cyclique  donnée  ^aj  comme  rintersection  de  la 
sphère  a  à  centre  C  et  du  cône  quadratique  /,  à  sommet  C,.  Considérons  la 
figure  contenant  en  outre  1°  le  plan  polaire  a^  de  C,  par  rapport  à  o 
(face  de  T  opposée  à  C,)  coupant  a  suivant  °(0,),  2°  la  conique  c,'  repré- 
sentant l'intersection  de  a,  et  du  cOne  //  à  centre  C  supplémentaire  de 
/,  et  3^  la  série  simplement  infinie  (s)  de  sphères  orthogonales  à  ^(0^) 
ayant  leurs  centres  sur  c/  et  coupant  donc  a  suivant  une  série  d'épicycles. 
Invertissons  cette  figure  par  rapport  à  un  point  quelconque  0  de  o,  non 
situé  sur  ®c?/,  comme  centre.  Alors  la  sphère  a,  le  cercle  ^'(0^)  et  ^cy  se 
transforment  successivement  en  le  plan  a  de  la  nouvelle  figure,  un 
cercle  (0^)  et  une  quartique  bicirculaire  q.  De  plus,  la  série  de  sphères 
(s)  se  transforme  en  une  autre  série  de  sphères  (s),  coupant  a  suivant  une 
série  de  cercles  (c).  Parce  que  les  sphères  (s)  sont  bitangentes  à  ^aj^  les 
cercles  (c')  sont  bitangents  à  q.  De  plus  on  démontre  aisément  que  les 
centres  des  cercles  (c)  se  trouvent  sur  la  conique  c,"  qui  est  la  projec- 
tion centrale  de  c,'  sur  a  par  rapport  au  centre  (0).  En  effet  les  centres  des 
sphères  (s')  se  trouvent  en  a,  car  ces  sphères  sont  orthogonales  à  «,  et  les 
centres  de  deux  sphères  correspondantes  sont  en  ligne  droite  avec  0,  etc. 

Il  va  sans  dire  que  les  coniques  sphériques  trouvées  plus  haut  sont  les 
courbes  d'intersection  de  «  et  des  quatre  cônes  ri'. 

La  figure  montre  un  épicycle  e  touchant  la  cyclique  aux  points  °P,  'F 
et  coupant  °(0,)  sous  des  angles  droits  en  °Q  et  ®i2,  situé  dans  le  plan 
tangent  à  /,  suivant  C^^P^P';  le  pôle  de  cet  épicycle  est  un  point 
E  de  c/  en  a. 

Remarquons  encore  que  la  série  de  sphères  (s)  coupe  a^  suivant  une 
série  d'épicycles  d'une  quartique  bicirculaire.  Car  tous  ces  cercles  sont 
orthogonaux  à  °(0,)  et  leurs  centres  se  trouvent  sur  c^. 

L'idée  de  la  démonstration  indiquée  est  empruntée  à  Darboux  (1.  c.  p.  30). 
Elle  a  été  poursuivie  par  Czuber  (1.  c.)  et  est  en  rapport  intime  avec  un 
nouveau  mémoire  de  Czuber  intitulé:  „Die  sphârische  Curve  vierter 
Ordnung  als  Einhûllende  von  Kreisschaaren,"  (Archiv  der  Math.  îind 
Phys.^  série  2,  t.  7,  pag.  143,  1888.)  Dans  ce  mémoire  les  séries  d'épicy- 
cles  bitangents  sont  caractérisées  par  les  lieux  Ci  des  pôles  de  leurs 
plans.  De  plus  l'auteur  étudie  la  surface  développable  dont  °cy  est  l'arête 
de  rebroussement,  la  surface  développable  circonscrite  à  a  suivant  °cy,  etc. 
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,,1'enveloppe  d'une  série  de  sphères  (épisphêres)  or- 
„thogonales  à  une  sphère  fixe  (sphère  directrice)  et 
„ayant  leurs  centres  sur  un  cône  quadratique  (cône 
^déférent).  Les  quatre  sphères  directrices  sont  les 
,,sphères  ^^  aux  centres  C,  formant  avec  a  un  système 
„de  cinq  sphères  coorthogonales;  les  cônes  déférents 
„sont  les  cônes  y/  au  sommet  commun  C  qui  forment 
„les  lieux  des  axes  des  épicycles  bitangents,  c'est- 
„àrdire  des  perpendiculaires  abaissées  de  C  sur  les 
^plans  tangents  r^des  cônes  /».  Ces  cônes  y'i  q^i  pas- 
„sent  par  les  coniques  c.,  sont  confocaux,  parce  que 
„les  cônes  supplémentaires  /•  admettent  les  mêmes 
„série8  de  plans  parallèles  à  section  circulaire  *^)." 

La  cyclique  "cy  est  de  quatre  manières  différentes  le  lieu  des 
couples  de  points  limites  d'une  infinité  de  faisceaux  de  sphères^ 
chacun  desquels  est  déterminé  par  une  des  sphères  directrices  tu  et 
un  plan  tangent  quelconque  rU  du  cône  déférent  y/. 

La  génération  par  sphère  directrice  o/  et  cône  déférent  y/  devient 
illusoire,  quand  at  est  un  plan,  etc. 

d).  FOYERS, 

24.  Projection  stéréographique.  Une  cyclique  ""cy  a  seize  foyers 
ordinaires  et  six  couples  de  foyers  singuliers.  Les  seize  foyers 
ordinaires  sont  les  quatre  quadruples  des  points  d'intersection  des 
cercles  directeurs  °(0,)  avec  leurs  coniques  sphériques  déférentes 
°Ci;  du  quadrangle  sphérique  complet  des  foyers  sur  ^(0^)  les 
couples  de  centres  de  ''(Oj), ''(O3),  ^"(0 J  forment  les  points  diago- 
naux. Et  les  couples  de  foyers  singuliers  sont  les  points  d'inter- 
section de  ff  avec  les  six  axes  focaux  communs  des  cônes  y'«^*). 


•*)  De  deux  cônes  supplémentaires  les  axes  focaux  de  l'un  sont  per- 
pendiculaires aux  plans  des  sections  circulaires  de  l'autre  (voir  Reye— 
Chemin,  ^Leçons  sur  la  géométrie  de  position*^  première  partie,  p.  195, 
Durod,  Fans,  1880). 

•*)  On  donne  aux  propriétés  des  foyers  ordinaires  d'une  courbe  plane 
une  signification  invariante  par  rapport  à  l'inversion  plane,  en  considérant 
ces  points  comme  des  cercles  de  rayon  nul  doublement  tangents  à  la 
courbe.  Pour  s'assurer  les  mêmes  avantages  dans  l'espace,  on  les  consi- 
dèpe  comme  des  sphères  de  rayons  nul  doublement  tangentes  à  la  courbe. 
D'après  cela  un  point  F  est  foyer  ordinaire  d'une  courbe  c  située  sur  la 
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Pour  une  °cy  de  première  espèce  les  quatre  foyers  ordinaires 
réels  se  trouvent  sur  le  même  cercle  directeur,  pour  une  "^cy  de 
seconde  espèce  les  quatre  foyers  ordinaires  réels  sont  distribués 
deux  à  deux  sur  les  deux  cercles  directeurs  réels,  etc. 

25.  Inversion  dans  Vespace.  „Le  lieu  des  foyers  ordinai- 
„res  de  °C2/  dans  l'espace  se  compose  de  quatre  cy- 
„cliques  °cy/,  intersections  des  sphères  directrices  ai 
„et  de  leurs  cônes  déférents  correspondants  7',-.  A  me- 
„sure  que  la  cyclique  originale  ""cy  admet  deux  bran- 
„ches  ou  une  branche  unique,  de  ces  quatre  cycliques 
„focales  ^cyi  une  seule  ou  deux  sont  réelles.  Avec  "^cy 
„et  Cao  elles  forment  le  lieu  des  points  doubles  de  la 
„surface  développable  dont  °cy  et  Cx  sont  les  direc- 
„trices^^).  Et  le  lieu. des  foyers  singuliers  de  °cy  dans 


sphère  a,  si  le  cercle  d'intersection  de  a  et  de  la  sphère  réduite  au  point 
F  est  doublement  tangent  à  c.  En  se  bornant  à  des  point  F  situés  sur  a, 
on  trouve  que  ce  cercle  d'intersection  se  décompose  en  deux  droites 
situées  dans  le  plan  tangent  de  a  en  F^  les  droites  isotropes  de  ce  plan 
par  F.  Alors  la  projection  stéréographique  mène  aux  seize  foyers  ordi- 
naires situés  quatre  à  quatre  sur  les  cercles  coorthogonaux  de  °(4),  etc. 

Par  rapport  aux  foyers  singuliers  nous  considérons  le  cas  d'une  courbe 
gauche  Cg  quelconque.  D'abord  il  est  évident  qu'une  courbe  gauche  qui 
ne  passe  pas  au  moins  par  deux  points  de  c^,  n'admet  pas  de  foyer  sin- 
gulier. Ainsi  nous  supposons  que  Cg  passe  par  les  points  A^B  de  c^,  et 
nous  représentons  par  a,  b  et  a,,  b^  les  tangentes  en  ces  points  à  c^  et  à  c^. 
Alors  l'intersection  des  plans  a  =  {a^a^)^  jî  =  (&,&,)  est  un  lieu  de  foyers 
singuliers.  Car  chaque  point  de  cette  droite  est  le  sommet  d'un  cône  à 
directrice  c^  qui  touche  Cg  aux  points  A  et  B  h  l'infini.  Ainsi,  si  Cg  passe 
par  n  points  de  c^,  on  trouve  |w(n— 1)  axes  focaux,  formant  les  intersec- 
tions mutuelles  de  n  plans  a  =  (a,  a^),  fi  =  (&,  ft^),  /  =  (c,  Cj),  etc.  Donc  dans 
le  cas  particulier  de  la  cyclique  on  a  n  =  4,  ce  qui  mène  à  six  axes  focaux. 
Et  parce  que  la  tangente  en  .4  à  la  cyclique  se  trouve  dans  le  plan  tan- 
gent en  ^  à  d,  de  manière  que  le  plan  a  =  {a^a^)  n'est  autre  chose  que 
le  plan  tangent  de  a  en  A^  les  six  axes  focaux  sont  les  intersections 
mutuelles  de  quatre  plans  par  le  centre  C  de  d  et  passant  donc  par  C. 
Ainsi  l'on  trouve  six  couples  de  points  diamétralement  opposés  de  ff 
comme  foyers  singuliers  de  la  cyclique  sur  a. 

"^)  Soit  F  un  foyer  ordinaire  quelconque  de  la  courbe  gauche  Cg  et 
représentons  par  A  et  B  les  points  de  contact  de  cette  courbe  Cg  avec 
la   sphère   réduite  à   son   centre  F  qui  est  en  même  temps  un  cône  à 
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^l'espace   consiste  des  six  axes  focaux  des  cônes  con- 
„focaux  y/  ^^)." 

„La  relation  entre  les  cinq  cycliques  ^cy  et  ^cy.est 
^réciproque;  chacune  de  ces  cycliques  a  pour  cycli- 
„ques  focales  les  quatre  autres  ^^)." 


sommet  2^"  et  à  directrice  c^.  Alors  il  est  clair  que  FA  et  FB  sont  des 
génératrices  de  ce  cône  et  que  les  plans  tangents  «  et  |î  de  ce  cône  sui- 
vant FA  et  FB  contiennent  respectivement  les  tangentes  a  et  6  en 
^  et  JB  à  Cg.  Donc,  si  a,  et  b^  sont  les  tangentes  à  c^  aux  points  A^et  B^ 
sur  FA  et  FB^  aa^  et  66|  sont  des  couples  de  droites  concourantes.  En 
d'autres  termes,  F  est  point  d'intersection  de  deux  génératrices  non  con- 
sécutives de  la  surface  développable  circonscrite  à  r^  et  à  c^.  Le  lieu  des 
foyers  ordinaires  de  Cg  est  donc  en  même  temps  l'ensemble  des  courbes 
doubles  de  cette  surface  développable,  diminué  des  courbes  Cg  et  c^ 
elles-mêmes. 

Dans  le  cas  d'une  cyclique  ^cy  la  surface  développable  est  du  huitième 
ordre  ;  elle  passe  deux  fois  par  chacune  des  cinq  cycliques  ^aj  et  ^aji  et 
quatre  fois  par  c^.  Nous  indiquons  en  deux  mots  comment  ces  résultats 
peuvent  être  déduits. 

Nous  avons  vu  que  les  quatre  cycliques  ^cyi  sont  des  courbes  doubles 
de  la  surface.  Et  la  cyclique  originale  se  comporte  de  la  même  manière; 
car  une  tangente  quelconque  de  ^c//  rencontre  deux  tangentes  de  c^.  De 
plus,  une  tangente  quelconque  de  c^  rencontre  quatre  tangentes  de  °cv, 
la  surface  développable  à  l'arête  de  rebroussement  ^cy  étant  du  quatrième 
ordre;  donc  c^  est  courbe  quadruple  de  la  surface  développable.  Cette 
surface  rencontre  donc  le  plan  à  l'infini  suivant  c^  compté  quatre  fois 
et  rien  de  plus;  donc  elle  est  du  huitième  ordre.  Ou  bien  la  sphère  o  la 
coupe  suivant  la  cyclique  ^cy  comptée  deux  fois  et  c^  compté  quatre  fois,  etc. 

Parce  que  les  sphères  (s,  coupent  o  suivant  les  cercles  °(O0,  les  seize 
foyei*s  ordinaires  de  ^cy  situés  sur  a  se  distribuent  quatre  à  quatre  sur 
les  quatre  cercles  °(0,),  comme  nous  l'avons  trouvé. 

••)  Nous  avons  vu  à  la  seconde  partie  de  la  note  64  que  le  lieu  des 
foyers  singuliers  de  la  cyclique  ^cy  se  compose  des  six  droites  d'inter- 
section des  couples  de  plans  tangents  aux  points  à  l'infini,  où  elle  s'ap* 
puie  sur  c^.  Ces  droites  sont  les  perpendiculaires  abaissées  du  centre 
C  de  a  sur  les  plans  des  sections  circulaires  des  cônes  n  par  ^cy\  donc,  etc. 

•^)  En  effet,  les  cinq  cycliques  ont  la  même  signification  par  rapport 
à  la  surface  développable  du  huitième  ordre  trouvée  dans  la  note  66,  de 
même  que  dans  la  théorie  des  cyclides.  Chacune  d'elles  se  trouve  sur 
quatre  cônes  /  qui  ont  leurs  sommets  aux  centres  des  quatre  sphères 
non  correspondantes,  et  a  pour  cônes  déférents  /'  les  cônes  supplémen- 
Archives  v.  27 
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Si  la  cyclique  °cy  a  un  plan  de  symétrie,  une  des  quatre  cy- 
cliques focales  devient  une  quartique  bicirculaire  située  dans  ce 
plan.  Ainsi  dans  le  cas  d'une  conique  sphérique  trois  des  cy- 
cliques focales  sont  des  quartiques  bicircul aires  et  la  quatrième  se 


tairas  de  ces  cônes  /  pris  par  rapport  au  centre  de  la  sphère  qui  la  contient. 
En  changeant  légèrement  la  notation  par  l'addition  de  l'indice  zéro  à  tout 
ce  qui  se  rapporte  à  la  cyclique  originale,  et  en  représentant  par  n^k  le 
cône  quadratique  passant  par  la  cyclique  "cy,-  et  figurant  dans  la  généra- 
tion de  la  cyclique  ^cyk  par  sphères  bitangentes,  on  trouve  que  les  vingt 
cônes  n^k  peuvent  être  arrangés  dans  le  tableau  suivant 


0.1 

0,2 

0,3 

0,4 

1.0 

1.2 

1,8 

^•^ 

2,0    2,1 

2,8     2,4 

3,0    8,1 

3,2 

,8,4 

4,0 

4,1 

4,2 

4,3 

où  l'on  a  supprimé  le  caractère  y. 

Alors  les  quatre  cônes  d'une  même  ligne  sont  concycliques,  ceux  d'une 
même  colonne  sont  confocaux  et  les  couples  aux  mêmes  indices  sont 
supplémentaires. 

En  omettant  les  cônes  imaginaires  on  trouve  les  deux  cas 


1,0 
2.0 

0.1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,1 

0,2 

1 

lu 

1,3    1,4 

i,o:__!i,2'_ 

2,0    2,1 

2,1 

i 

3,0  j  3,1 

1 
1 

1 

4,0  !  4,1 1 

1 

1               1                               1 

1               1                               1 

d'un  réseau  de  première  et  de  seconde  espèce.  Et  en  supprimant  dans 
Ces  trois  tableaux  en  forme  de  déterminant  symétrique  gauche  (où  la 
condition  n^k  =  —  /k,i  est  remplacée  par  la  relation  de  ces  cônes  d'être 
supplémentaires  l'un  de  l'autre),  on  trouve,  les  résultats  analogues  par  rap- 
port aux  couples  de  droites  par  les  points  d'intersection  d'une  cubique 
circulaire  ou  d'une  quartique  bicirculaire  et  un  de  ses  cercles  directeurs 
et  les  couples  de  diamètres  de  ces  cercles  perpendiculaires  à  ces  droites. 
Ce  raisonnement  nous  suggère  l'idée  à  chercher  où  l'on  arrive  en  reçu- 
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trouve  sur  une  sphère  concentrique  à  a^^);  alors  deux  des  som- 
mets du  quintangle  orthocentrique  coïncident  en  C. 

26.  „Un  point  quelconque  d'un  des  cercles  '*(0»)  est 
„foyer  ordinaire  de  deux  cycliques  d'un  faisceau  du 
„réseau.  Ces  deux  cycliques  sont  nommées  confocales, 
„parce  qu'elles  admettent  les  mêmes  seize  foyers  or- 
„dinaires.  En  tout  point  d'intersection  réel  elles  se 
^coupent  sous  un  angle  droit^^);  cela  arrive  donc  huit 
„foi8  dans  le  cas  d'un  réseau  de  première  et  quatre 
„fois   dans    le  cas  d'un  réseau  de  seconde  espèce." 

Les  six  cycliques  d'un  faisceau  dégénérées  en  deux  cercles  for- 
ment trois  couples  de  cycliques  confocales. 

„Un  point  quelconque  d'un  des  cercles  "^(0,)  est 
„foyer  ordinaire  d'une  infinité  simple  de  cycliques 
^confocales  du  réseau,  formant  une  série  (2,6).  Deux 
^cycliques  quelconques  de  cette  série  se  coupent 
^orthogonalement  ^^)." 


lant  d'une  dimension  à  partir  de  la  figure  formée  des  cinq  sphères  coor- 
thogonales  et  des  résaux  de  cycliques  qu'elles  supportent.  Évidemment 
on  trouve  la  figure  des  quatre  cercles  coorthogonaux  avec  des  faisceaux 
projectifs  de  quadruples  de  points.  Comme  les  quadruples  correspondants 
de  ces  quatre  faisceaux  sont  les  seize  foyers  d'une  série  de  quartiques 
bicirculaires,  nous  verrons  plus  tard  que  les  cycliques  correspondantes 
de  ces  cinq  réseaux  forment  ensemble  le  lieu  des  foyers  ordinaires  d'une 
série  de  cyclides,  etc. 

*•)  La  relation  2:—^  =  0  (voir  la  note  4)  qui  lie  les  rayons  de  cinq  sphères 

coorthogonales  (voir  Darboux,  l.c,  p.  135),  fait  trouver — r-i ï  =  Opour 

Qi         Qt 
^,  =  00 ,  (>^  =  00 ,  ^,  =  00 .  Ainsi  le  rayon  de  la  seconde  sphère  concentrique 

est  ç,  l/^^î  (comparez  la  note  31). 

•^)  Il  nous  semble  que  la  démonstration  géométrique  la  plus  simple  de 
l'orthogonalité  des  deux  cycliques  confocales  s'obtient  à  l'aide  de  la 
projection  stéréographique  en  considérant  d'abord  deux  cubiques  circu- 
laires confocales  (voir  la  note  12). 

Nous  remarquons  que  les  deux  cycliques  confocales  n'admettent  pas 
les  mêmes  quadruples  de  cycliques  focales. 

^•)  En  donnant  un  foyer  situé  sur  ^(0,)  on  fixe  un  point  de  la  cyclique 
focale  ^cy^.  La  série  des  cycliques  °q/  à  examiner  correspond  donc  à  un 
faisceau  '*4pi  (cy,)  et  donc  aussi  à  un  faisceau  2pi(/,')  et  à  un  faisceau  2(i  (/,). 

Par  un  point  quelconque  P  de  n  passent  deux  cônes  de  ce  dernier 

27* 
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e.)  LIEUX  GÉOMÉTRIQUES. 

27.  Si  la  cyclique  °oy  parcourt  un  faisceau  quelconque,  nous 
trouvons  : 

a).  Les  quatre  cônes  /,  qui  contiennent  °oy,  parcourent  quatre 
faisceaux  2pi  (/•)  dont  les  quadruples  de  droites  par  les  huit  points 
de  base  °P<  forment  les  bases.  Ces  faisceaux,  en  rapport  projectif 
Tun  avec  Tautre  au  moyen  du  faisceau  *'4pi(4),  font  partie  d'un 
réseau  de  quadriques,  le  réseau  2pi  (°P,)  aux  huit  points  de  base 
°Pi  dont  T  est  tétraèdre  polaire  commun.  Les  faces  de  ce  tétraèdre 
qui  passent  par  C,,  constituent  le  trièdre  polaire  commun  des 
cônes  du  faisceau  2^1(7,),  etc. 

/?).  Ijes  quatre  cônes  y.'  à  sommet  commun  C,  supplémentaires 
des  cônes  7,,  décrivent  quatre  faisceaux  tangentiels  2(i(//).  Les 
plans  tangents  communs  du  faisceau  2^1(7,')  sont  les  plans  par  C 
perpendiculaires  aux  quatre  droites  de  base  du  faisceau  2pi(7,); 
les  perpendiculaires  CG2,  CC^^  CC^  abaissées  de  C  sur  les  faces  de  T 
qui  contiennent  (7,,  sont  les  arêtes  du  trièdre  polaire  commua 
de  2ii  (7,'),  etc. 

Les  quatre  déférentes  ^'c,  (intersections  de  <t  et  des  cônes  7/) 
engendrent  quatre  faisceaux  tangentiels  4^1  (^c«).  Les  tangentes  de 
base  du  faisceau  ^vCo^)  sont  les  côtés  du  quadrilatère  sphérique 
complet  dont  les  centres  de  trois  couples  de  cercles  représentant 
des  cycliques  dégénérées  du  faisceau  et  coupant  "(0,)  sous  un 
angle  droit,  sont  les  sommets,  etc. 

7).  Les  cycliques  focales  "cy^  (intersections  des  cônes  7/  et  des 
sphères  <t<)  parcourent  des  séries  (2,6)  non  linéaires  ^  '  ).  Leurs  qua- 


faisceau;  donc  le  premier  des  caractéristiques  est  2.  De  plus,  un  plan 
quelconque  a  coupe  ce  faisceau  suivant  un  faisceau  tangentiel  de  coniques 
et  la  sphère  suivant  un  cercle;  d'après  le  théorème  connu  de  Chasles 
(Clbbsch-Lindemann,  Le,  p.  426)  ce  cercle  est  touché  par  six  coniques  du 
faisceau,  ce  qui  prouve  que  le  second  des  caractéristiques  est  6. 

De  •  la  même  manière  on  trouve  que  le  faisceau  original  ®4pi  (4)  est  une 
série  (1,6). 

Le  faisceau  "4^»  (cy^)  sur  <t,,  déterminé  par  le  choix  du  foyer  de  **cy, 
est  un  faisceau  particulier  à  quatre  points  et  quatre  tangentes  communs; 
cette  particularité  n'influence  pas  les  résultats. 

^*)  La  déduction  des  caractéristiques  est  donnée  dans  la  note  précédente. 
En  effet,  on  n'a  qu'à  intervertir  "^cy  et  ^cy^y  eto, 
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druples  de  points  d'intersection  avec  «r  forment  sur  les  cercles  ''{O) 
des  involutions  d'un  caractère  particulier. 

S),  Les  axes  focaux  singuliers  de  ''cy  (axes  focaux  ordinaires 
de  y/)  engendrent  un  cône  cubique  contenant  les  droites  par  C 
qui  s'appuient  sur  les  couples  d  arêtes  opposées  de  T,  de  même 
que  les  axes  des  douze  cercles  formant  six  cycliques  dégénérées 
du  faisceau;  cette  douzaine  de  droites  se  compose  de  trois  qua- 
druples d'arêtes  conjuguées  du  cône  cubique  dont  les  arêtes  tan- 
gentielles  sont  complanaires.  Et  lintersectîon  de  ce  cône  cubique 
avec  ff  (cubique  sphérique  ^2)  est  le  lieu  des  foyers  singuliers 
situés  sur  ff. 

28.  Si  la  cyclique  °cy  parcourt  un  faisceau  particulier  à  quatre 
points  de  base  sur  ''(0,)  et  quatre  tangentes  de  base  par  (7,,  les 
résultats  se  modifient  de  la  manière  suivante: 

a).  Le  cône  Y\  décrit  un  faisceau  2^,i(/.)  et  les  trois  autres  cônes 
7,  décrivent  trois  faisceaux  2(^,0»  (/»)  ponctuels  et  tangentiels  à  la  fois. 

ft).  Le  cône  /,'  décrit  un  faisceau  2^.  (//)  et  les  trois  autres  cônes 
7/  décrivent  trois  faisceaux  2^tp^i  (7/)  tangentiels  et  ponctuels  à  la  fois. 

La  déférente  ''c,  engendre  un  faisceau  tangentiel  4<.  (°c,)  et  les 
trois  autres  déférentes  ^'c*  engendrent  des  faisceaux  4«^).  (°c/)  tangen- 
tiels et  ponctuels  à  la  fois. 

7).  La  focale  °cy,  parcourt  une  série  (2,6)  et  les  trois  autres 
focales  parcourent  des  faisceaux  ponctuels  particuliers  égaux  à 
celui  que  parcourt  ^cy  ^^). 


Remarquons  encore  que  les  quadruples  de  points  des  cycliques  confocales 
à  rinfini  appartiennent  à  une  même  involution  sur  c^.  En  effet,  si  cyr 
représente  Tintersection  de  yi^k  avec  «„,  les  coniques  c,  ^>,  c, ^,  c,,,,  c\^Qt 
c^  sont  inscrites  dans  un  même  quadrilatère,  le  quadrilatère  des  tangentes 
à  c^  aux  points  d'intersection  communs  avec  c^  j,  c^  „  c^  „  i\  ^.  A  Taide 
du  théorème  que  les  coniques  d'un  faisceau  tangentiel  déterminent  sur 
une  quelconque  d'entre  elles  une  involution  de  quadruples  de  points,  on 
trouve  donc  immédiatement  ce  que  nous  venons  de  prétendre.  Et  ce 
théorème,  bien  connu  d'ailleurs,  se  démontre  en  remarquant  que  par  un 
point  quelconque  de  la  conique  choisie  à  côté  d'elle-même  il  ne  passe 
encore  qu'une  conique  du  faisceau. 

^*)  Cette  „cubique  sphérique"  est  une  courbe  du  sixième  ordre,  etc. 

^')  Maintenant  nous  sommes  à  même  de  faire  connaître  les  caractéris- 
tiques des  séries  engendrées  par  les  vingt  cônes  /^  de  la  note  67  et 
par   les    cycliques  elles-mêmes  (éléments  de  la  diagonale  principale)  dans 
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29.  Si  la  cyclique  ""cy  parcourt  le  réseau  tout  entier,  on 
trouve  : 

a).  Les  quatre  cônes  /•  décrivent  quatre  réseaux  2(pe)i(yf)  ponc- 
tuels et  tangentiels  à  la  fois,  faisant  partie  du  système  linéaire 
2(^0' (ÏO  de  quadriques  trouvé  plus  haut;  ils  sont  en  rapport  pro- 
jectif  l'un  avec  Tautre  au  moyen  du  réseau  de  cycliques. 

/?).  Les  quatre  cônes  //  engendrent  quatre  réseaux  2(ip)i  (/.')  tan- 
gentiels et  ponctuels  à  la  fois,  à  sommet  commun  C,  supplémen- 
taires des  réseaux  2(^0»  (/O?  ®^  rapport  projectif  l'un  avec  l'autre, 
faisant  partie  d'un  système  linéaire  2(ep).  (/'),  etc. 

Les  quatre  déférentes  '"c,  engendrent  quatre  réseaux  ^tp)i{^i\ 
tangentiels  et  ponctuels  à  la  fois,  en  rapport  projectif  l'un  avec 
l'autre,  faisant  partie  d'un  système  linéaire  4(<p)>(°c),  etc. 

7).  „Les  cycliques  focales  ^cyi  parcourent  des  ré- 
„seaux  4^,1  (^cy;);  ces  réseaux  sont  en  rapport  pro- 
„jectif  l'un  avec  l'autre  au  moyen  du  réseau  ori- 
„ginal." 


les  deux  suppositions  que  la  cyclique  originale  "^cy  parcourt  1°  un  faisceau 
ordinaire,  2°  une  série  confocale. 
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Nous  n'avons  qu'à  expliquer  le  deuxième  caractéristique  des  séries  de 
cycliques  ^cyi  du  second  cas.  Ce  nombre  indique  combien  de  coniques 
d'un  faisceau  ponctuel  et  tangentiel  à  la  fois  touchent  un  cercle,  ou 
combien  de  cercles  concentriques  à  un  cercle  donné  touchent  une  conique 
donnée  à  centre,  ou  combien  de  normales  de  cette  conique  passent  par 
un  point  donné. 

Le  désir  d'approfondir  les  résultats  déposés  dans  les  deux  petits  ta- 
bleaux nous  a  obligé  d'introduire  le  faisceau  particulier.  Nous  avons 
vu  que  le  réseau  de  quartiques  les  contient  tout  aussi  bien.  Nous  lais- 
sons au  lecteur  l'étude  des  corrections  qu'exige  l'énoncé  du  numéro 
15'»  pour  ce  cas. 
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^Chacun   de  ces  cinq  réseaux  de  cycliques  a  pour  ré- 
„seaux  focaux  les  quatre  autres  ^*)." 

d).  Les  cônes  cubiques,  lieux  des  axes  focaux  des  cycliques  des 
faisceaux  compris  dans  le  réseau,  forment  un  réseau  à  trois  arêtes 
de  base,  etc.  ^^). 


'*)  En  effet,  les  réseaux  2(ip)t  (/',)  coupent  leurs  sphères  directrices  (t, 
suivant  des  réseau^  ponctuels. 

'^)  Il  nous  n'est  pas  bien  possible  d'étudier  ici  les  différents  cas  parti- 
culiers des  cycliques,  les  cassiniennes,  les  cartésiennes,  les  cycliques  cylin- 
driques, les  coniques  sphériques  et  les  cycliques  rationnelles.  Nous  nous 
contentons  donc  de  renvoyer  à  un  second  mémoire  de  Casey  intitulé: 
„0n  cyclides  and  sphero-quartics",  {Phif.  Trans.^  1. 161,  partie  2,  pag.  585, 
1872),  à  Darboux  (1.  c.)  et  à  H.  M.  Jeffery,  „0n  sphero-cyclides",  (Proc. 
Lonch  Math.  Soc,  t.  16,  pag.  109,  1884). 

{A  suivre) 
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On  est  prié  de  changer 
note  4,  ligne  6  \\  — ^  — 
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LA  PROPAGATION  DU  SON  D'APRÈS 
LA  THÉORIE  CINÉTIQUE  DES  FLUIDES  ÉLASTIQUES. 

PAR 

J.  NIEUWENHUIJZEN  KRUSEMAN. 


§  1.  En  étudiant  les  lois  du  mouvement  des  fluides  élastiques, 
on  peut  se  servir  de  deux  méthodes  distinctes.  On  peut,  avec 
Eiiler,  fixer  l'attention  sur  wne  particule  quelconque  du  milieu,  la 
suivre  dans  ses  mouvements,  en  tenant  compte  des  forces,  afin 
d'aiTiver  à  des  équations,  qui  expriment  les  composantes  de  son 
déplacement  en  fonction  du  temps  et  de  ses  coordonnées  primitives. 
Ou  bien  on  peut,  d'après  Lagrange,  choisir  un  point  fixe  dans 
Vesfpace  et  chercher  une  relation  entre  les  vitesses,  dont  les  molé- 
cules passant  par  ce  point  sont  animées,  et  lo  temps. 

En  intégrant  les  équations  différentielles  obtenues  par  une  des 
deux  méthodes,  on  reconnaît  la  possibilité  d'un  mouvement  ondu- 
latoire, qui  se  propage  avec  une  vitesse  dépendante  des  propriétés 
du  milieu,  tandis  que  la  loi  de  cette  dépendance  découle  aisément 
des  équations. 

Mais,  la  possibilité  du  mouvement  ondulatoire  une  fois  établie^  le 
problème  de  la  vitesse  de  propagation  peut  être  envisagée  d'une 
troisième  manière.  Au  lieu  de  suivre  une  particule  dans  son  mou- 
vement de  va  et  vient,  ou  bien  de  fixer  le  regard  sur  un  point 
de  l'espace,  on  peut  porter  l'attention  toujours  sur  le  même  point 
d!une  onde  plane,  comme  le  ferait  naturellement  un  observateur 
doué  de  la  même  vitesse  dans  le  même  sens  que  les  ondes. 
Ce  que  l'on  pourrait  appeler  le  champ  d'observation  se  présen- 
terait stationnaire  quant  aux  déplacements  et  aux  mouvements 
qui  s'y  trouvent.  Seulement  ce  seraient  à  chaque  instant  d'au- 
tres molécules  qui  remplisseraient  le  champ,  l'état  de  mouve- 
ment restant  toujours  lo  même;  à  la  condition  toutefois  qu'ab- 
AucHivEs  V.  28 
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straction  soit  faite  de  forces  non  conservatrices,  telle  que  la  fric- 
tion, etc. 

D'ailleurs,  au  lieu  de  se  figurer  un  observateur  courant  après 
les  ondes,  on  pourrait  s'imaginer  le  milieu  entier  comme  animé 
d'un  mouvement  uniforme  de  translation,  dont  la  vitesse  serait 
égale  et  contraire  à  celle  de  la  propagation  des  ondes.  Ce  mou- 
vement, superposé  au  mouvement  vibratoire,  aurait  reflfet  que 
pour  un  observateur  restant  immobile  dans  l'espace,  le  champ 
présenterait  toujours  le  caractère  de  stabilité  mentionné  plus  haut. 
C'est  ce  dernier  point  de  vue  que  nous  adopterons  dans  la  suite. 

Pour  fixer  les  idées  nous  nous  figurons  comme  limité  dans  l'es- 
pace un  cylindre  droit,  dont  l'axe  coïncide  avec  la  direction 
de  la  propagation  d'un  système  d'ondes  planes.  Tandisque  celles-là 
se  meuvent  de  droite  à  gauche  avec  la  vitesse  a,  le  milieu  a 
un  mouvement  uniforme  de  gauche  à  droite  avec  la  même  vitesse. 
Dans  ces  conditions  la  matière  comprise  dans  le  cylindre  a  un 
mouvement  stationnaire  mais  variant  d'une  section  à  l'autre,  de 
sorte  que  les  molécules  qui  entrent  le  cylindre  par  un  bout  avec 
une  certaine  vitesse,  le  quittent  au  bout  opposé  avec  une  vitesse 
généralement  changée.  Ces  changements  devant  être  en  accord 
avec  les  lois  générales  de  la  dynamique,  il  y  a  lieu  d'appliquer 
ces  dernières  au  cas  proposé. 

Il  en  résulte  des  équations  fort  simples,  dans  lesquelles  entre 
naturellement  la  vitesse  a,  et  qui  par  cela  donnent  un  moyen 
facile  d'exprimer  cette  quantité  en  fonction  des  données  du 
problème. 

La  méthode  qui  nous  occupe  est  due  à  M.  Rankine,  qui  l'a 
exposée  pour  la  première  fois  en  1869  dans  les  Philosophical 
Transactions. 

A  présent  elle  est  généralement  connue,  grâce  à  M.  Maxwell, 
qui,  dans  son  livre  si  répandu  sur  „la  Chaleur",  l'a  appliquée  à 
la  théorie  de  la  propagation  des  ondes  sonores 

Par  un  raisonnement  extrêmement  simple  il  parvient  à  y  dé- 
montrer la  relation  connue  entre  la  vitesse  de  propagation,  la 
pression  et  la  densité  d'un  gaz,  et  en  même  temps  à  ébaucher  la 
modification  que  cette  formule  exige  dans  le  cas  que  les  mouve- 
ments vibratoires  ne  sont  pas  infiniment  petits;  modification  que 
les  théories  classiques  sont  loin  d'indiquer  avec  une  simplicité 
égale. 

Maxwell   prend    pour    point  de   départ  la  théorie  ancienne  des 
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gaz,   selon    laquelle   les   couches  du  milieu  exercent  une  pression 
réelle  lune  sur  l'autre. 

Or  je  me  propose  de  faire  voir  dans  cette  mémoire  que  la  même 
méthode  donne  des  résultats  aussi  simples,  quand  on  part  de  la 
notion  de  molécules  libres,  se  mouvant  en  lignes  droites,  qui 
prévale  dans  la  théorie  cinétique  des  gaz 

§  2.  Pour  nous  entendre  sur  les  notations  à  employer  il  con- 
viendra peut-être  de  rappeler  quelques  formules  de  cette  théorie. 

Soit  m  la  masse  d'une  molécule  d'un  gaz  homogène  en  repos, 
et  N  le  nombre  de  ces  molécules  toutes  semblables  contenu  dans 
un  cM^  à  une  pression  et  une  température  quelconques  ;  alors  la 
densité  sera  exprimée  par  Nm;  donc: 

Nm  =  Dr. 

L'indice  r  ajouté  aux  lettres  signifiera  dans  la  suite,  que  les 
quantités  désignées  par  elles  se  rapportent  au  milieu  en  repos. 

Chaque  molécule  est  douée  d'une  vitesse,  dont  les  composantes 
rectangulaires  sont  désignées  par  u,  v,  w.  Ces  composantes,  diffé- 
rentes en  général  d'une  molécule  à  une  autre,  sont  variables 
d'instant  à  instant,  parceque  les  particules,  en  s'entrechoquant, 
interrompent  mutuellement  leur  libre  cours  et  changent  ainsi 
leurs  vitesses  des  milliers  de  fois  dans  une  seule  seconde. 

Mais  par  ce  fait  même  il  s'établit  en  quelque  sorte  un  équilibre 
d'ailleurs  purement  statistique,  une  répartition  stable  des  difië- 
rentes  vitesses  parmi  les  molécules,  telle  qu'entre  \xn  nombre  très 
grand  N  de  molécules  il  y  aura  toujours  un  nombre  déterminé 
Nf{u)du  dont  la  composante  u  est  comprise  entre  les  limites  u, 
et  u  -H  du. 

De  même  le  nombre  des  molécules  dont  les  trois  composantes 
des  vitesses  sont  comprises  entre  u,  Vj  w  et  u  -^  dUj  v  -\'  dv^w  -h  dw 
sera  représenté  par  N  F{u  v  w)  du  dv  dw. 

Généralement  on  fait  la  supposition  que 

F{uvw)=f{u)f{v)f{w). 
Cette  hypothèse  conduit  immédiatement  à  une  forme  explicite 
de  f{u)y  c'est  à  dire  à  une  loi  sur  la  distribution  des  vitesses, 
connue  sous  le  nom  de  „loi  de  Maxwell".  Mais  comme  elle  n'est 
peut-être  pas  justifiée  entièrement,  et  a  été  récemment  encore 
l'objet  d'une  attaque  de  la  part  de  M.  J.  Bertrand,  j'aime  mieux 
laisser  indéterminées  les  deux  fonctions  /  et  F. 

28* 
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Leur  forme  en   eflfet  n'entre  pour  rien  dans  nos  considérations. 
Toutefois  il  importe   de  remarquer  que  f{u)  doit  avoir  les  pro- 
priétés suivantes: 

4-00 

2)  jf{u)  du  =  1 

—    00 

/■(u)  =  y( —  u),  et  par  conséquent 

4-  00 


3)  /^**/N  du  =  Q 


—  00 


si  n  est  un  nombre  entier  impair. 

La  fonction  F  a  des  propriétés  analogues,  qu'il  est  inutile  de 
formuler  en  équations. 

Revenons  maintenant  à  notre  cylindre  droit  auquel  nous  sup- 
poserons une  section  d'un  cM^,  et  donc  Taxe  sera  toujours  parallèle 
à  Taxe  X  des  coordonnées. 

La  quantité  de  mouvement  parallèle  à  Taxe,  qui  y  entre  parun 
bout  dans  Tunité  de  temps,  est  égale  à 

00 

Nm  [u^f{u)du 

o 

La  même  quantité,  mais  de  signe  contraire,  en  sort  au  même 
bout;  il  s'en  suit  qu'un  paroi  fixe,  fermant  le  cylindre  et  interrom- 
pant ce  flux,  aurait  à  supporter  une  pression: 


00 


00 


l\  =  2Nmju^f{u)du=  Nmju^f{u)du 

—  00 

L'énergie  cinétique  comprise  dans  un  cM^  est  donnée  par 

-i-oo  -hoo  4-00 

Er^^mNJ     I     I {u^ +v^' +w^)F{uvw)  dudvdw 

00  —  00 00 

Une  autre  expression  de  Er  est  évidemment: 

4-  00 

JEr  =  ^mNJu^f{u)du 

—  00 
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Donc: 
4)      I    J    J     (u^ -^  v^  ■i-w^)F{uvw)dudvdw  =  S  fu^f{u)du 

00   —  oc   00  00 

Posons  Er=  {Dr  (?;, 

OÙ  G}  représente  la  moyenne  du  carré  des  vitesses,  et  nous 
aurons  : 

4-  00 

5)  ju^f{u)du  =  iG]i 

—  00 

et 

6)  Pr  =  i  Dr  G?. 

§  3.  Que  maiutenant  on  se  figure  que  dans  notre  milieu  une 
onde  plane  ou  un  système  d'ondes  se  propage  sans  diminution 
d'intensité  dans  la  direction  négative  des  x  avec  la  vitesse  a,  et 
que  le  milieu  entier  ait  la  même  vitesse  en  sens  contraire 

En  général  à  un  point  donné  de  notre  cylindre  la  densité  ne 
sera  plus  la  même  que  dans  l'état  de  repos;  au  lieu  de  N  molé- 
cules par  cM^  il  y  en  aura  N  -f-  n.  La  quantité  n  ne  dépend  pas 
du  temps  d'après  nos  considérations  du  §  1;  elle  ne  dépend 
que  de  x. 

Une  mojécule  qui  se  trouve  à  ce  point  aura,  outre  sa  vitesse 
UyVyWy  une  vitesse  y  dans  le  sens  de  la  propagation  (—y  dans  la 
direction  positive)  en  conséquence  du  mouvement  ondulatoire,  et 
puis  encore  la  vitesse  a  imprimée  à  tout  le  milieu.  Comme  n  la 
quantité  (p  dépend  seulement  de  x. 

La  quantité  de  matière  M  qui  entre  le  cylindre  par  seconde  est: 

M=  (N  -^  n)  m  j  {a  -^  u  —  (p)  f{u)  du 

—  00 

OU;  par  les  relations  2)  et  3). 

7)  M={N  -h  n)m{a  —  (p) 

De  même  la  quantité  de  mouvement  qui  entre  par  seconde, 
résolue  dans  la  direction  de  l'axe,  est: 

4-00 

Q={N  -^n)  mj{a  +  u  —  (py  f{u)  du 

—  00 
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formule  qui  se  réduit  aisément,  à  Taide  de  2)  3)  et  5),  à 
ou  à 

«)  «  =  J^|3îi-~^) +<«-*)! 

L'indice  r  a  été  supprimé,  parcequ'il  n'est  plus  question  de  Tétat 
de  repos  et  que  par  conséquent  G  doit  être  considéré  comme  variable. 

Et  enfin,  pour  Ténergie  cinétique  -4,,  qui  passe  notre  section 
dans  chaque  seconde,  on  trouve: 

J,  =  J  (iV4-n)m  II  |(a  +  it—  y)  [(a  -hu  —  fp)^  -hv^  -i-w^^F{uvw)dadvdu\ 

les  limites  des  intégrations  étant  toujours  —  oo   et  -h  oo . 

Cette  formule  est  correcte  seulement  dans  la  supposition  que  les 
molécules  n'ont  d'autre  énergie  que  celle,  qui  dépend  de  leur 
mouvement  de  translation  et  qui  se  manifeste  par  la  pression  du 
gaz.  Mais  on  sait,  que  dans  les  molécules  de  la  plupart  des  gaz 
il  y  a  encore  un  mouvement  intramoléculaire  qui  contribue  à 
l'énergie. 

Cette  dernière  forme  d'énergie  est  supposée  proportionnelle  à 
celle  du  mouvement  de  translation  ;  on  peut  donc  la  représenter 
pour  une  molécule  particulière  par 

À  {u^  H-  i;2  -+-  w^), 

k  étant  une  constante,  différente  en  général  pour  chaque  gaz.  De 
cette  énergie  il  passe  par  seconde  une  quantité 

^2  =  iA(iV-H  n)m[  j  ({a  4-  u  —  (p){u^  -hv^  ■^w^)F{uvw)dudvdw. 

Une  réduction  facile  à  l'aide  des  relations  2)  3)  4)  et  5)  donne 
pour  la  somme  A  de  A,   et  A^ 

A  =  i{N'hn)m{a-v>)  |(|-hA)(?2  +  (a  — y)2j 
ou 

§  4.  Les  équations  qui,  comme  nous  l'avons  avancé  au  §  1,  four- 
niront la  valeur  de  a  sont  les  trois  suivantes, 

dM_^  dQ_  dA_ 

dx  dx  dS         ' 


1 
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qui  expriment  que  les  trois  quantités  M,  Q  et  A  ne  varient  pas 
pour  les  différentes  sections  du  cylindre.  Pour  la  première  de  ces 
quantités  cette  proposition  est  évidente  à  priori.  Pour  les  autres 
elle  est  simplement  une  conséquence  des  lois  élémentaires  de  la 
dynamique  pour  le  cas  que  des  masses  se  meuvent  sans  être  sous 
l'influence  de  forces  extérieures. 

En  effectuant  les  différentiations  il  faut  tenir  compte  de  la  varia- 
bilité de  G  avec  x  Nous  verrons  en  effet  qu'il  est  impossible  de 
satisfaire  aux  équations,  à  moins  que  G  (où  ce  qui  revient  au 
même,  la  température)  ne  soit  variable 

Les  équations  8)  et  9)  donnent,  en  observant  que  -.—  =  o. 


et 


dG^ 
L'équation  11)    montre  que  la  supposition  -g-     n'est  admissible 

que  si  a  =  ff,  ou  ^^  =  o.    Dans  le  premier  cas  le  milieu  serait  en 

repos,  dans  le  second  il  nurait  un  mouvement  uniforme. 

Mais  si  Ton  veut  faire  abstraction  un  moment  de  Téquation  de 

1  énergie  11),  on  peut  supposer    ,-   =  o,  ce  qui  signifie  que  la  tem- 
pérature est  partout  constante. 
Alors  10)  donne 

a-.=|/f; 

ou  bien,  par  la  relation  6),  quand  on  néglige  la  quantité  cp  tou- 
jours petite  par  rapport  à  a  et  quand  on  met  GV  à  la  place  de  G 
pour  une  raison  semblable: 


«=i/g 


C'est  précisément  la  formule  que  Newton  a  obtenue  en  ignorant 
le  coté  thermodynamique  de  la  question. 

G^   n'étant  pas  constant,  on  peut  éliminer    ,_  et  -^  entre  10)  et 

11)  ce  qui  conduit  à 

12)        (<— ^)'=4«'ir.^;- 


214  LA   PROPAGATION   DV   SON    d'APRÈS   LA    THÉORIE 

Il  est  aisé  de  se  convaincre  que  le  coëfl&cient  de  4  G^  dans  cette 

y» 

formule  n'est  autre  chose  que  la  quantité  qu'on  désigne  par— ou 

par  k  dans  la  théorie  de  la  chaleur,  c'est  à  dire:  le  rapport  des 
deux  chaleurs  spécifiques. 

Il  suffit  pour  cela  de  calculer  de  deux  manières  l'énergie  con- 
tenue dans  un  centimètre  cube  du  gaz. 

L'expression  de  cette  énergie  prend  d'une  part  la  forme: 

D'autre  part,  en  supposant  que  le  gaz  se  dilate  indéfiniment 
et  adiabatiquement,  en  épuisant  ainsi  toute  son  énergie,  on  a  pour 
le  travail  dont  il  est  capable 

00 

E=jPdv 
Mais,  l'équation  de  la  courbe  adiabatique  étant: 

PV^  =  Pr  Vj^- 

l'expression  devient: 


'^o 


00 


n  —  i-,  v^  j  ^,.        k  —  1      '   ^' 


En   observant  que  v^^=\  et  3Pr  =  ^f  Gî-,   on  a   définitivement 
en  comparant  les  deux  expressions  pour  J&, 

2  (1  •^^)=3(fc-l) 
ou 

7.-  5H-3À 
^"^3  (1-4- A) 

L'équation  12)  prend  donc  la  forme  simple: 
13)  (a  — (p)2=-|-G2 

et,  en  supposant  les  mouvements  vibratoires  très  petits,  on  a: 

ce  qui  est  la  formule  connue  de  Laplace. 

Si  au  contraire  on   ne  veut  négliger  que  les  puissances  de  <|> 
d'un  ordre  supérieur  au   premier,  il  est  nécessaire  d'abord  d'ex- 
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primer  le  6?  de  13)  au  moyen  de  Gr  et  de  (f,  oe  qui  peut  s'efiFec- 
tuer  par  11),  écrite  maintenant  dans  la  forme: 

Parceque  G'^  =  Gr  quand  (p  =  o,  Tintégration  donne: 

(ifc-l)(ac,.-^2')=  3  ^'-  3  ^r 

En  négligeant  (>^  on  trouve  par  Télîmination  de  G  entre  la 
dernière  équation  et  13),  c'est  à  dire  par  une  simple  soustraction, 
la  formule  cherchée,  qui  peut  être  présentée  sous  une  des  formes  : 

OU 

14)  a=|/i^+  \{k+\)^. 

L'indice  r  a  été  omise  dans  la  dernière  équation  ;  P  et  i>  y  re- 
présentent  la   pression    et  la  densité  du  gaz  dans  Tétat  de  repos 

§  5.  On  voit  qu'il  n'y  a  [)as  une  vitesse  de  propagation  égale 
pour  toutes  les  phases  du  mouvement  vibratoire. 

Cette  vitesse  est  plus  grande  pour  un  «*  positif  que  pour  un  qp 
négatif  Comme  «f  croît  et  décroît  avec  n  d'après  7),  on  peut  dire, 
que  les  condensations  se  propagent  avec  une  vitesse  plus  grande 
que  les  raréfactions,  et  qu'un  maximum  de  condensation  s'éloigne 
du  maximum  de  raréfaction  avec  une  vitesse  {k  -t-  l)if. 

En  général  l'onde  se  déforme  à  mesure  qu'elle  s'éloigne  de  sa 
source.  Chez  les  ondes  des  sons  musicaux  ce  fait  devrait  se  tra- 
duire pas  un  changement  de  timbre  Mais  en  considérant lextrème 
petitesse  de  <f  par  rapport  à  a,  il  est  guère  probable  que  ce  chan- 
gement puisse  être  observé. 

C'est  seulement  dans  le  cas  d'un  bruit  très  intense,  comme  celui 
d'une  explosion,  quiB  l'influence  du  terme  en  .^  sera  perceptible, 
et  bien  dans  ce  sens,  que  Tonde  de  compression,  provenant  d'une 
explosion,  doit  marcher  plus  vite  qu'une  onde  sonore  et  relâcher 
sa  vitesse  en  s'éloignant  et  en  diminuant  d'intensité. 

C'est  justement  ce  que  M  Mach  a  observé  Dans  une  de  ses 
expériences  il  a  trouvé  pour  la  vitesse  de  propagation  du  bruit 
d'une  explosion  760  M.  par  seconde  à  une  distance  deSOmM  de 
la  source;  à  977  mM.  la  vitesse  était  devenue  373  M. 

Archives  v.  29 
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Il  serait  intéressant  de  reprendre  ces  recherches  avec  des  ondes 
où  la  raréfaction  précède  la  condensation,  comme  celle  qu'on  pro- 
duit dans  Texperience  connue  du  crève-vessie. 

Si  la  théorie  est  correcte,  cette  onde,  en  commençant  sa  marche, 
devrait  se  propager  avec  une  vitesse  beaucoup  moindre  que  la 
moyenne. 

Une  observation  récente  de  M.  M.  VioUe  et  Vautier  ^)  montre 
clairement  la  tendance  du  maximum  de  condensation  de  prendre 
le  devant. 

Ils  enflammèrent  à  l'entrée  d'une  conduite  de  3  mètres  de  dia- 
mètre un  mélange  de  magnésium  et  de  chlorate  de  potasse;  il  se 
produisit  un  bruit  fusant  sourd  ;  après  avoir  parcouru  une  longueur 
de  trois  kilomètres  le  son  fut  réfléchi  et  revint  au  point  de  départ. 
Or,  les  expérimentateurs  furent  fort  surpris  d'entendre,  quelques 
17  secondes  après  la  détonation  primitive,  une  explosion  énergique, 
comme  un  coup  de  pistolet,  le  front  de  Tonde  s'étant  rapidement 
dressé. 

Mais  dans  tout  cela  il  n'y  a  rien  de  nouveau  ;  la  théorie  de  la 
propagation  est  connue  depuis  longtemps. 

J'ai  seulement  voulu  montrer  qu'une  formule  pour  la  propa- 
gation du  son,  que  je  crois  correcte,  peut  se  déduire  à  l'aide  du 
principe  de  Rankine,  et  en  partant  de  la  théorie  cinétique  des  gaz. 

')  Journal  de  Physique  1896,  page  25. 


REVUE  CRITIQUE 
DE  QUELQUES  INSECTES  FOSSILES 


DU 


MUSÉE  TEYLER 


PAR 


FERNAND  MEUNIER. 


INTRODUCTION. 


Les  paléoentomologistes  n'ignorent  pas  que  les  plus  riches 
collections  d'insectes  fossiles  du  corallien  de  la  Bavière  se  trou- 
vent à  Munich,  à  Augsbourg,  à  Dresden  et  à  Haarlem. 

Grâce  à  l'obligeance  de  Mr.  le  Dr.  T.  C.  Winkler,  j'ai  pu 
revoir  toutes  les  empreintes  étudiées  par  Weyenbergh  et  les 
autres  matériaux  du  Musée  Teyler. 

J'ose  espérer  que  les  observations  critiques,  qui  sont  insérées 
dans  ce  travail,  pourront  servir  de  contribution  à  la  mono- 
graphie que  je  prépare  sur  les  articulés  de  cet  important 
gisement. 


HISTORIQUE 


Je   me  borne  seulement  à  faire  quelques  observations  critiques 
sur  les  travaux  paléoentomologiques  de  Wkyknbergii.  Il  y  a  envi- 
ron trente  ans  que  M   Scudder  a  indiqué  dans  ses  premières  notices 
comment  il  fallait  étudier  les  restes  d'insectes  des  différents  gise- 
ments géologiques.    De    1869   i\    1872  Wkyknbkrgh    s'occupe  des 
empreintes  mésozoïques  de  la  collection  du  musée  Teyler  àHaar- 
lem.    Comme   tous  les  anciens  paléontologistes,  il  décrit  beaucoup 
de  nouvelles  espèces  au  moyen  de  matériaux  très  frustes  et  souvent 
même   presque  indéterminables.   La  partie  de  son  mémoire,  où  il 
donne   des  déterminations  génériques  aux  pétrifications  de  coléo- 
ptères, n'a  que  peu  de  valeur  scientifique,  puisque  la  plupart  des 
plaques,   qui   ont  servi  à  faire  ses  descriptions,  sont  des  animaux 
très   imparfaitement    conservés.    Les    figures   qui   reproduisent  ces 
êtres  sont  mal  lithographiées  et  ordinairement  schématisées,  à  l'ex- 
ception de    sa    prétendue  aile  de  Ricania  gigas  dont  le  dessin  est 
une    bonne  reproduction   de  Toriginal  qu'il  a  eu  sous  les  yeux  et 
qui  n'a  plus  été  signalé  par  aucun  entomologiste.  Mais  si  Weyen- 
BER(m  a  décrit  très  légèrement  et  sans  connaissances  systématiques 
sufiSsantes  un  grand  nonibre  d'articulés  du  calcaire  lithographique 
de    la    Bavière,   on  doit  cependant  reconnaître  qu'il  a  été  un  des 
premiers  naturalistes  à  soccuper  de  la  philosophie  paléoentomolo- 
gique     Les   quelques   idées  synthétiques  qui  se  trouvent  dans  son 
travail    de    1869,  où  il  établit  un  parallèle  entre  la  faune  des  in- 
sectes fossiles  de  la  Bavière  et  celle  de  l'Angleterre,  constituent  la 
partie    la   plus   intéressante   des  travaux  de  cet  auteur   Actuelle- 
ment   tous   les  efforts  doivent  aboutir  à  nous  donner  des  renseig- 
nements comparés  entre  les  faunes  d'articulés  paléozoïques,  méso- 
zoïques et  caïnozoïques.  Pour  concevoir  clairement  ce  qu  on  désigne 
par    Texpression    „d'arthropode   type"  il   est   nécessaire   d'étudier 
les    empreintes    connues    de   tous    les  gisements  de  l'ancien  et  du 
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nouveau  monde,  et  de  les  comparer  aux  crustacés,  myriaï)odes, 
arachnides  et  insectes  de  la  nature  actuelle.  D'après  les  quelques 
renseignements  de  morphologie  et  d'anatomie  comparées  qui  m  ont 
été  suggères  par  Texamen  de  riches  collections  d'insectes  fossiles, 
je  suis  assez  porté  à  croire  que  les  pétrifications  d'articulés  nous 
indiqueront,  lorsqu'elles  seront  sérieusement  ot  méthodiquement 
étudiées,  une  évolution  limité  à  l'embrachement  des  arthopodes 
Le  transformisme  darwinien  est  grandiose  quand  on  l'examine  au 
moyen  des  lumières  de  la  philosophie  entomologique.  Cependant 
on  peut  déjà,  avec  les  seuls  documents  que  nous  possédons  en  ce 
moment,  se  convaincre  que  la  thèse  de  l'illustre  naturaliste  anglais 
est  loin  de  pouvoir  être  acceptée  par  la  foule  des  penseurs. 

L'entomologie  fossile  est  encore  assise  sur  des  bases  trop  chan- 
celantes pour  oser  se  permettre  de  formuler  des  conclusions  géné- 
rales. Dans  d'autres  domaines  de  la  paléontologie  animale  les  tra- 
vaux des  spécialistes  ne  font  que  reculer  davantage  la  solution  du 
problème 

Plus  tard,  les  restes  d'insectes,  dont  l'étude  avait  d'abord  été  né- 
gligée par  les  naturalistes  et  qui  maintenant  ont  déjà  fait  l'objet 
de  recherches  si  minutieuses  de  la  part  de  MM.  Scudder,  Bbo- 
NGNiART  et  d'autres,  nous  permettront  peut-être  de  ruiner  de  fond 
en  comble  les  théories  transformistes  jusque  dans  ses  plus  intimes 
retranchements. 


1.    NÉVROPTÈRES. 


No.  15371. 

Stenophlebia  aequalis  Hagen.  Sur  cette  contre-empreinte, 
on  peut  parfaitement  étudier  la  nervation  alaire  de  cet 
insecte  (PL  I,  fig.  1). 

No.  10176. 

Tout  le  faciès  de  Tarticulé  rappelle  celui  de  Steiiophlehia 
aequalis  Hagen  (PL  II,  fig.  2). 

No.  16170. 

Cette  pétrification  de  Stenophlebia  aequalis  Ha^^en  est 
presque  aussi  bien  conservée  que  celle  du  No.  15371.  L'in- 
secte est  entièrement  étalé  sur  le  schiste. 

No.  15373. 

Empreinte  très  fruste  de  Stenophlebia  aequalis  Hagen. 
La  forme  de  Tabdomen  permet  de  classer  rigoureusement 
ce  fossile  dans  ce  genre  de  névroptères. 

No.  15374. 

Cette  contre-empreinte  de  Stenophlebia  est  encore  mieux 
conservée  que  celles  des  Nos.  15371  et  16170. 

No.  15375. 

Ce  fossile  a  été  désigné  par  Weyenbergh  sous  le  nom 
de  Petalura  Mun^teri  Hagen  (Archives  du  Musée  Teyler, 
ï.  II,  p.  88.  Haarlem  1876).  Le  thorax  de  Tanimal  est 
visible  et  la  contre-empreinte  de  Tabdomen  est  fortement 
recourbée.  La  morphologie  alaire  de  cet  articulé  nous 
permet  de  Tidentifier  avec  le  Stenophlebia  aequalis  Hagen. 

No.  15459. 

Contre-empreinte  du  No.  15375,  Stenophlebia  aequalis. 
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No.  16179. 

Belle  contre-empreinte  de  Stenophlebia  aequalis  Hagen. 
La  tête,  le  thorax  et  l'abdomen  sont  nettement  indiqués 
sur  le  calcaire.  Les  pattes  antérieures  sont  très  appréciables. 

No.  15385. 

Cette  empreinte  est  extraordinaîrement  fruste  et  on  ne  peut 
la  déterminer  sérieusement.  Elle  est  désignée  sous  le  nom 
de  Petalura  varia  Hagrx  par  Weyenbergh.  C'est  avec  le  plus 
grand  doute,  que  je  la  rapporte  à  Uropetala  Kôhleri  Hagen. 
Mais,  je  crois  qu'il  est  plus  prudent  de  dire  que  ce  fossile 
est  un  névroptêre  de  la  famille  des  libellulidae. 

No.  15376. 

C'est  avec  légèreté  que  Weyenbergh  a  désigné  cette  pétri- 
fication sous  le  nom  de  Isophlebià  aequalis  Hagen.  Le  corps 
de  ce  névroptêre  semble  se  rapprocher  du  genre  Stenopklebia 
Hagkn.  Il  est  impossible  de  se  prononcer  rigoureusement 
sur  la  véritable  nature  de  cette  empreinte. 

No.  15426 

Par  prudence  scientifique,  je  n'oserais  me  prononcer  sur 
cette  empreinte,  qui  est  extraordinaîrement  fruste.  Ce  fossile 
est  cependant  un  névroptêre  libellulidae. 

No    15427. 

Comme  la  précédente,  cette  pétrification  est  celle  d'une 
libellulide 

No.  15423 

Vu  l'état  de  conservation  de  ce  fossile,  je  crois  qu'il  est 
seulement  utile  de  dire  qu'il  appartient  à  la  famille  des 
libellulidae  Wkyknbergh  a  déterminé  cet  articulé  comme 
étant  Fsophlebia  belle  Hagkn. 

No.  15425. 

La  tête,  le  thorax  et  une  faible  partie  de  Tabdomen  sont 
visibles  sur  le  schiste.  Les  ailes  ne  sont  conservées  que 
près  de  la  base.  La  nervation  basale  des  ailes  postérieures 
semble  prouver  que  ce  fossile  est  un  névroptêre  du  genre 
Cymatophlebia  Dkiciimullkr,  mais  comme  cette  empreinte 
est  très  effacée,  je  crois  qu'il  suflBt  de  dire  qu'elle  est  celle 
d'un  insecte  libellulidae.  Weyenbergh  lui  a  donné  le  nom 
de  Libellula  valga  Hagen. 
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No.  15368. 

Empreinte  très  fruste  de  GymaUyphMna  Umgialata,  Hagen. 

No.  15370. 

La  tête,  le  thorax  et  Tabdomen  sont  admirablement  con- 
servés. Tout  rinsecte  est  encore  garni  de  chitine.  Les  ailes 
antérieures  sont  intactes,  mais  aux  postérieures  l'aile  droite 
est  seulement  conservée.  Avec  le  mémoire  de  Deichmùller, 
il  est  possible  de  faire  une  étude  rigoureuse  des  moindres 
nervures  alaires  de  cette  empreinte  (PL  III,  fig.  3.) 

No.    15379. 

Empreinte  très  fruste  de  Protolvudenia  Wittei  ou  de  Uro- 
petala  Kôhleri  Deichmùller.  Comme  on  ne  peut  pas  dis- 
tinguer s'il  existe  ou  s'il  n'existe  pas  „ein  grosserer  sup- 
plementarer  sector  zwischen  S.  nodalis  und  S.  prindpalis^^ 
il  est  impossible  de  savoir  si  cette  pétrification  appartient 
au  genre  Protolindenia  ou  Uropetala  de  Deichmùller. 

No   15380. 

Contre-empreinte  de  la  précédente.  On  ne  peut  étudier 
sérieusement  les  nervures  transversales  et  longitudinales  de 
ce  fossile. 

No.  15386. 

Ce  fossile  est  classé  par  Weyenbergh  sous  le  nom  de 
Euphaea  multinervis  Hagen.  Avec  l'ouvrage  de  Deich- 
mùller, on  peut  facilement  identifier  cette  empreinte  avec 
Uropetala  Kôhleri  Hagen.  Il  n'existe  pas  de  grosse  nervure 
supplémentaire  entre  les  nervures  nodale  et  principale. 

Nos.  15387  et  15388. 

Empreinte  et  contre-empreinte  de  libellulidae.  Comme 
ces  névroptêres  sont  assez  frustes  et  que  la  nervation  alaire 
est  très  effacée,  il  est  impossible  de  savoir  si  ces  fossiles 
appartiennent  au  genre  Uropetala  ou  au  genre  Protolindenia 
Deichmùller.  Wjîyenbergh  a  cependant  classé  cet  articulé 
sous  le  nom  de  Petaluna  varia  Hagen.  Uropetala  Kôhleri 
Hagen.  (PL  IV,  fig.  4) 

Nos.  15421  et  15422. 

Ces  névroptêres  sont  extrêmement  frustes  et  étalés  sur  le 
calcaire.  Il  est  impossible  de  déterminer  cette  empreinte  et 
AnciiivKs  v.  31 
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contre-empreinte,  mais  elle  est  celle  d'un  névroptêre  libel- 
lulidae.  Weïenbergh  a  classé  ces  fossiles  avec  Petalura 
Mimsteri,  Hagkn. 

Nos.  15377  et  15378. 

La  nervation  des  ailes  étant  très  effacée,  on  ne  peut  étu- 
dier les  nervures  principale,  nodale,  subnodale,  médiane  et 
brève.  Il  est  donc  impossible  de  savoir  si  cette  empreinte  et 
contre-empreinte  sont  d'une  Uropetala  ou  d'une  Protolindenia. 

No.  15424. 

Ce  corps  de  libellulidae  a  100  millimètres  de  longueur. 
Le  thorax  est  bombé  et  les  pattes  (1  médiane  et  1  posté- 
rieure) sont  distinctes.  Petalia  gigcmtea  Weyenbergh.  Contre- 
empreinte  du  No.  15429  (PL  IV,  fig.  5). 

No.  15392  et  15393. 

Isophlebia  aspasia  Hagen.  La  tête  et  les  ailes  antérieures 
sont  seules  visibles  Les  nervures  des  ailes  sont  assez  effacées, 
mais,  avec  le  travail  de  Deichmûller,  on  range  cette  em- 
preinte et  contre-empreinte  avec  les  Isophldna  (PL  V,  fig  6). 

No.  15391. 

Tout  le  faciès  de  ce  névroptêre  indique  nettement  rj«o- 
phlebia  aspasia  Hagen. 

No.  15369. 

Ailes  postérieures  de  CyTnxitophlàna  Um^ialata  Haoen. 
La  tête  et  le  thorax  se  dessinent  très  frustement  sur  le 
schiste.  Ce  fossile  a  été  classé  sous  le  nom  de  Petalura 
intermedia  par  Weyenbergh.  (PL  VI,  fig.  7  ) 

No.  15366. 

Je  crois  que  cette  empreinte  (malgré  qu'elle  est  très  fruste 
et  que  les  nervures  alaires  sont  peu  tracées)  est  celle  de 
CyTnxitophlebia  longialata  Hagen  et  Deichmûller. 

Petalict  longialatci  Weyenbergh. 

No.  16180. 

Weyenbergh  a  classé  ce  fossile  sous  le  nom  de  Petalura 
gigantea  {Estemoa  gigantea  Deichmiiller).  Après  une  étude 
approfondie  de  cette  espèce  et  d  après  les  figures  de  Ger- 
ma r  et  Deichmûller,  je  crois  qu'elle  appartient  plutôt  au 
Cordulegaster  intermedius  Deichmôller   {Petalwra  intermedia 
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Hagen.)  Cette  pétrification,  qui  est  très  fruste,  est  complè- 
tement étalée  sur  le  calcaire  lithographique. 

No.  15367. 

Cette  empreinte  est  très  effacée.  C'est  avec  doute  que  je 
range  ce  fossile  avec  Cyinatophlebia  longialata  Hagen.  Contre- 
empeinte  du  No    15366. 

Observations  :  1.  Quelques  petites  traces  de  cellules  à  la  base 
des  ailes  postérieures  paraissent  indiquer  un  Cyroatophlehia. 

2.  L'extrémité  de  l'abdomen  qui  semble  dilaté  rapproche 
cet  articulé  du  genre  Stenophlebia. 

No.  15363. 

Ce  névroptère,  classé  par  Weyenbergh  sous  le  nom  de 
Petalura  gigantea  Hagen,  est  probablement  celle  du  Cordule- 
gaster  intermedius  Deichmuller. 

No.  15364. 

Ce  fossile  est  assez  fruste,  mais  tout  le  faciès  morpholo- 
gique de  ce  névroptère  indique  le  Cordulegdster  intermedius 
Hagen.  (PL  VII,  fig.  8). 

No.  15389  et  15390 

Empreinte  et  contre-empreinte  d'aile  de  Ephemera  Linné. 
Weyee^bergh  a  classé  ces  deux  fossiles  sous  le  nom  de 
Ephemera  mortua  Hagen. 

No.  16166. 

Epliemera  procera  Hagen.  La  pétrification  est  assez  fruste, 
mais  à  cause  de  sa  grande  taille,  on  peut  la  déterminer 
avec  certitude. 

No.  15410. 

Le  faciès  morphologique  de  ce  névroptère,  qui  est  cepen- 
dant extraordinairement  fruste,  semble  indiquer  un  névrop- 
tère du  genre  Myrmeleon.  Weyenbergh  a  eu  tort  d'assigner 
un  nom  spécifique  à  cette  contre-empreinte.  Il  est  donc 
nécessaire  de  faire  de  nouvelles  observations  avant  d'aflSrmer 
que  les  myrmeleons  se  rencontrent  sur  les  schistes  lithogra- 
phiques de  la  Bavière.  (PI.  VII,  fig.  9). 

No.  16168. 

Le  faciès  de  ce  fossile  a  quelque  analogie  avec  Euphaea 
Umgiventris  Hagen,    Cet  agrionide  est  cependant  moins  ro- 
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buste  et  ses  ailes  moins  larges  (surtout  les  postérieures)  que 
chez  l'empreinte  que  nous  avons  étudiée.  Deicemûlleu 
donne  le  nom  de  Ewphaea  longiventris  Haoen  comme  sy- 
nonyme de  Tarsophlehia  eximia  Hagen.  Cette  espèce  est  trop 
distincte  pour  être  confondue  avec  E.  longiventris.  A  mon 
avis,  il  existe  encore  de  nombreuses  erreurs  dans  la  classi- 
fication des  agrionidae  du  secondaire  d'Allemagne.  On  pos- 
sède trop  peu  de  pétrifications  de  ces  animaux  pour  faire 
l'esquisse  de  leur  histoire  paléonévroptèrologique.  Dans 
l'état  actuel  de  la  science,  il  faut  admettre  provisoirement 
les  formes  suivantes: 

1.  Agrum  Latreille.  Pour  des  fossiles  présentant  les 
caractères  de  ce  genre. 

2.  Ewphaea  longiventris  Hagen.  Espèce  d'agrionide  encore 
peu  connue. 

3.  Tarsophlébia  eximia  Hagen  =  Heterophlébia  exirm 
Hagen.  On  détermine  facilement  ces  fossiles  avec  les 
mémoires  de  Hagen. 

4.  Hageniella  problernatica  Meunier.  On  voit  immédiate- 
ment à  tout  Taspect  de  l'articulé  que  ce  névroptère 
est  un  agrionidae.  Il  a  la  forme  svelte  et  l'abdomen 
étroit  de  ces  insectes.  Il  est  impossible  d'étudier  rigou- 
reusement la  nervation  des  ailes  de  ce  fossile.  Le  nom 
de  Hageniella  problematica  sera  donc  supprimé  ou  con- 
servé quand  on  connaîtra  mieux  les  empreintes  de  ces 
névroptères.  Actuellement  il  faut  seulement  se  con- 
tenter de  signaler  des  faits  Cette  pétrification  a  une 
taille  voisine  de  celle  de  Protolindenia  Deichmuller 
et  d^Uropetala  de  Selys;  mais  elle  s'en  distingue  par 
son  abdomen  agrionidiforme.  En  faisant  ces  quelques 
observations,  j'espère  attirer  l'attention  des  paléoento- 
mologistes sur  ces  névroptères  du  corallien  de  la 
Bavière. 

No.  16178. 

Tarsophlébia  eximia  Hagen.  C'est  avec  doute,  et  faute  de 
documents  sufiisants,  que  je  rapporte  cette  espèce  à 
Euphaea  longiventris  Hagen,  Deichmuller  et  Weyenbergh 
(PL  Vni,  fig.  10). 
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No.  15406. 

Empreinte  très  fruste  et  peut-être  référable  au  genre  Ter- 
mes Linné.  Il  est  impossible  d'étudier  sur  ce  fossile  la 
disposition  des  nervures  alaires.  Le  genre  Termes  (comme 
empreinte)  peut  être  confondu  avec  le  genre  Apochrysa 
Hagen.  Voir  travail  et  figure  de  Oppenheim. 

Malgré  la  mauvaise  conservation  de  cet  articulé,  je  crois 
utile  de  signaler  que  son  faciès  morphologique  semble  le 
rapprocher  des  Termes  Linné  (PI.  VIII,  fig.  11). 

No    15409. 

Cette  contre-empreinte  est  dans  un  très  mauvais  état  de 
conservation.  Ce  n'est  donc  qu'avec  doute  (et  même  provi- 
soirement) que  je  place  ce  névroptère,  à  cause  de  certaines 
ressemblances,  avec  Apochrysa  excelsa  Hagen  (voir  Oppen- 
heim texte  et  PI  XXXI  fig.  1).  Weyenbergh  n'a  pas  déter- 
miné cette  pétrification  (PI.  VIII,  fig.  12). 

Nos.  15407  et  15408. 

Empreinte  et  contre-empreinte  presque  indéterminables. 
Ces  fossiles  semblent  avoir  quelques  analogies  avec  les  Termi- 
tidae.  Les  ailes  sont  nettement  dessinées  sur  le  schiste,  mais 
on  ne  peut  faire  une  étude  approfondie  de  leurs  nervures.  La 
tête,  le  thorax  et  Tabdomen  (?)  sont  extraordinairement  frus- 
tes Avant  de  pouvoir  examiner  d'autres  matériaux,  on  ne 
peut  émettre  aucune  idée  sérieuse  (et  quelque  peu  exacte) 
sur  la  véritable  place  de  cette  curieuse  pétrification.  Nous 
préférons  avouer  notre  ignorance  au  lieu  de  créer  un  nouveau 
terme  générique  pour  un  insecte  encore  aussi  problématique- 
ment  connu  (PL  VIII,  fig.  13). 
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No.  15448. 

Je  crois  que  cette  empreinte  est  celle  d'un  orthoptère 
locustidae.  Il  est  impossible  de  classer  rigoureusement  cette 
très  fruste  pétrification  que  Weyenbergh  a  cependant  désigné 
sous  le  nom  de  Phaneroptera.  Ce  qui  me  fait  supposer  que 
cet  insecte  est  un  locustidae  c'est  principalement  la  longueur 
des  antennes. 

No.  15404. 

Cette  contre-empreinte  étant  très  effacée,  je  crois  qu'il  est 
prudent  de  dire  qu'elle  est  probablement  celle  d'un  orthop- 
tère locustidae. 

Weyenbergh  a  classé  ce  fossile  comme  étant  la  Locmta 
spedosa  Germar.  Les  anteimes  semblent  être  tracées  sur  le 
schiste,  mais  les  cuisses  postérieures  indiquent  surtout  que 
cet  articulé  est  une  „sauterelle". 

No.  16177. 

Cette  mauvaise  empreinte  est  probablement  celle  de  Pha- 
neroptera Germari  Munster  Les  antennes  et  une  des  ailes 
sont  assez  bien  conservées:  voir Oppenheim et Deichmûller. 

No.  15357. 

Cette  pétrification  est  fruste.  Le  faciès  de  tout  l'insecte  est 
bien  celui  de  Mesoblattina  lithophila  Germar.  L'animal  est 
étalé  sur  le  calcaire  (PI.  IX,  fig.  14). 

No.  15358. 

Contre-empreinte  du  No.  15357.  Les  nervures  des  ailes 
ne  sont  pas  distinctes. 
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Nos.  15333  et  15334. 

Empreinte  et  contre-empreinte  de  Nepaprimordialis  Germ  ar. 
Le  faciès  morphologique  des  Nepa  jurassiques  varie  beau- 
coup. Il  serait  très  facile  de  former  plusieurs  nouvelles 
espèces  avec  les  pétrifications  connues  actuellement.  Je 
préfère  cependant  me  borner  à  des  généralités  au  lieu  d'en- 
combrer la  paléoentomologie  d'une  foule  de  nouveaux  noms, 
qui  ne  peuvent  guère  faire  progresser  cette  science. 

No.  15338. 

Cette  contre-empreinte  est  très  fruste,  mais  il  est  facile 
de  la  classer  avec  la  Nepa  priraordialis  Germar. 

No.  15336 

Très  mauvaise  pétrification  de  Nepa  primordialis  Germar. 

No.  15335. 

Ce  fossile  est  beaucoup  plus  fruste  que  le  précédent.  Un 
examen  des  pattes  antérieures  permet  de  le  classer  avec 
certitude  parmi  la  Nepa  priraordialis  Germar. 

No.  15337. 

Nepa  primordialis  Germar.  Il  est  impossible  de  confondre 
ce  fossile  avec  le  genre  Belostoma  Latreille. 

No.  15356. 

Bel  exemplaire  très  reconnaissable  de  Belostoma  Latreille. 
En  détail,  les  particularités  anatomiques  de  cet  hémiptère 
sont  peu  visibles. 
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No.  15295. 

Belostoma  Latreille.  Cette  pétrification  est  mieux  con- 
servée que  la  précédente. 

No.  15292. 

Cette  empreinte  est  extraordinairement  fruste.  Après 
avoir  vu  un  grand  nombre  d'empreintes  de  BelostOTMij  je 
crois  que  ce  fossile  est  référable  à  ce  genre  d'hémiptère. 
Les  anciens  paléoentomologistes  auraient  confondu  cet  insecte 
avec  certains  grands  lamellicornes. 

Nos.  15412  et  15413. 

En  attendant  de  pouvoir  examiner  d'autres  fossiles  en 
meilleur  état  de  conservation,  je  désigne  cette  empreinte  et 
contre-empreinte  sous  le  nom  de  Corixa  mortua  Weyenbergh. 
Le  Notonecta  Elterleini  Deichmiiller,  que  je  n'ai  pas  ren- 
contré sur  les  schistes  de  la  Bavière,  est  plus  petit  que 
l'espèce  du  naturaliste  hollandais  (voir  Deichmûller) 
(PI.  IX,  fig.  15). 

No   15347. 

Halometra  gigantea  Germau  et  Oppenheim  =  Propygolampis 
gigantea  Germar. 

No.  15346. 

Pétrification  très  fruste  de  Halomstra  gigantea  Oppen- 
heim. 

No.  15345. 

Contre-empreinte  de  la  précédente 

Nos.  15343  et  15344. 

Empreinte  et  contre-empreinte  de  Halometra  gigantea 
Germar  et  Oppenheim. 

Nos.  15339  et  15340. 

Halometra  gigcmtea  Germar  (Oppenheim).  Ces  deux  pétri- 
fications sont  très  firustes. 

Nos.  15341  et  15342. 

Halometra  gigantea  Germar.  Empreinte  et  contre- 
empreinte. 
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Nos.  15348  et  15349. 

Ces  fossiles,  qui  sont  extraordinairement  frustes,  me  sem- 
blent cependant  être  des  Halometra  gigantea  Germar. 

Comme  Oppenheim,  je  place  ces  curieux  insectes  dans 
Tordre  des  hémiptères.  Le  faciès  morphologique  de  ces 
fossiles  les  rapprochent  des  Hydrometridae.  Sur  aucune  des 
plaques  de  la  collection  du  Musée  Teyler,  il  n'a  été  possible 
de  faire  Tétude  de  la  nervation  des  ailes  de  ces  articulés. 
DEJCHMiiLLER  a  placé  ces  insectes  avec  les  orthoptères 
dans  la  famille  des  acrididae.  (voir  les  travaux  de  Oppenheim 
et  Deichmuller). 
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4.  COLÉOPTÈRES. 


Nos.  15351  et  15352. 

Après  avoir  examiné  minutieusement  l'empreinte  et  la 
contre-empreinte  du  Caraims  Tf^mfc/mWEYENBEROHj  je  pense 
que  ces  fossiles  sont  des  coléoptères  de  la  famille  des  cara- 
biques;  mais,  il  me  semble  que  ces  êtres  ont  plus  de  res- 
semblance avec  les  Procntstes.  Les  elytres  sont  très  frustes. 
On  distingue  cependant  quelques  points  qui  se  trouvent 
sur  les  stries  longitudinales  et  qui  sont  à  peine  visibles  à 
un  assez  fort  grossissement.  A  première  vue  et  sans  consi- 
dérer la  différence  de  taille  on  est  enclin  à  placer  cette 
espèce  avec  le  Corydaliê  vetusta  Hagkn.  Mais  les  traces 
d'élytres  sur  le  calcaire  lithographique  indiquent  la  pré- 
sence d'un  insecte  de  Tordre  des  coléoptères  (PI.  IX,  fîg.  16) 

Nos.  15419  et  15420. 

Empreinte  et  contre-empreinte  très  effacée.  Comme  faciès 
morphologigue  ces  fossiles  sont  peut-être  des  Prosytiscas 
eichstatterms  Oppexh-eim.  Ces  déterminations  ne  sont  que 
provisoires  parce  que  ces  pétrifications  sont  encore  vague- 
ment connues  (voir  les  travaux  de  Oppenheim). 

No.  16181. 

Comme  Weyenbergh,  je  rapporte  (avec  doute  cependant), 
ce  fossile  à  Saperdites  cristallosus  Weyenbergh.  Il  est  plus 
prudent  de  dire  que  cette  contre-empreinte  est  celle  d'un 
coléoptère  de  grande  taille. 

Nos.  15416  et  15417 

Il  est  impossible  de  donner  une  détermination  générique 
de  ces  coléoptères.  Les  élytres  ont  des  stries  longitudinales 
profondes  et  bien  visibles.  La  plupart  des  espèces  de  coléo- 
ptères fossiles  de  Weyenbergh  et  quelques  minuscules  formes 
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décrites  par  Dricemuller  et  Oppknheim  seront  relégées  au 
rang  des  mythes  par  la  suite.  En  examinant  superficiellement 
ce  fossile,  on  est  tenté  de  le  ranger  avec  le  Ewrythyrea 
grandis  Deichmulleb  (Buprestidae)  (PI.  IX,  flg.  17,  et 
PI   X,  fig,  18). 

No.  15361 

C'est  avec  légèreté  que  Weyenbebgh  a  décrit,  sous  le 
nom  de  Getonia  defosm^  cette  indéterminable  empreinte  de 
coléoptêre  (PL  X,  fig.  19). 

No.  15359. 

Pétrification  de  coléoptêre. 

No.  15354. 

C'est  avec  le  plus  grand  doute,  que  je  crois  que  ce  fos- 
sile a  quelque  ressemblance  avec  les  petits  coléoptères  hy- 
drophilidae. 

No.  15360. 

C'est  avec  légèreté  que  Weyenberqh  a  désigné  cette 
empreinte  comme  étant  celle  d'un  coléoptêre  buprestidae 
{BujrresHs  lapidelytris).  En  présence  d'une  aussi  mauvaise 
pétrification,  il  est  seulement  utile  de  dire  que  cet  insecte 
est  un  coléoptêre. 

No.  15353. 

Aucun  organe  de  ce  fossile  n'étant  suffisamment  conservé, 
on  doit  se  borner  à  dire  que  cette  empreinte  est  celle  d'un 
grand  coléoptêre  Weyenberqh  a  cependant  désigné  cette 
pétrification  sous  le  nom  de  Oryctes  pluto  (PI.  X,  fig.  20). 

No.  15418. 

Cette  très  fruste  empreinte  est  peut-être  celle  d'un  coléo- 
ptêre (PL  X,  fig.  21). 

No.  16350. 

Empreinte  très  effacée  de  Procalosoma  Giardi  Meunier 
(voir  bulletin  de  la  soc.  Zoologique  de  France,  Cet.  et  Nov., 
1895)  (PI.  XI,  fig.  22). 
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5.    HYMÉNOPTÈRES. 


No.  15395. 

Rhipidxyrhahdus  Schroeteri  Oppenheim  =  Pseudosirex  Schroe- 
teri  Deichmûller. 

Nos.  15396  et  15397. 

Rhipidorhahdus  Schroeteri  Oppenheim  ■==  RhipidorhoMm 
Schroeteri  Deichmûixer  =  Sphinx  Snelleni  Weyenbergh. 

Cette  empreinte  et  contre-empreinte  sont  très  frustes.  Le 
faciès  morphologique  de  ces  fossiles  a  beaucoup  d'analogie 
avec  les  lépidoptères  sphingides  Avant  de  posséder  des 
renseignements  plus  complets  sur  ces  singuliers  êtres,  il  est 
cependant  préférable  de  les  placer  provisoirement  dans 
l'ordre  des  hyménoptères. 

No.  15399. 

Les  antennes  de  ce  fossile  étant  „dûnn"  comme  le  sig- 
nale Oppenheim,  et  sa  taille  étant  moyenne,  je  suis  porté 
à  croire  que  cette  pétrification  est  le  Rhipidorhabdus  mini' 
mus  Oppenheim.  Je  n'accorde  cependant  que  peu  d'impor- 
tance à  la  détermination  spécifique  de  ces  articulés,  à  l'ex- 
ception de  R.  Schroeteri. 

No.  16182. 

Cette  empreinte  très  fruste  est  probablement  celle  d'un 
Rhipidorhabdus. 

No.  15400. 

Empreinte  très  effacée.  A  cause  de  sa  petite  taille,  c'est, 
peut-être  le  R.  minimus  Oppenheim. 

No.  15401. 

Probablement  le  R.  minimus  Oppenheim. 


HYMÉNOPTÈRES.  237 

No.  15402. 

A  cause  de  sa  tête  assez  volumineuse,  je  suis  porté  à 
prendre  cette  pétrification  comme  étant  un  Jabellovena 
Karschi  Oppenhejm.  On  ne  peut  déterminer  qu'approxima- 
tivement  cette  empreinte,  puisque  les  antennes  font  défaut. 

No.  15403. 

Comme  Weyenbergh,  c'est  avec  le  plus  grand  doute  que 
je  rapporte  cette  pétrification  à  une  chenille  de  lépidoptère 
sphingide.  Avant  de  pouvoir  étudier  d'autres  spécimens,  il 
est  impossible  de  connaître  la  place  systématique  que  doit 
occuper  cette  curieuse  contre-empreinte  (PI.  XI,  fig.  24). 

No.  15394. 

Pétrification  très  effacée  et  probablement  de  Rhipidarhabdus 
Oppenheim. 

No.  15411. 

Le  Riamia  gigas  Germar  et  Weyenbergh.  Depuis  l'appari- 
tion du  mémoire  du  naturaliste  hollandais  aucun  paléoen- 
tomologiste n  a  signalé  la  présence  du  prétendu  Ricania 
gigas  dans  les  schistes  lithographiques  de  la  Bavière. 

Comme  Scudder  et  Oppenhejm,  je  crois  que  le  Ricania 
gigas  de  Germar  appartient  à  un  orthoptère  blattide  du 
genre  Pterinohlattina. 

Le  Ricania  gigas  de  Weyenbergh  (Archives  du  Musée 
Teyler,  T.  II,  p.  270;  pi.  XXXV,  fig  23),  est  la  forme 
la  plus  aberrante  qui  a  été  trouvée  dans  le  gisement  de 
Solenhofen.  Il  est  impossible  de  savoir  à  quel  ordre  d'in- 
secte appartient  ce  fossile.  Il  n'existe  qu'une  aile  sur  la 
plaque  examinée  par  Weyenbergh.  La  nervure  marginale 
antérieure  est  assez  bien  conservée  sur  une  partie  de  sa  lon- 
gueur. On  distingue  nettement  quatre  nervures  longitudi- 
nales, qui  semblent  vouloir  aboutir  à  la  marginale  (bord 
de  Taile)  et  un  grand  nombre  de  fines  nervures  longitudi- 
nales très  rapprochées  (avec  quelques  petites  transversales) 
qui  partent  de  la  quatrième  nervure  longitudinale.  Dans 
sa  moitié  postérieure  le  réseau  des  nervures  alaires  est  plus 
hétérogène  et  les  petites  nervures  transversales  plus  appré- 
ciables. La  figure  donnée  par  Weyenbergh  reproduit  assez 
bien  les  caractères  de  cette  pétrification.  Je  désigne  pro- 
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visoirement  cette  singulière  contre-empreinte  sous  le  nom 
de  Brongniartiella  problematica  Meunier  =  Ricania  gigas 
Wryenbergh  (nec  Gehmar). 
Observation:  Le  Pycnophlebia  speciosa  Grrmar  et  Deichmîu.i.f.r 
qui  a  quelque  analogie,  comme  nervation  alaire,  avec  le 
Brongniartiella,  s'en  distingue  immédiatement  par  ses  ailos 
qui  ont  110  millimètres  de  longueur  (voir  Oppeniikim) 
(pi.  XI,  fig,  25). 


6.   EMPREINTES   D'INSECTES. 


No.  15414. 

Pétrification  indéterminable,  Lystra  Vollenhoveni  Weyen- 

DERGH. 

No.  15415. 

Comme  le  précédent. 

No.  15450. 

Les  petites  nervures  qui  sont  sur  le  calcaire  me  semblent 
être  les  restes  de  l'aile  d'un  insecte. 

Agrion  eichstattense  Hagen  (d'après  Weyenbeugh). 

Nos.  15451  et  15452 

Je  crois  que  cette  empreinte  et  contre-empreinte  peuvent 
être  considérées  comme  larve  d'un  insecte. 

Nos.  15453  et  15454. 

Ces  fossiles  sont  extraordinaii-ment  frustes,  mais  de  feibles 
traces  de  nervures  alaires  semblent  indiquer  un  insecte 
de  l'ordre  des  névroptères.  Weyenbergh  a  considéré  ces 
pétrifications  comme  étant  de  Petalv/ra  varia  Hagen  {Urope- 
tala  Kôhleri  Deichmûller). 


INDEX   BIBLIOGRAPHIQUE.') 
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que de  la  Bavière.  (Bull.  Soc.  Zoologique  de  France, 
p.  14  à  15.  Paris  1894). 

2.  id.       Note  sur  deux  prétendues  empreintes  de  diptères  des 

schistes  de   Solenhofen.    (Bull.    Soc.    Ent    de  France 
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fasc.  I,  1896). 
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FiG.  10. 


Tarsophlebia  eximia  Hagen. 

No.  16178. 


Termes  Linné. 

No    15406 


FiG.  12. 


FiG.  13. 


Apochrysa  excelsa  Hagen  et  Oppenheim. 

No    15400. 


Termes  Linné. 

No.  15407. 


Archives  du  Musée  Teyler,  Série  IL  Vol.  V.  P.  III. 
FiG.  14. 


PL  IX. 


Mesoblattina  lithophila  Germar. 

No.  15357. 


FiG.  15. 


Corixa  mortua  Weyenb. 

No.  15413. 


F    iG.  17. 


FiG.  16. 


Carabus  Winkleri  Weyenb. 

No.  15352. 


Coléopière. 

No.  15410. 
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FiG.  18.  FiG.  19. 


PI.  X. 


Coléoptère. 

No.  15417. 


Empreinte  de  co/ôoptère. 


No.  15361. 


FiG.  20. 


FiG.  21. 


Coléoptère  indéterminable. 

No.  15353. 


Empreinte  de  coléoptère. 

No.  15418. 
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PL  XI 


FiG.  22. 


Procalosoma  Giardi  Meunier. 

No.  15350. 


Rhipidorhabdus  Schroeteri  Oppenheim. 

No.  153E5. 


Fio    24. 


Chenille  de  Lépidoptère  sphingide  Weyenh. 

No.  15403. 


Brongninartiella  problematica  Meunier. 

No.  15411 
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PUBLICATIONS  ACADÉBOQUES 

et 

BECUEILS  FÉBIODIQUES. 


ALLEMAGNE. 

Emden. 

Naturforschende  Gesellscbaft. 
I.  Kleine  Schriften.  IV— XVIII.  1855-1879. 
II.  Jahresbericht.  1850  etc. 

Fraocfort-SDr-Xain. 

Seiickenbergische  naturforschende  Gesellscbaft.  Ad.  pag.  13;  760;  825;  920. 

Abbandlungen. 

Bd.  XXn.  W.  KQkeothal:  Ergebnisse  einer  zoologiscben  Forscbungsreise 
in  den  Molukken  uud  Bornéo.  Erster  Tbeil:  Reisebericbt.  —  Anbang: 
W.  KOhenthal:  Ueber  Alfurenscbadel  von  Halmabera.  1896. 

Avec  14  pi    lith.  col.,  53  photogr.,  4  cartes  et  5  fig.  dans  le  texte  de 
334  pages. 

GôUiDgne. 

Kônigl.  Gesellscbaft  der  Wissenscbaften.  Ad.  pag.  14;  760;  871;  920. 
IV.   Nacbricbten  von  der  Georg-Augusts  Universitat  und  der  Kôuiglicbe 

Gesellscbaft   der  Wissenscbaften  zu  Gôttingen.  Von  Juli  bis  December 

1845  etc.  In  12^ 

Halle  8/S. 

Naturforschende  Gesellscbaft.  Ad.  pag.  15;  920. 

Auszug  aus  den  Sitzungs-Protokollen  des  naiurwissenscliaftiicheu  Vereins 
in  Halle.  Erstes  Jabr,  vom  Jabr  1848— Juni  1849. 
Avec  1  pi.  lith.  et  texte  de  36  pages. 
Sitzungsbericbten  der  naturforscbenden  Gesellscbaft.  1866—1878.  In  4^. 


964  BIBLIOTHÈQUE. 

Leipzig. 

Fûrstlîch    Jablonowskische    Gesellschaft.     —     Mathematisch-naturwiasen- 

schaftliche  Section.  Ad.  pag.  19;  82  5. 
Abhandlungen   bei   Begrûudung  der  Kônigl.  Sâchsischen  Gesellschaft  der 

Wissenschaften    am  Tage    der  Zweihundertjâhrigen  Geburtsfeier  Lrib- 

nizens,   herausgegeben  von   der   Fûrstl.  Jablonowskischen   Gesellschaft. 

Leipzig,  1846.  In  8^. 

Vf.  lYachsiniith:  Briefe  von  Leibniz  an  Christian  Philipp.  -  À.  F.  MWiis: 
Ueber  eine  neue  Behandiungsweise  der  analytischen  Physik.  Mit  1  Tafel.  — 
M.  W.  Drobisch:  Ueber  die  rnathennatische  Bestimmung  der  nnusikaliscben 
Intervalle.  —  A.  Seebeck:  Ueber  die  Srhwingungen  der  Saiten.  —  C.  F. 
Naamann:  Ueber  die  Spiralen  der  Conchylien.  —  F.  Reieli:  Elektriscbe 
Versuche.  —  W.  Weber:  Elektrodynamische  Maasbestimmangen.  Mit  10 
Fig.  —  E.  H.  Weber:  Zusâtse  zur  Lehre  vom  Baue  und  den  Verricbtungen 
der  Geslechtsorgane.  Mit  10  Taf.  —  C*  G*  Lehmanii:  Beitrâge  zur  Kenntniss 
des  Verhaltens  der  Kohlensaureinhalation  unter  verschiedenen  physiologi- 
schen  und  pathologischen  Verliiiitnissen. 

AMÉRIQUE  MÉRIDIONALE. 

République  Argentioe. 
Bnenos-Aires. 

Museo  Nacional.  Ad.  pag.  35. 
Sous  le  titre: 

„  Anales  del  Museo  Nacional  de  Buenos-Aires  fundados  por  el  Prof.  Dl 
Germ.  Barnieister.  Segunda  Série  publicado  por  el  Prof.  Dr.  Carias 
Berg,  Actual  Director  del  Museo  Nacional/'  fut  continué  la  publication 
des  Annales  del  Museo  publico  de  Buenos-Aires.  Tomo  IV  (Ser.  2», 
Tom.  I).  1895. 

Anales  del  Museo  do  la  Plata.  Ad.  pag.  35;  790;  829;  872;  920. 
Seccion  Zoologica. 
II.  1895.  F.  Lahille:  ContributionK  à  Tétude  des  Ëdentés  à  bandes  mobiles  de  la 

Republ.  Argentine.  Avec  3  pi.  et  texte  de  34  pages: 
III.  1895.  F.  P.  Moreno:   Nota  sobre  los  restos  de  Hyperoodontes,  conserTado^ 
en  el  Museo  de  la  Plata.  Avec  2  pi.  et  texte  de  8  pages. 

Cliile. 

Santiago. 

Société  scientifique  du  Chili.  Ad.  pag.  872. 

Cette   Société   publia  en   1891   le  Compte-rendu   du   Congrès  scientifique 

etc.  sous  le  titre:  Congreso  scientifico  gênerai  Chileno  de  1894.  Santiago 

de  Chili,  Imprenta  Servantis,  1895.  In  8°. 

F.  Oauthier:  De  Tinfluence  du  cblore  dans  la  minéralisation  des  liions  d'or 
et  d'argent.  —  L.  Yergara  Flores:  Craneos  de  Indigenas  bolivianos.  Avec 
2  pi.  —  J.  À.  Krahnaos:  Variations  de  la  pesanteur  dans  une  même  localité, 
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dévoilées  par  les  variations  de  rnarclie  concordantes  des  trois  pendules  astro- 
nomiques de  robservatoire  de  Santiago  (Chili).  —  À.  £•  Salaiar  i  Q«  New- 
mann:  Estudios  ijienicos  del  aire.  Avec  3  pi.  —  F.  Lataste:  Les  cornes 
des  mammifères,  dans  leur  axe  osseux  aussi  bien  que  dans  leur  revêtement 
corné,  sont  des  productions  cutanées.  —  G.  Dehors:  Quelques  cas  térato- 
logiques  observés  a  Tabattoir  de  Santiago.  Avec  fig.  —  C.  PéresB  Canto: 
Contribution  al  estudio  de  los  microfitos  en  las  pulmonias  infecciosas.  Avec 
fig.  --  P,  Lemétayer:  Sobre  aguas  de  poso  de  Sautingo  i  sus  aircdedores.  — 
F*  Lataste:  De  la  limitation  volontaire  du  nombre  des  enfants  aux  points 
de  vue  de  la  morale  et  de  l'intCret  de  la  famile,  de  la  patrie  et  de  l'huma- 
nité. —  À*  Hnrillo:  Influencia  de!  colera  sobre  la  preiiez  i  de  la  preïïez 
sobre  el  colera.  I.  —  T.  Rejres:  Contribution  al  estudio  de  la  etiologia  itra- 
tamiento  del  colera  asiiitica.  —  R.  Lens:  Una  carta  de  P.  Andrés  Febrés 
a  P.  Bernardo  Haverstadt,  notas  bibliogrdficas  sobi-e  la  lengua  araucaoa.  — 
À.  No^ès:  Carta  jeologica,  mineralojica  i  agronomica  de  Chile  (proyecto 
de  ejecucion).  —  0*  Malra:  El  iodo  en  el  tratamiento  de  la  ficbre  tifoidea 
(puede  favoricer  las  hemorrajias?).  —  J.  L.  Araneibla  Bnbio:  Telegrafia 
electrica.  —  M.  Poso  Areuas:  Causas  i  efectos  fisicos.  —  F.  J.Saa  Roman: 
Los  Congresos  inlernacionales  de  jeolojica.  —  BavUa  Boza:  Mortalidad  de 
los  ninos  en  Santiago.  —  J.  C.  €faunau:  Accidentes  causados  ^or  insectes 
penzoûosos  de  Chile.  Avec  fig.  —  F*  PngTA  Borne:  Observacion  de  picadura 
de  araûa  domestica.  ~  K«  Kabeion:  Néografos  kontemporaneos. 

Avec  5  pi.  lith.,  tabl.  et  fig.  intercalées  dans  le  texte  de  264  pages. 
AMÉRIQUE  SEPTENTRIONALE. 

ÉTATS-UNIS  DE  TAHERIQUE  SEPTENTRIONALE. 

New-Tork. 

Academy  of  Sciences.  Ad  pag.  36. 
Cette  Académie  a  publié  depuis  1881. 

I.    Transactions   of  the  New- York  Academy  of  Sciences,  laie  Lyceum  of 
Natural  History.  Vol.  I  etc. 

II.    Mémoire.  Vol.  I.  1895. 

Salem,  Massachussets. 

L'Association  Américaine  pour  Tavancement  des  Sciences  tient  depuis 
1848  chaque  année  une  session  générale  dans  Tune  de  villes  des  États 
Unis  et  annuellement  elle  publie  un  Compte*Rendu  des  Scéances. 

La  première  réunion  eut  lieu  à  Philadelphie  en  1848. 

I.    Proceedings    of  the    American   Association    for   the  advancement  of 
Science. 
First  Meeting  held  at  Philadelphia,  September  1848,  etc   In  8®. 
II.    Memoirs.  Vol.  L  1875.  (Ce  volume  est  tout  ce  qui  a  paru). 
8.  H.  Scadder:  Fossil  butterflies. 

Avec  3  pi.  lith.  et  texte  de  09  pages. 
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Peabody  Academy  of  Sciences   Ad.  pag.  762. 

Mémoire.  Vol.  I.  1809-1881.  In  4^ 

8*  H.  Sendder:  Revision  of  the  large,  stylated,  fossorial  crickets.  Avecl  pi. 
—  À.  8.  Packard:  Embryological  studies  on  Diplax,  Perîthemis  and  the 
thysanurous  genus  Isotoma.  Avec  3  pi.  —  Embryological  studies  on 
hexapodous  insects.  Avec  3  pi.  —  J,  Wymau:  Fresh-'^'ater  shell  mounds 
of  the  St  John's  river,  Florida.  Avec  9  pi  —  J,  S.  Kingriey  :  Contributions 
to  the  anatomy  of  tlie  Holothurians.  Avec  2  pi.  —  J.  W«  Fewkes:  On  the 
development  of  the  Pluteus  of  Arbacia.  Avec  1  pi. 

AUTRICBE-HONGBIE. 

Budapest. 

Académie  hongroise  des  Sciences  mathém.  et  naturelles.  Ad.  pag.  25;  790. 
J.  Knisper:  Observationes  meteorologicae,  annorum  1861 — 1870.  Budapest, 

1885. 
Société  royale  hongroise  des  Sciences  naturelles.  Ad.  pag.  24  ;  760  ;  790  ;  828. 
J.   Begyfoky:  Ueber  die  Windrichtung  in  den  Lândern  der  Ungarischen 

Krone,  nebst  eiuem  Anhang  iiber  Barometerstand  und  Kegen. 
Avec  5  cart.  et  iS  fig.  dans  le  texte  de  i73  pages. 

N.  Fiiarszky  :  A  charafélék  kulônôs  tekintettel  a  magyarorezagi  fajokra.  — 
Die  Characeen  (Characeae  L.  C.  Richard)  mit  besonderer  Rûcksicbtauf 
die  in  Ungarn  beobachteten  Arten.  Budapest,  1893.  In  4°. 

Avec  5  pi.  lith.  et  20  fig.  intercalées  dans  le  texte  (hongrois  et  allemand) 
de  129  pages. 

E.  ?on  Daday:  Cypridicola  parasitica  nov.  gen.,  nov.  spec.  —  Ein  neues 
Râderthier. 

Avec  i  pi.  et  texte  de  32  pages. 

Gracofie. 

Académie  des  Sciences.  Ad.  pag.  24;  760;  790;  829. 

Cette  Société  savante  pubHe  depuis  1896: 

Materyaly  antropologiczno-archeologiczne  i  etnograficzne.  Tom.  I.  la  8°. 

Prague. 

Naturhîstorîscher  Verein  „Lotos".  Ad.  pag.  27. 
Cette  Société  publie  depuis  1896: 

Abhandlungen  des  deutschen  naturwissenschaftlichen-mediciniscben  Ver- 
eines  fur  Bôhmen  „Lotos".  Band  I,  etc.  In  4®. 

DANEMARK. 

Copenbague. 

Kongelige  Danske  Videnskabernes  Selskabs  (Académie  Royale  Danoise 
des  Sciences).  Ad.  pag.  33;  874. 
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Oversigt   over  det  Kongelige  Danske  videnskabernes  Selskaps  Forhand- 
linger  og  dets  Mediemmers  Arbeider  fra  1814  till822.  Af  Prof.  Oersted. 
Idem  fra  1822-1824. 
Idem  fra  1824-1827. 
Idem  fra  1827—1828. 
Idem  fra  1828—1832. 

FRANCE. 
Lyon. 

Académie  Impériale  des  Sciences,  Belles-Lettres  et  Arts.  Ad.  pag.  42. 
Mémoires.  Classe  des  Sciences    Tome  II— VI,  1852—1856;  VIII— XVI, 
1858-1867.  In  8^ 

Parig. 

Journal  des  Savants.  Ad.  pag.  45;  831. 

Année  1850 — 1868.  Paris,  Imprimerie  Nationale.  1850 — 1851.  Imprimerie 
Impériale.  1853— 186S. 

Tonloase. 

Faculté  des  Sciences. 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse  pour  les  Sciences  mathé- 
mathiques  et  les  sciences  physiques,  publiées  par  un  Comité  de  Rédac- 
tion composé  des  Professeurs  de  mathématiques,  de  physique  et  de 
chimie  do  la  Faculté,  sous  les  auspices  du  Ministère  de  Tlnstruction 
Publique  et  de  la  Municipalité  de  Toulouse,  avec  le  concours  des  Con- 
seils Généraux  de  la  Haute-Garonne  et  des  Hautes-Pyrénées.  Tome  I. 
etc.  1887.  In  4^. 

L'Échange.  Journal  mensuel  paraissant  tous  les  15  des  mois.  Organe  des 
Naturalistes  de  la  région  Lyonnaise,  contenant  les  demandes  d'échange, 
d'achat  ou  de  vente  des  livres,  collections  ou  objets  d'histoire  naturelle. 
Publié  sous  la  direction  de  M.  Jacquet  avec  la  coUoboration  et  le 
Concours  de  M.M.  L.  Blanc,  P.  Chanay;  L.  Girerd,  B.  Grilat,  J.  B. 
Benand,  L.  Beynaai,  A.  BIcbd,  N.  Bonx  et  L.  Sonthonnax.  Ire  Année, 
1885  etc.  In  8^ 

Depuis  1896  cette  publication  a  pour  titre: 

L'Échange.  Revue  Linnéenne  fondée  par  Dr.  Jacquet.  Organe  mensuel 
des  Naturalistes  de  la  Région  lyonnaise  et  du  Sud-est.  Contenant  les 
demandes  d'échange,  d'achat  ou  de  vente  de  livres,  collections  ou  ob- 
jets d'histoire  naturelle.  Comité  de  rédaction  F.  Gaillebean,  A.  Locard, 
Saint-Lager,  L.  Sonthonnax,  Directeur. 

La  Direction  a  publié  (tirage  à  part,  pagination  spéciale)  dans  ce  raceuil: 

Xambee:  Moeurs  et  métamorphoses  d'insectes  et  A.  Loeard:  Notes  con- 
chyliologiques. 
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ITALIE. 
Bologne. 

Accademia  délia  Scienze  dell'  Istituto.  Ad.  pag.  58. 
Rendiconti  délie  Sessioni.  Anno  Accademico  J  840— 1867. 
Memorie,  Séria  II,  Tom.  X;  Séria  III,  Tom.  I— X,  1870—1879. 

Palermo. 

Accademia  di  Scienze  e  Liettere.  Ad.  pag.  763;  792. 
Atti,  Nuova  Séria,  Vol.  I  etc.  1845.  In  4^ 

OCÉANIE. 
Victoria. 

Melbourne.  Ad.  pag.  62. 

Le  „Victorian  Institute,  la  Philosophical  Society  of  Victoria  et  Tlnstitut 
philosophique  de  Victoria"  furent  réunis  en  1840  en  une  seule  Société 
,1a  Société  Royale  de  Victoria,"  qui  publie  annuellement:  des  Transac- 
tions. Les  Transactions  des  autres  Sociétés  furent  réimprimées  en  quatre 
volumes,  dont  le  premier  nous  manque.  Les  suivantes  se  trouvent  dans 
notre  Bibliothèque. 

PAYS-BAS. 
Lelde. 

Maatschappij  van  Nederlandsche  Letterkunde  te  Leiden.  Ad.  pag.  75;  832. 

Cette  Société  publia: 
Informacie  up  den  Staet,  faculteyt  onde  gelegenheyt  van  de  Steden  ende 
Dorpen  van  Hollant  ende  Vrieslant,  om  daernae  te  reguleren  de  nyeuwe 
schiltaeîe  gedaen    in  den  Jaere  MDXIV.  Leiden,  A.   W.  Sijihoff^  1866. 
In  8°. 

Texte  de  689  pages. 

J.  Verdani:  G.  van  der  Schueren's  Teuthonista  of  Duytschlender.  (Op  nieuw 
bewerkt  door).  Leiden,  E,  J.  Brill,  1896.  In  8°. 
Texte  de  512  pages. 

RUSSIE 
Dorpat  (Jurjew). 

Naturforscher-Gesellschaft  Ad.  pag.  79;  925. 

Cette  Société  publie  depuis  1884:  Schriften  herausgegeben  von  derNatur- 
forscher  Geselschaft  bei  der  Universitat  Dorpat.  I  etc.  1884.  In  8^. 

Vol.  XI,  fasc.  I,  de  TArcliiv  fiir  die  Naturk.  Liv-,  Ehst-  und  Kurlands 
contient  «als  Festgabe  dem  Xaturforscher  Verein  zu  Riga,  zur  Feier  seines 
50  jiihrigen  Bestehens,  nach  dem  Wiinsch  des  Verfasseï^  dargebracht  von 
der  Naturf.  Gesellsch.  bei  der  Universitat  Jurjelï-Dorpat*' : 

E.  Lehninnn:  Flora  von  Polnisch-Livland  mit  besonderer  Berucksichti- 
gung  der  Florengebiete  Nordwestrusslands,  des  Ostbalticums,  der  Gou- 
vernements Pskow  und  St.  Petersburg,  sowie  der  Verbreîtung  der  Pflanien 
durch  Eisenbahnen.  Mit  einer  Karte. 
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Hoseoo. 

Société  Impériale  des  Naturalistes.  Ad  pag.  80;  801. 

Nouveaux  Mémoires.  Tome  X,  1855.  —  Tome  XI,  1859.  —  Tome  XII,  1860. 

SUÉDE  ET  NORVÈGE. 

Cbrisllaoia. 

Yidenskabs-Selskab.  Ad  pag.  82;  928. 
Forhandlinger.  1894. 

0.  Bldenkap:  Tre  nye  Annulata  Polycbaeta. 

E.  Jërgensen:  Om  floraen  i  Nord-Reesen  og  tilstôlende  dele  af  Lyngen. 
0.  Bidenkap:  Systematisk  oversigt  over  Norges  Annulata  Polychaeta.  Avec  3  pi. 
0.  Dabi:  Plantegeografiske  undersogelser  i  ydre  Sondmere,  1894. 
Vidensk.  Skrifter,  1896. 

Chr.  A.  Hflnster:  Kongsberg  ertsdistrikt. 

G.  Lagerkelm :  Anatomie  der  Zwiebcl  von  Criniim  pratense  Herb« 

W.  €•  Brugg^er:  Die  Ëruptivgesteine  des   Kristianiagebietes.  I   Die  Gesteine 

der  Georudit-Tinguait-Serie.  Avec  4  cart.  et  pi.  et  17  fig   dans  le  texte. 
G.  0.  Sars:  Contributions  to  the  knowledge  of  the  fresh-water  Ëntromostitica 
of  New-Zealand,  as   shown  by  artificial   hatching  from  dried  mud.  Avec  8 
pi.  col.  et  noires. 

LUND. 

Universitatis  Lundensis.  Ad  pag.  82;  834. 

Dans  le  Tome  XXXI  des  Acta  Universitatis  Lundensis  se  trouve: 

Inneliâllsfôrteckning,  systematisk  ôfversikt  och  Fôrfattare-register,  Tora. 
I— XXX,  Arg.  1864—1893/94,  utarbetade  af  P.  Sjobeck. 

Stockholm. 

Académie  Royale  des  Sciences   Ad  pag.  83;  834. 

Arsberâttelser  om  Vetonskapernas  Framsteg,  afgifne  af  Kongl.  Vetenskaps- 

Academiens  Embetsmân.  1821—1823;  1825— 1827;  1829— 1830;  1834— 

1835.  Stockholm.  In  8^ 

SUISSE. 
Genève. 

Bibliothèque  Universelle  et  Revue  Suisse.  Ad  pag.  86. 

En  mémoire  du  Centenaire  la  Rédaction  a  orné  les  publications  de  1896 

avec  les  portraits  des  fondateurs  Cbarl.  Pictet  de  Rochemoiity  Frédér. 

GnlU.  Hanrlce  et  Marc-Auguste  Pictet,  1796. 

Zurich. 

Naturforschende  Gesellschaft.  Ad  pag.  85;  765;  834;  927. 

Cette  Société  publia  en  1896: 

Festschrift  der  Naturf.  Gesellschaft  in  Zurich  1746— 1896.  Den  Teilnehmern 
der  in  Zurich  vom  2 — 6  August  1896  tagcnden  79sten  Jahresversamm- 
luDg  der  Schweizerischen  Naturforschenden  Gesellschaft  gewidmet.  In 
zwei  Theilen.  In  8**. 
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Vierteljahrsschrift  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Zurich.  41  ste^Jah^ 
gang,  1896   Jubelband. 

Erster  Theil.  Vorwort.  Einleitung.  Die  GrOndung  der  Gesellschaft.  Die  âunere 
Entwickelung  der  GeFollschaft.  Die  Phlsidenten  der  Gesellschaft.  Die  Sekretâre. 
Die  Quàstoren.  Die  Thâtigkeit  der  Gesellschaft.  Die  Publikationen  der  Gesell- 
schaft. Instrumentensammlung  und  die  Sternwarte.  Die  natarhistorischen 
Samrolungen.  Der  botanische  Garten.  Die  Bibliothek.  Beziehungen  zu  anderen 
Gesellschaften.  Anmerkungea  und  Literaturnachweis.  Namenregister. 
Avec  14  portraits  (6  pi.  lith.)  et  des  fig.  dans  le  texte  de  273  pages. 

Zweiter  Theil.  E,  B.  Christoffel:  Die  Convergenz  der  Jacobischen  J-Reihe  mit 
den  Moduln  Riemanns.  —  J.  Franel  :  Sur  la  fonction  {  (t)  de  Riemaon  et 
son  application  à  l'arithmétique.  —  G.  Frobenius:  Zur  Théorie  der  Scharen 
bilinearer  Formen.  —  C.  F.  Geiser:  Das  riiumliche  Sechseck  und  die  Kum- 
mer'sche  Flâche.  —  A.  HurwilE:  Ueber  die  Ketti^ubrOche,  dercn  Teilnemer 
arjthmetische  Reihen  bilden.  —  T.  Beye:  Beweis  einiger  Sâtze  von  Chasles 
uber  konfokale  Kegelschnitte.  -  F.  Rudlo:  Zur  Théorie  der  Strahlensysteme, 
deren  Brennflâchen  sich  aus  Flàchen  zweiten  Grades  zusammensetzen.  - 
H.  Weber:  Darstellung  der  FresneFschen  Wellenflàche  durch  elliptische 
Funktionen.  —  J.  B.  Hesserschmidt:  Relative  Schweremessungen  in  der 
Schweiz.  —  A.  Wolfer:  Zur  Bestimmung  der  Rotationszeit  der  Sonne.  Mit 
1  Taf.  —  A.  Klelner:  Zwei  neue  Messinstrumenten.  —  J.  Pemet:  Ueber 
die  Aenderung  der  specifîschen  Wiirme  des  Wassers  mit  der  Temperatur  und 
die  Bestimmung  des  absoluten  Wertes  des  mechanischen  Aequivalentes  der 
Wârme-einheit.  —  ]l.l¥ild:  Theodolit  fur  magnetische  Landesaufnahmen. - 
E.  Bamberger:  Ueber  0  Alphylhydroxylamine  und  Alphylnitrosokôrper.  - 
A.  Hantneh:  Zur  Statik  und  Dynamik  der  StickstolTvei'bindungen.  - 
P.  Choffttt:  Coup  d'oeil  sur  les  mers  mésozoiques  du  Portugal.  Avec  1  pi. - 
J.  Frflh:   Zur  Kritik  einiger  Thalformen  und  Thalnamen  der  Schweiz.  Mit 

1  Taf.  —  U.  Gmbenmann:  Ueber  den  Tonalitkern  des  Iftinger  bei  Herao. 
Mit  1  Taf.  —  A.  Heim:  Stauungsmetaraorphose  an  Walliser  Anthracit  und 
einige  Folgerungen  daraus.  —  C«  Hartwiok:  Ueber  die  Samenschale  der 
Solanaceen.  Mit  1  Taf.  ~  £•  Overton:  Ueber  die  osmotischen  Eigenschafien 
der  Zelle  in  ihrer  Bedeutung  fi'ir  die  Toxikologie  uni  Pharmakologie.  - 
C.  Solirëter:  Die  Wetzik' nstftbe.  Mit  2  Taf.  -  H.  Drleseh:  Zur  Analyse 
der  Reparationsbedingungen  bei  Tubularia.  —  C.  Herbst:  Ueber  die  Régé- 
nération von  antennen-iihnlichen  Organen  an  Stelle  von  Augen.  Mit  1  Taf.  - 
C.  Heller:  Das  afrikanische  Zebu-Riud  und  seine  Beziehungen  zum  euro- 
pâischen    BrachycerosRind.    —    R.   HarUn:   Altpatagonische  Sch&del.  Mit 

2  Taf.  -  L«  Hermann:  Ueber  automatisch-photographische  Registrierung 
sehr  langsamer  Ver&ndenmgen.  Mit  i  Taf.  —  A.  Koelliker:  Ueber  den 
Fornix  longus  sive  superior  des  Menschen.  -  H.Blbbert:  Ueber  dasEndotbel 
in  der  pathologischen  Histologie.  —  0.  VfjM:  Ueber eineWirbelmissbildung 
und  ihre  Folgen,  Scoliose  und  Hernia  ventralislateraliscongenita.Mit3Taf. 
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ANATOMIE,  FHTSIOIiOGIE,  DÉVELOPPEMENT. 
Pag.  91;  7G7;  793;  834;  877;  927. 


297.    Bibliotheca  Zoologica.  Original-Abbandluagen  aus  dem  Gebiete  der 
Zoologie.  Voyez  pag.  879;  927. 

Heft  XVII.  1894—1895.  W.  Leehe  :  Zur  Entwickelungsgeschichte  des  Zabnsystems 
der  Sâugelhiere.  Mit  19  Taf. 

Heft  XVIIl.  1894.  W.  A.  Nagel:  Vergleichend  physiologische  und  anatoraische 
Untersuchungen  ùber  den  Geruchs-  und  Geschmnckssinn  und  ilire  Organe 
mit  anieitenden  Beti*achtungen  aus  der  allgemeinen  vergleichenden  Sinnes- 
physiologie.  Mit  7  Taf. 

Heft  XIX.  1895.  C.  Chun:  Atlantis.  Biologische  Studien  uber  pelagische  Orga- 
nismen.  I.  Die  Knospungsgesetze  der  proliferirenden  Medusen.  II.  Auricularia 
nudibranchiata.  III.  Die  Nauplien  der  Lepaden.  IV.  Die  secundâren  Ge- 
schlechtscharaktere  der  Milnnchen  von  Phronima.  V.  Ueber  pelagische 
Tiefsee-Schizopoden.  VI.  Leuchtorgane  und  Faceltenaugen  Ëin  Beitrag  zur 
Théorie  des  Sehens  in  grossen  Meerestiefen.  Mit  20  Taf. 

Uefb  XX.  1895.  E.  Yanhdffen:  Zooiogische  Ergebnisse.  I.  Untersuchungen  ttbcr 
Anatomie-  und  Entwickelungsgeschichte  von  Arachnactis  albida  Sars.  Mit  1 
Taf.  -*  II.  Die  grônliîndischen  Ctenophoren  —  III.  H.  Lolunanii:  Die  Appendi- 
kularien  der  Expédition.  Mit  1  Taf.  —  £•  Brandi:  Die  Tintinnen.  Mit  1  Taf. 

Heft  XXII.  1896.  0  Sehmell:  DeutschiandsfreilebendenStisswasser-Copepoden. 
III.  Teil   Centiopagidae.  Abth.  I.  Mit  6  Tafeln. 

302.    Festschrifb  zum  siebenzigsten  Geburtstage  von  Cari  Ge^enbauer,  am 
20  August  1896.  Leipzig,  W.  tmgelmann,  1896.  In  4^ 

Band  I.  1895.  £.  Haeekel:  Die  Amphorideen  und  Cjstoideen.  Beitrage  zur 
Morphologie  und  Fhylogenie  der  Echinodermen.  Mit  5  Taf.  und  25  Fig.  im 
Text.  —  F.  Maarer:  Die  ventrale  Rumpfmuskulatur  einiger  Reptilien.  Eine 
vergleichend-anatomische  Untersuchung.  Mit  4  Taf.  —  H.  Klaaiscli:  Die 
Brustflosse  der  Grossopterygier.  Ein  Beitrag  zur  Anwendung  der  Archipte- 
rygium-Theorie  auf  die  Gliedmassen  der  Landwirbelthiere.  Mit  4  Taf.  und 
42  Fig.  ira  Text.  —  E.  Gëppert:  Die  Morphologie  der  Amphibienrippen.  Mit 
2  Taf.  und  10  Fig.  im  Text. 

Band  II.  1896.  J.  E.  V.  Boas:  Ueber  Neotenie.  -  B.  Hertwig:  Ueber  die 
Entwickelung  des  unbefruchteten  Seeigeleies.  Ein  Beitrag  zur  Lehre  von  der 
Kerntheilung  und  der  geschlechtlichen  Differenzirung.  Mit  3  Taf.  —  P.  Hert- 
wig:  Experimentelle  Erzeugungen  thierischer  Missbildungen.  Mit  1  Taf. 
und  7  Fig.  im  Text.  —  H.  K.  Corning:  Merocyten  und  Umwachsungsrand 
bei  Teleostiern.  Mit  2  Taf.  —  H.  Ton  DaTldoff:  Ueber  die  Entstehung  des 
Ëndokardepithels  bei  den  Reptilien.  Mit  1  Taf.  —  A.  A,  W.  Hnbrecht:  Die 
Keimblase  von  Parsius.  Ein  Htilfsmittel  zur  scharfcren  Définition  gewisser 
Sâugethierordnungen.  Mit  1  Taf.  und  15  Fig.  im  Text.  ~  B.  Solger:  Ueber 
den  feineren  Bau  der  Glandula  submaxillaris  des  Menschen  mit  besonderer 
Berticksichtigung  der  Drtisengranula.  Mit  2  Taf.  —  G.  von  Koeh:  Das  Skelett 
der  Steinkorallen.  Eine  morphologische  Studie.  Mit  1  Taf.  und  23  Fig.  im 
Text  —  J.  F.  Tan  Bemmelen:  Bemerkungen  uber  den  Scb&delbau  von 
Dermochelys  coriacea.  Mit  1  Taf.  —  E.  Bosenberg;  Ueber  die  Wirbelsaule 
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der  Myrmecophaga  jiibata  L.  Mit  3  Taf.  und  2  Fig.  im  Tezt.  —  W.  B.  Scott: 
Die  Osteologie  von  Hyracodon  Leidy.  Mit  3  Taf.  —  0.  Seydel:  Ueber  die 
Nascnhûhie  und  das  Jacobson'sche  Organ  der  Sumpfschildkrôten.  Eine  ver- 
gleichend-anatomische  Untersuchung.  Mit  38  Fig.  im  Text. 

303.    N.  Pirogoff  :  Anatomia  chirurgica  truncorum  arterialium  atque  fasci- 
arum    fibrosarum.    Tom.    1.    Dorpati,    C.  A,  Klugu^ 
1837.  In  8°. 
Texte  de  23  pages. 

—  y —  Anatomia  chirurgica   truncorum   arterialium   nec  non 

fasciarum   tibrosarum.   Dorpati,    C.  A.  Klugii,  1838. 
In  fol. 
Avec  35  pi.  lith.  (Tout  qui  a  paru). 
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Jahrgang.  Im  Auftrage  des  Kônigl.  Preussischen  Ministeriums  fur 
die  landwirthschaftlichen  Angelegenheiten  herausgegeben  von  H. 
A.  Meyer;   V.  Mobias;  6.  Karsten  und  V.  Hensen.  Berlin,  1873. 

Die  Expédition  zur  physikalisch-chemischen  und  biologischen  Un- 
tersuchung der  Ostsee  im  Sommer  1871  auf  S.  M.  Avisodampfer 
Pommerania  nebst  physikalischen  Beobachtungen  der  preussischen 
Ostseekûste. 

Avec  1  pi.,  i  carte  et  texte  de  177  pages. 

Amérique  septentrioDale. 

46.  L.  M.  Turner:  Contributions  to  the  natural  history  of  Alaska.  Was- 
hington, 1886.  In  4°. 

Avec  10  pi.  col.,  15  pi.  lith.  noires  et  texte  de  226  pages. 
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Archives  du  Muséum  d'histoire  naturelle.  Ad  pag.  42. 
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—  Missions  scientifiques  en  Transcauciisie)  Asie  mineure  et  Syrie.  1890—1894 
C.  Gaillard;  Notes  sur  quelques  espèces  de  Cyprinodons  de  l'Asie  Mineure 


SIXIÈME   SUPPLÉMENT   ET  ADDITIONS.  978 

et  de  In  Syrie.  —  F.  Sacco:  Le  Rhinocéros  de  Dusîno  (Rhinocéros  etruscus 
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W.  I.  Blanford:  Birds. 
Vol.  m.  London.  1895. 

Avec  102  fig.  intercalées  dans  le  texte  de  450  pages. 

Italie. 

25.    Fauna  und  Flora  des  Golfes  von  Neapel.   Ad  pag.  155;  768;  797; 
880;  929. 
Vol.   XXIII.   e.   Jalta:   I  Cefalopodi   viventi  nel  Golfo  di  Napoli 
(systematica).  Berlin,  1896.  In  4^ 
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ANTHBOFOLOGIE;  ETHNOLOGIB. 
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133.  B.  Berghaus:  Die  Vôlker  des  Erdballs  nach  ihrer  Abstammung  und 

Verwandtschaft  und  ihren  Eîgenthûmlichkeilen  in  Regierungsform, 
Religion,  Sitte  und  Tracht.  In  2  Bande.  Brussel  und  Leipzig, 
C.  Marquardt,  1845—1847.  In  8°. 

Avec  150  pi.  col.  et  texte  de  458  et  336  pages. 

134.  B.  P.  N.  Huiler:  Industrie  des  Cafres  du  sud-est  de  l'Afrique.  Col- 

lection leceuillîe  sur  les  lieux  et  notice  ethnographique.  Description 
des  objets  représentés  par  J.  P.  Snelleman.  Leyde,  E  J.  Brill. 
In  4^  S.  d. 

Avec  27  pi.  lith.  et  col.  et  texte  de  50  pages. 

135.  J.  6.  F.  Riedel:  De  sluîk-  en  kroesharige  rassen  tusschen  Celebes  en 

Papoea.  'sHage,  M.  Mjhoff,  1886   In  8°.  Voyez  pag.  557. 
Avec  44  pi.,  13  cartes  et  texte  de  X-486  pages, 
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186.  C.  Rohrbach:  Die  Trachten  der  Vôlker  vom  BegioD  der  Geschicbte 
bis  zum  19ten  Jahrhundert.  In  104  Tafeln  zusammengestellt,  ge- 
zeichnet  und  lithographirt  von  A.  Kretschmer.  Zweite  Auflage. 
Leipzig,  J,  G.  Bach,  1882.  In  4^ 

Avec  104  pi.  col.,  1  frontispice  et  texte  XII- 366  pages. 
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Avec  5  pi.  lith.  et  texte  de  39  pages. 
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Vol.  IX   1884.  IL  E.  Wadsworth:  A  description  and  classification  of  the  rocks  of 
the  Cordilleras 

Avec  8  pi.  lith.  col.  et  texte  de  XVI— XXXII— 208  pages. 
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Avec  12  pi. 
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Avec  i3  pi.  et  texte  de  96  pages. 
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Avec  10  pi.  col.,  57  pi.,  1  carte  et  texte  de  292  pages. 
Vol.  XXII.  1^96.  Reports  on  the  results  of  dredging  under  the  supervision  of  A. 
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Coast  Survey  Steamer  „Blake'',  Lient.  Conini.  C.  D.  Sigsbee  and  Comm. 
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Vol.  XXVI.  1896.  6.  Brown  Goode  et  T.  H.  Beau:  Ocennic  ichthyology.  A  treatise 
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Avec  417  pi.  (atlas)  et  texte  de  XXXV— 554  pages. 
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21.    Catalogue   of  the  birds  in  the  British  Muséum.  Ad  pag.  214;  770; 
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Vol.   XXIV.   B.  B.  Sharpe:   Catalogue  of  the  Limicolae  in  the  Collection  of 
the  British  Muséum.  1896. 

Avec  7  pi.  col.  et  des  ûg.  intercalées  dans  le  texte  de  794  pages. 

145.  i\    Bendire:    Life   historiés   of  North  American  birds  with  spécial 

référence  to  their  breeding  habits  and  eggs.  Washington.  1892.  In  4?. 
Avec  12  pi.  col.  et  texte  de  446  pages. 

146.  C.    L.  Bonaparte:    Iconographie   des  Pigeons,  non  figurés  par  Mme 

Knipi   (Mlle  p.    Decourcelles)    dans   les  deux  volumes  de  M.  M. 
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Histoire  des  pigeons.  Paris,  P.  Bertrand,  1857.  In  fol. 
Avec  56  pi.  col,  et  texte  de  66  pages  (non  numérotés). 
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147.  A.  6.  Entier  iJForeign  fînches  in  captivity.  Londen,  L.  Reeve  &Co, 

1894—1896.  In  4^ 

Avec  60  pi.  col.  et  texte  de  332  pages. 

148.  6.    E.    Dobson:    A    monograph   of  the   insectivora,  systematic  and 

auatomical.  lucluding  the  familles  Erinaceidae,  Centetidae,  Soleuo- 
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Avec  38  pi.  lith.  et  texte  de  172  pages. 
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152.  G    Radde:    Omis  Caucasica.  Die  Vogelwelt  des  Kaukasus,  systema- 

tisch  und  biologisch-geograpbiscb  bescbrieben.  Kassel,  1884.  In4^ 
Avec  26  pi.  col.,  1  carte  et  texte  de  592  pages. 

153.  0.   fOn   Biesenlhal:    Die  Raubvôgel  Deutschlands  und  des  angren- 

zenden  Mitteleuropas.  Darstellung  und  Beschreibung  der  in  Deutsch- 
land  und  dem  angrenzenden  Mitteleuropa  vorkomenden  Raub- 
vôgel. 2 te  Auflage  der  Tafelen  mit  kurzem  Text.  Cassel,  Th 
Fischer^  1894.  In  fol. 

Avec  60  pi.  col.  et  texte  de  56  pages. 
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41.    Catalogue  of  the  Snakes  in  the  British  Muséum  (National  Historj). 
Vol.  I,    1893.    G.   A.    Boolenger:    Containing   the  families  Typhlo- 
didae;    Glauconiidae;    Boidae;    Ilysiidae:    Uiopeltidae;   Xenopel- 
tidae  and  Colubridae  aglyphae,  part. 

Avec  28  pi.  lith.,  et  26  fig.  intercalées  dans  le  texte  de  448  pages. 
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Avec  20  pi.  lith.  et  25  fig.  intercalées  dans  le  texte  de  382  pages 

Vol.  III.  1896.  G.  A.  BooleDger:    Containing  the  Colubridae  (Opis- 
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ENTOMOLOGIE. 
Pag,  249;  774;  802;  848;  888;  933. 
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L.  fon  Heyden:  Catalog  der  Coleopteren  von  Sibérien,  mit  Ein- 
schluss  derjenigen  des  ôstlichen  Caspi-Gebietes,  von  Turcmenien, 
Turkestan,  Nord-Thîbet  und  des  Amur-Gebietes.  Mit  specieller 
Angabe  der  einzelnen  Fundorte  und  genauer  Citate  der  darauf 
bezûglicher  Literatur.  Berlin,  A.  W.  Scîiade.  In  8°. 
Texte  de  207  pages. 

154.    F.  Hoore:  Lepidoptera  indica.  Ad  pag.  850. 

Vol.  IL  1893-1896.  Rhopalocora.  Fam.  Nymphalidae.  Subfam.  Saty- 
rinae,  Elymniinae,  Amathusiinae,  Nymphalinae  (group  Charaxinae). 
Avec  i96  pi.  color.  de  texte  de  274  pages. 

174.    L.  Ganglbauer  :   Die  Kâfer   von  Mitteleuropa.  Die  Kâfer  der  oester- 
reichisch-ungarischen     Monarchie,     DeuUchlands,     der    Schweiz, 
sowie   des  franzôsischen   und   italienischen   Alpengebietes.    Wien, 
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Band  I.  1892.  Familienreilio  Caraboidea. 

Avec  55  fig.  dans  le  texte  de  557  pages. 
Band  II.  1895.  Familienreihe  Staphylinoidea  I  Theil.  Staphylinidae,  Pselaphidae. 
Avec  38  fig.  dans  le  texte  de  880  pages. 

L.  fon  Heyden:  Catalog  der  Coleopteren  von  Sibérien,  mit  Einschluss 
derjenigen  des  ôstlichen  Caspi-Gebietes,  von  Turcmenien,  Turke- 
stan,  Nord-Thibet  und  dos  AmurGebietes.  Mit  specieller  Angabe 
der  einzelnen  Fundorte  und  genauer  Citate  der  darauf  bezûglicher 
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176.    C.  L.  Koeh  :  Die  Myriapoden.  Getreu  nach  der  Natur  abgebildet  und 
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Vol.  Ilf.  1889.  Appendix  plates. 

Avec  3  cartes,  89  pi.  col.  et  noires,  texte  de  183  (1775—1957)  pages  et 
le  portrait  de  F.  W.  Harris. 

179.  A.  Stfibel:  Lepidoptereu  gesammelt  auf  einer  Reise  durch  Colombia, 

Ecuador.  Peru,  Brasilien,  Argentinîen  und  Bolivien  in  den  Jahre 
1868—1877.  Bearbeitet  von  G,  Weynier  und  P.  Maassen.  Berlin, 
A.  Aaher  und  Co.,  1890.  In  fol. 

Avec  9  pi.  col.  et  te.\te  do  XI -182  pages. 

180.  C.  Ward:    African   Lepidoptera,  being  descriptions  of  new  species. 

With  illustrations.  London,  Longwans,  Green  and  Co.  S.  D.  In  4*. 

Le  l«r  février  1873  parfit  la  pi-enoière  et  en  Septembre  1894  la  seconde  livraison, 
tout  ce  qui  a  paru. 

Avec  12  pi   col.  et  texte  de  16  pages. 

181.  F.   M.   van  der   Wulp:    Catalogue   of  the   described   Diptera  from 

South-Asia.   Hague,    M.  Nijlioff,    1896.   In   8''.    (Pablished  by  the 
Dutch  entomological  Society). 
Texte  de  219  pages. 

Xamben:  Moeurs  et  métamorphoses  cVinsectes.  Voyez  pag.  967. 
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MAIiAOOIiOaiB. 

Pag,  279;  774;  803;  862;  934. 


A.  Locard:  Notes  conchyliologiques.  Voyez  pag.  967. 


CBUSTACéS;  ARACHNIDES;  ANNELIDES;  ENTOZOAIBES; 
BADIAIBES  et  INFUSOIBES. 

Pag.  291;  775;  804;  852;  889;  935. 


127.    Catalogue  of  the  Madreporian   Corals  in    the  British  Muséum.  Ad 
pag.  890. 
Vol.  II.  1896.  H.  H.  Bernard.  The  genus  Turbinaria.  The  crenus  Astraeopora. 
Avec  33  pi.  litk.  et  texte  de  IV -106  pages. 

0.  Bidenkap  :  Systematisk  oversigt  oyer  Norge's  Annulata  Polycbaeta. 
Voyez  pag.  969. 
Avec  3  pi. 

E.  f.  Dflday:  Cypridicola  parasitica  nov.  gen.  nov.  spec.  Ein  neues 
Ràderthier.  Voyez  pag.  966. 

Avec  1  pi.  et  texte  de  32  pages. 

O.  0.  Sars:   Contributions  to  the  knowledge  of  the  fresh-water  En- 
toinostraca  of  New  Zealand,  as  shown  by  artificial  hatchiag  from 
dried  mud.  Voyez  pag.  969. 
Avec  8  pi. 


BOTANIQUE. 

Receuils  périodiques. 

Pag.  313;  775;  805;  853;  890;  935. 


Bulletin  de  l'herbier  Boissier,  sous  la  direction  de  E.  Antran,  Con- 
servateur de  rherbier.  Tome  I  etc.  Genève  et  Baie,  H.  Georg  et 
Oie.  1893.  In  8^ 

La  ^Botanische  Zeitung"  a  pour  titre  depuis  1896  :  Botanische  Zeitung. 
Rédaction  H.  Oraf  zu  Solois-Lanbachi  J.  WortmaoD.I  Abtheilung, 
Originalabhandlungen.  II  Abtheilung.  (AUgemeines). 

Phytopathologisch  Laboratorium  Willie  Commelin  Scholten  te  Am- 
sterdam et  Kruidkundig  Genootschap  Dodonaea  te  Gent,  publient  : 

Tijdschrift  over  plantenziekten.  Onder  redactie  van  J.  Ritsema  Bos 
en  6.  Staes.  Eerste  Jaargang,  1895  etc.  Gent,  1895.  In  8"". 
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ANATOMIE;  PHYSIOLOGIE;  ETC. 
Pag.    318;   775;   805;   864;   890;   936. 


162.  A.  Engler  et  0.  Drude:  Die  Végétation  der  Erde.  Sammlung pflan- 

zen-geographischer  Monographien. 

I    M.    Wlllkomm:   Grundzûge  der  Fflanzenverbreitung  auf  der  ibe- 
rischen  Halbinsel.  Leipzig,  W,  EngelmanUy  1896.  In  8°. 

Avec  2  heliogr.,  2  cari,  et  21  fig.  dans  Je  texte  de  395  pages. 

163.  B.  Folkard:  Plant  lore,  legends  and  lyrics,  embracing  the  myths, 

traditions,  superstitions  and  folk-lore  of  the  plant  kingdoin.  Second 
édition.  London,  SampBon  Low,  Marston  and  Co.^  1892.  In  S^. 

Avec  17  pi.  Util,  et  des  illustrations  intercalées  dans  le  texte  de  610  pages. 

164.  V.   Hehn:  Kulturpflanzen  nnd  Hausthiere  in  ihrem  Uebergang  aus 

Asien  nach  Griechenland  und  Italien  sowie  in  das  ûbrige  Europa. 
Historisch-linguistische  Skizzen.  6e  Aufl.  Neu  herausgegeben  von 
0.   Schrader.  Mit  botanischen   Beitrâgen  von  A.  Engler.  Berlin, 
Qebr.  Borniraeger,  1896.  In  8°. 
Texte  de  625  pages. 


PHANEBOGAMES. 

Pag.  348;  776;  806;  854;  891;  937. 


392.  A.   Gognlanx:   Dictionnaire  iconographique  des  Orchidées.  Dessins 

et  aquarelles  par  A.  Ooossens.  Bruxelles,  1896.  In  12°. 

384.    C   8.  Sargent:  The  Silva  of  North  America.  Ad  pag.  584;  891;  937. 

Vol.  IX.  1896.  Cupuliferae — Salicaceae. 

Avec  57  pi.  (439-496)  et  texte  de  190  pages 

Vol.  X.  1896.  Liliaceae— Coniferae. 

Avec  41  pi.  (497—537)  et  texte  de  159  pages. 

393.  B.    von    Wettsteln:    Monographie  der  Gattung  Euphrasia.  Leipzig, 

W.  Engelmann,  3896.  In  4°. 

Avec  14  pi.,  4  cart.  et  7  fig.  dans  le  texte  de  316  page^. 
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CBYPTOGAMES. 

Receuil  périodiques. 
Pag.  401  ;  777;  806;  855;  893;  937. 


Archivio  trienuale  del  Laboratoria  di  botanica  crittogamica  presso 
la  R.  Universita  di  Pavia   Ad  pag.  401. 

De  cette  publication  parurent  seulement  les  tomes  I— V.  i874 — 1888. 
La  2nie  Série  fut  publiée  sous  le  titre: 

Atti  deir  Istituto  Botanico  dell'  Universita  de  Pavia.  Redatti  de 
Glov.  BrossK  Vol.  I.  etc.  Milano,  1888.  In  4<>. 

Le  Diatoiniste.  Journal  spécial  s'occu|.ant  exclusivement  des  Diato- 
mées et  de  tout  ce  qui  s'y  rattache.  Paraissant  tous  les  trois 
mois.  Par  J.  Tempère  avec  la  collaboration  de  M. M.  J.  BroD, 
P.  BergOD,  P.  T.  Cleve,  E.  Dntorire,  E.  Grove,  P.  Mlquel  et 
H.  Peragallo.  Paris,  M,  J.  Tempère.  In  4"^. 

Vol.  I.  1890—1893. 

Avec  24  pi.  lith. 

Vol.  n.  1893-1896. 

Avec  23  pi.  lith.  et  les  portraits  de  M.M.  Alph.  de  Bréblsson,  1798— 
1892;  Jn].  Deby,  1826—1895;  et  Frédén  Kltton,  1827—1895.  La  planche 
XVIII  n'a  pas  paru. 

177.    0.   Brefeld:  Botanische  Untersuchungen  ûber  Schimmelpilze.  Leip- 
zig, 1872.  In  4^ 

Heft  I.  1872.  Mucor  Mucedo,  Chantocladium  Jonesii,  Pithocepbalis  Freseniana. 
Zygomyciten.  Mit  6  lith.  Tafeln. 

Hea   II.  1874  Entwickelungsgeschichte  von  Pénicillium.  Mit  8  lith.  Tafeln. 

Heft  m.  1877.  Die  Basidiomyceten  I.  Mit  11  lith.  Tafeln. 

Heft  IV.  188i.  Culturmethoden  zur  Untersuchung  der  Pilze.  —  Bacillus  sub- 
tilis  —  Chaetocladium  Fresenianum.  —  Pilobolus.  —  Mortierella  Ros- 
tafinskii.  —  Ëntomophthora  radicans.  —  Peziza  tuberosa  und  P.  sclero. 
tiorum.  —  Picnis  sclerotivora.  —  Weitere  Untersuchungen  von 
verschiedenen  Ascomyceten.  —  Bemerkungen  zur  vergleichenden 
Morphologie  der  Ascomyceten.  —  Zur  vergleichenden  Morphologie 
der  Pilze.  Mit  10  lith.  Tafeln. 

Heft  V.  1883.  Die  Brandpiizen  (Ustilagincen).  I.  Mit  besonderer  Berûcksich- 
tigung  der  Brandkrankheiten  des  Getreides  —  Die  kunstliche  Kultur 
parasitischcr  Brandpiize.  —  IL  Untersuchungen  ùber  die  Brandpilze. 
Abhandiung  I— XXIII.  —  III.  Der  morphologische  Wert  der  Hefen. 
Mit  13  lith.  Tafeln. 
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Untersuchungen  aus  dem  Gesammtgebiete  der  Mycologie.  —  Fort- 
setzung  der  Schimmel-  und  Hefenpiize,  von  0.  Brefeld. 

Heft  VI.  1884.  Myxomyceten  (Scbleimpilze).  I.  Polysphondylium  violaceum  und 
Dictyostclium  mucoroides.  —  Entomophthoreen.  II.  Gonidiobolus  utri- 
culosus  und  minor.  Mit  5  lith.  Tafeln. 

Untersuchungen  etc.  Die  Untersuchungen  sind  ausgefûhrt  im  Ko- 
nigl.-botanischen  Instîtute  iu  Munster  i.  W.  mit  UnterstûtsuDg 
der  HH.  G.  Istvanffj  and  0.  Johan-Olseo. 

Heft    VII.  1888.  Basidiomyceten.  II  Protobasidiomycûten.  Mit  11  lith.  Tafeln. 
Heft  VIII.  1889.  Basidiomyceten.  IH.  Autobasidiomyceten  und  die  Begrûndung 
des  nattirlichen  Systèmes  der  Piizan.  Mit  12  lith.  Tafeln. 

Untersuchungen  etc.  In  Gemeinschaft  ausgefûhrt  mit  F.  ion  Tarel 
und  6.  Lindan. 

Ileft    IX.  1891.  Die  Hemiasci  und  die  Asconiyceten.  Mit  4  lith.  Tafeln. 
Heft     X.  1891 .  Ascomyceten.  II.  (ForUetzung  des  IX  Heftes).  Mit  iO  lith.  Tafeln. 
Hea   XI.  1895.  Die  Brandpilze.  II.  (ForUetzung  des  V  Heftcs).  Die  Brandkrank- 

heiten  des  Getreides.  Mit  5  Htli.  Tafeln. 
Heft  XII.  1895.  Ilemibasidii  Bi^andpilze.  III.  (Fortsetziing  des  V  und  XI  Heftes). 

Mit  7  lith.  Tafeln. 

178.  F.   Dozy    et   J.  H.  Xolkenboer:  Prodromus  âorae  bryologicae  Suri- 

namensis,  accedit  Pugillus  speciorum  novarum  florae  bryologicae 
Venezuelanae.  Harlem,  Brven  Lootjes,  1854.  In  4^. 
Avec  19  pi.  lith.  et  texte  de  54  pages. 

179.  N.  Filarszky:  Die  Characeen  (Characeae  L.  Cl.  Richard)  mitbeson- 

derer   Rûcksicht   auf   die   in    Ungarn    beobachten  Arten.  Voyez 
pag.  966. 

Avec  5  pi.  lith.  et  20  fig.  intercalées  dans  le  texte  de  129  pages. 


F  L  O  B  E  S. 
Pag.  427;  778;  807;  855,  894;  938. 


Flora  Braslliensls.  Ad  pag.  667;  894;  938. 

Vol.  III.  Part.  IV.  À.  Cognlaax:  Orchidaceae.  Tribus  I.  Cypripedi- 
linae    —  Tribus  II    Ophrydinae.   —  Tribus   III.   NeotUinae   — 
Tribus  IV.  Liparidinae.  —  Tribus  V.   Polystachyinae.  —  Tribus 
VI.  Pleurothallidinae.  Monachii,  1893—1896.  Fol. 
Avec  133  pl.  lith.  et  texte  de  671  pages. 
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147.  Asa  Gray:    SyDoptical  âoxa  of  North   America.   The  Gamopetalae, 

being  a  second  édition  of  Vol.  I,  part  II  and  Vol.  II,  part  I, 
coUected.  New  York,  1886.  Published  by  the  Smithsonian  Insti- 
tution. Washington.  In  8®. 

Texte  de  i80  et  494  pages. 
Voyez  Smithsonian  Miscellaneous  Collection:  Vol.  XXXI.  1888. 

148.  F.   Bochenan  :   Flora  der  Ostfriesischen  Inselu    (einschliesslich   der 

Insel  Wangeroog).  Dritte  umgearbeitete  Auflage.  Leipzig,  W.  Engel- 
mann,  1896.  In  12''. 

E.  LehmiiDD:  Flora  von  Polnisch-Livland  mit  besonderer  Eerûck- 
sichtigung  der  Florengebiete  Kordwestrusslands,  des  Ostbalticums, 
der  Gouvernements  Pskow  und  St.  Petersburg,  sowie  der  Ver- 
breitung  der  Pflanzen  durcb  Eisenbahnen.  Jurgew  (Dorpat),  C. 
Maitiesen,  1895.  In  8^  Voyez  pag.  968. 
Avec  1  carte  et  texte  de  430  pages. 

149.  J.  H.  Oysler:   Catalogue  of  North-American    plants.    Sec.   Edition. 

Paolo,  Kansas,  1888.  In  8**. 
Texte  de  125  pages. 


HORTICULTURE;  AQRICULTURS. 

Pag.  449;  779;  809;  856;  896;  940. 


Depuis  1884  la  Direction  du  Jardin  botanique  de  Buitenzorg  publie: 
Mededeelingen  uit  'sLands  Plantentuin.  Batavia,  *8  Lands  Dmkkerij, 
1884  etc. 

].  W.  Bnrck:  Rapport  omtrent  een  ondcrxoek  naar  de  Getah-pertja  vrodu- 
ccerende  boornsoorten  in  de  Padangsche  Bovenlanden.  1884.  In  8^. 

II.  M.  Treiib:  Onderzoekingen  over  sereh-ziek  suikcrriet.  1885.  In  8°. 

m.  W.  Borek:  Minjak  Tengkavrang  en  andere  weinîg  bekende  plantaardige 
vetten  în  Nedt^rlandsch-Indië  1886.  In  8^. 

IV.  W.  Bvrek:  Over  de  koffiebladziekte  en  de  middelcn  oni  haar  te  bestrijden. 

I.  1887.  In  8°. 

V.  W*  Bnrek:  Over  koffîebladiiekte  en  de  middelen  om  haar  te  bestrijden. 

II.  1889.  In  8o.  Avec  2  pi. 

YI.  M.  Trevb:  Geschiedenis  van  'sLands  Plantentuin  te  Buitenzorg.  I.  1889. 

In  8o. 
VU.  M*  Qreshoff:  Chemi  ch-pharmacologisch  Laborat  rium.  Eerste  Verslagvan 
het  onderzoek  naar  de  plantenstofTen  van  Nederlandsch-Indië.  1890.  In  8^. 
VIII.  J«  M*  Janse:  Proeve  eener  verklaring  van  sereh-verschijnselen.  1891.  In  8^. 


984  BIBLIOTHèQUE. 

IX.  J.  M.  Janso:  Het  voorkomen  van  bakteriën  in  suikerriet.  1891.  In  8^. 
X.  M.  Greslioff:   Beschrijving   der  giftige  en   bedwelmende   planten  bij  de 

vischvangst  in  gebruik.  (Monografia  de  plantis  venetatis  et  sopientibus- 

quae  ad  pisces  capiendos  adhiberi  soient).  1893.  In  8'-^. 
XI.  S.  H.  Kobrdens  et  Th.  Taleton:  Bijdrage  N^.  1  tôt  de  kennis  der  boom- 

soorten  van  Java.  (Additamenta  ad  cognitionem  florae  javanicae.  Pars  L 

Arborer).  1894.  In  8°. 
XII.  S.  H.  Koorders:  Plantkundig  woordenboek  voor  de  boomen  van  Java,  met 

korte  aanteekeningen  over  de  bruikbaarheid  van  het  hout.  1894.  In  8^. 

XIII.  W.  0.  Boorsma:   Ëerste  resultaten   van  het  verrichte  onderzoek  naar  de 

plantenstoffen  van  Nederlandsch-Indië  (door).  1894.  In  8^. 

XIV.  S.  H.  Koorders  et  Th.  Taleton:   Bijdrage  N^.  2  tôt  de  kennis  der  boom- 

soorten  van  Java.  (Additamenta  ad  cognitionem  florae  arboreae  javaDicae. 
Pars  II).  1895.  In  8°. 
XV.  J.  Tan  Breda  de  Haan:  De  bibitziekten  in  de  Deli-tabak  veroorzaakt  door 

Phytopliora  nicotianac.  1896.  In  8^. 
XVI.  S.  H.  Koorders  et  Th.  Taleton:  Bijdrage  N^.  3  tôt  de  kennis  der  boom- 
soorten  van  Java.  (Additamenta  ad  cognitionem  florae  arboreae  javanicae. 
Pars  III).  1890.  In  8<^. 

Tijdschrift  voor  tuinbouw,  onder  redactie  van  H.  Bôs,  A.  Ide,  Erost 
H.  Erelage,  B.  A.  Plemper  van  Balen  en  Léonard  A.  Springer. 

Eeiste  jaargang  enz.  Groningen,  J.  B.  Wolters,  1896.  In  8^ 

Dans  le  1er  volume  se  trouvent  les  portraits  de  Mr.  Prof.  C.  1.  J.  1. 
Ondemans  et  H.  Witte. 

Verzameling  van  verslageii  betrekkîng  hebbende  op  het  Landbouw- 
onderwijs,  de  van  wege  het  Rijk  gesubsidieerde  Proefvelden,  de 
Bijkslandbouwproefstations,  het  Veeartsenijkundig  Onderwijs  en 
de  Paardenfokkerij,  als  tak  van  Staatszorg.  1893 — 1894.  Uitgegeven 
door  het  Depai-teraent  van  Binnenlaudsche  Zaken.  's-Gravenhage, 
1894  etc.  In  8^ 

41.  E.  Prillieux:   Maladies  des  plantes  agricoles  et  des  arbres  fruitiers 

et  forestiers  causées  par  des  parasites  végétaux.   Paris,  Firmin- 
Didot,  1895.  In  8°. 
Vol  I.  Parasites  cryptogames  autres  que  les  chanipignons.  —  Cham- 
pignons parasites. 

Avec  190  fig.  intercalées  dans  le  texte  de  421  pages. 

42.  P.  Thiele:  Die  Klimakreise  Deutschlands  vom  landwirthschaftlichen 

Gesichtspunkte.  Leipzig,  Fischer  und  WUtog^  1895.  In  8°. 
Avec  1  carte  et  texte  de  184  pages. 
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PALAE  ONTOLOGIE. 

Recueils  périodiques. 
Pag.  461;  780;  809;  859;  897;  941. 


Palaeontographica.  Ad  pag.  461;  780. 

Bd.  XLII,  1895.  W.  Salomon:  Geologische  und  palaeontologische 
Studiën  ûber  die  Marmolata. 

Mit  8  Tafeln  und  14  Figuren. 

J.  Bohni:  Die  Gastropoden  des  Marmolata  Kalkes. 
Mit  7  (IX— XII)  Tafeln  und  98  Figuren. 

P.  Oppenheim  :  Beitrâge  zur  Binnenfauna  der  provençalischen  Kreide. 
Mit  4  (XVI-XIX)  Tafeln. 

Oeologieal  and  Natural  History  8ar?ey  of  Canada.  Ad  pag.  509; 
751;  812. 

J.  F.  Whiteaves:  Contributions  to  Canadian  Palaeontology.  Vol.  I. 
1885—1892.  In  8^ 

Part.  I.  Report  on  the  invertebrata  of  the  lavarnie  and  cretaceous  rocks  in 
the  vicinily  of  the  Bow  and  Belly  ri  vers  and  adjacent  localities  in  the 
north-west  terri  tory.  Avec  41  pi.  (I — XI). 

Part.  II.  On  some  io&sils  from  the  Hamilton  formation  of  Ontaria,  with  a  list 
of  the  species  at  présent  knowa  from  that  formation  and  province.  — 
The  fossils  of  the  triassic  rocks  of  British  Golumbia.  —  On  some  cretaceous 
fossils  from  British  Columbia,  the  north-west  territory  of  Manitoba.  Avec 
15  pi.  (XII -XXVI). 

Part.  III.  The  fossils  of  the  devonian  rocks  of  the  Mackenzie  river  basin.  Avec 
6  pi.  (XXVII-XXXII). 

Part.  IV.  The  fossils  of  the  devonian  rocks  ot  the  islands,  shores  or  immédiate 
vicinity  of  Lakes  Manitoba  and  Winnipegoses.  Avec  15  pi.  (XXXIII--XLVI 
et  XXXVIIIa). 

81.    A.  Fritscb:    Fauna  der  Gaskohle  und  der  Kalksteine  der  Permfor- 
mation  Bôhmens.  Prag,  1890-1895.  In  4^ 
Band   III.    Selachii    (Pleuracanthus,   Xenacanthus,  Traquairia,  Pro- 
tacantbodes,    Aeanthodes)  ;    Aetinopterygii    (Megalichthys,  Trisso- 
lepîs);  Palaeoniscida.  I,  II. 

Avec  42  pi.  (91-132),  et  122  fig.  dans  le  texte  de  132  pages. 

C.  B.  Ee^es:  A  bibliograpby  of  ^orth  American  paleontology 
1888—1892.  Voyez  Bulletin  No.  J21,  United  States  geological 
Survey,  pag.  987. 

8.  H.  Scndder:  Fossil  butterflies.  Voyez  pag.  965. 
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GÉOLOGIE. 

Receuils  périodiques.  Pag.  505;  781;  811;  857;  904;  944. 


United  States  geological  8ar?ey. 

Pag.   509;    781;   811;   857;    902;   945. 

a.  Annoal  Reports. 

Fifteeiith  annual  Report  for  1893—1894,  by  J.  W.  Powell. 
Avec  48  pi.  litb.,  1  carte  et  29  fig.  dans  le  texte  de  755  pages. 
Sixteenth  annual  Report  for  1894—1895,  by  J.  W.  Powell. 
Part    I.  Director's  Report  and  papers  of  a  theoretic  nature. 

Avec  117  pi.  lith.,  et  168  fig.  dans  le  texte  de  910  pages. 
Part.  II.  Papers  of  an  économie  cliaract^^r. 

Avec  42  pi.  litli.,  2  cartes  et  65  fig.  dans  le  texte  de  598  pages. 
Part.    III.    Minerai   resources   of  the   United  States,  1894.  Metallic 
products. 

Avec  23  pi.  lith.  (dont  10  cartes),  et  9  fig.  dans  le  texte  de  646  pages. 
Part.  IV.  Minerai  resources  of  the  United  States,  1894.  Non  metallic 
products. 

Avec  6  pi.  lith.  (dont  1  carte),  et  texte  de  735  pages. 

d.  Balletio   of  the  United  States  geological  Survey.  No.  108—125.  Was- 
hington, 1893-1895. 
No.  108.   I.  C.  Rassell  :  A  geological  reconnoissance  of  central  Washington.  189:1. 

Avec  10  pi.,  2  cartes  et  8  fig.  dans  le  texte  de  108  pages. 
No.  109.  W.   S.   Bayley:   The  eruptive   and   sedimentary  rocks  on  Pigeon  Point, 

Minnesota  and  tlieir  contact  phenomena.  1893.  Avec  13  pi.,  3  cartes  et 

15  fig.  dans  le  texte  de  121  pages. 
No.  110.  A.  C,  Peale:   The  paleozoic  section  in  the  vlcinity  of  three  forks,  Mon- 
tana,  vfiih   O.  Perkins  Merrill  :  Pétrographie  notes.  1893.  Avec  5  pi., 

1  carte  et  2  fig.  dans  le  texte  de  56  pages. 
No.  111.  H,  B«  Campbell:   Geology   on  the  Big  Stone  Grap  coal-field  of  Virgin» 

and    Kentucky.   1893.   Avec   5   pi ,  1    carte   et  3  fig.  dans  le  texte  de 

106  pages. 
No.  112.  C.  D.  Perrlne:  Earthquakes  in  California  in  1892.  1893.  Avec  5  fig.  dans 

le  texte  de  50  pages. 
No.  113.  F.  W.  Clarke:  Report  of  work  done  in  the  division  of  Chemistry  during 

the  fiscal  years  1891—1892  and  189'2— 1893.  1893.  Texte  de  115  pages. 
No.  114.  C.  D.  Perrlne:  Karthquakcs  in  California  in  1893. 1894.  Texte  de  23 pages. 
No.  115.  H.   Gannett:   A  geogiaphical  dictionaiy  of  Hhodc  Island.  1894.  Texte  de 

31  pages. 
No.  110.  H.  Gannett:   A  geographical  dictionary  of  Massachusetts.  1894.  Texte  de 

126  pages. 
No.  117.  H.   Gannett:    A   geogiaphical  dictionary  of  Conneclicut.  1894.  Texte  de 

67  pages. 
No.  118.  H.   Gannett:   A  geographical   dictionary   of  New  Jersey.  1894.  Texte  de 

131  pages. 
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No.  110.  G.  H.  Eldridge:    A.  geological  reconnoissance  in  Northwest  Wijoming. 

1894.  Avec  3  pl.y  1  carte  et  i  fig.  dans  le  texte  de  72  pages. 
No.  120.  C.   S.  Progger:  The  devonian  System  of  eastern  Pcnnsylvania  and  New 

York.  1894.  Avec  2  pi.  et  2  fig.  dans  le  texte  de  S\  pages. 
No.  121  C.  R.  Keyes:  A  bibliographyofNorth  American  palaeontology,  1888-1892. 

1894.  Texte  de  251  pages. 

No.  122.  H.  Gannett:  Resiilts  of  primary  triangulation.  1894.  Avec  17  pi.  et  texte 

de  412  pages. 
No.  123.  H.  Gannett:  A  dictionary  of  géographie  potitions  in  the  United  States. 

1895.  Avec  1  carte  et  texte  de  183  pages. 

No.  124.  S.  H.  Sendder:  Revision  of  the  American  fossil  cockroaches  with  descrip- 
tions of  new  forms.  1895.  Avec  12  pi.  et  3  fig.  dans  le  texte  de  176  pages. 
No.  125.  F,  W.  Glarke:  The  constitution  of  the  silicates.  1895.  Texte  de  109  pages. 

8?erige8  geologisba  Undersôkniog.  Âd  pag.  9U0. 
Ser.  Aa.    Kartbladen,   No.   63-79    Stokholm,  1878—1880.  (Un  vo- 
lu  me).  In  8°. 

£•  Erdniann:  Beskrifning  tili  Kartbiadet  ..Brefvcn'\  Avec3p1.  -  À.G.Nathorst: 
Beskrifning  tilI  Kartbiadet  „Gottenvik".  —  ,.Landsort  och  „Ka!lskaren".  — 
T.  Karisson:  Beskrifning  tilI  Kartbiadet  „Linderôd".  —  À,  Blomberg:  Be- 
skrifning till  Kartbiadet  „lljulsjô".  —  M.  Stolpe:  Beskrifning  till  Kart- 
biadet ^Tjâllmo".  -  Beskrifning  till  Kartbiadet:  ,,Norrkôping".  —  N.  0. 
Hoist:  Beskrifning  till  Kartbiadet  ,,Môja".  —  À.  6.  Nathorst:  Beskrifning 
till  Kartbiadet  j.Gustafsberg".  Avec  1  pi.  -  E,  Erdmann:  Beskrifning  till 
Kartbiadet  „Halsengborg  *.  Avec  2  pi.  —  „Landskrona".  Avec  9  fig.  —  À. 
Lfndstrdm:  Beskrifning  till  Kartbiadet  „Engelholm".  Avec  1  pi.  —  „Kullen 
och  Hoganiis*\    —  0.  À.  Carisson:  Beskrifning  till  Kartbiadet  „Norsholm'\ 

Ser.   Aa.   Kartbladen,    No.  101—112.  Stockholm,  1886—1895.  (Un 
volume).  In  8°. 

À.  Blomberg:  Beskrifning  till  Kartbiadet  „Ôregrund".  Avec  1  pi.  —  J,  Jônsson: 
Beskrifning  tili  Kartbiadet  „Motala'\  Avec  1  pi.  —  G.  de  Qeer  :  Beskrifning 
till  Kartbiadet  „Bàckaskog".  Avec  i  pi.  —  À.  Blomberg:  Beskrifning  till 
Kartbiadet  „Alunda'\  Avec  1  pi.  -  G,  de  Geer:  Beskrifning  till  Kartbladen 
„Vidtskôfle,  Karlshamm  (Skânedelen)  och  Solvesborg  (Skànedelen)".  Avec 
i  p).  —  A.  Blomberç:  Beskrifning  till  Kartbiadet  „Gliroâkra".  Avec  1  pi. — 
5.  0.  HoIst:  Beskrifning  till  Kartbiadet  „Simrishamn".  Avec  1  pi.  —  J.  C. 
Hobergr:  Beskrifning  till  Kartbiadet  „Sandhammaren'\  Avec  3  fjg.  —  E. 
Erdmann:  Beskrifning  till  Kartbiadet  „Grisslehamn\  Avec  1  pi.  —  N.  0. 
Holt:  Beskrifning  till  Kartbiadet  ^,Skanor  \ 

Série  C.  Afliandlingar  och  uppsatser,  No  61,  62,  67,  68,  71,74—80. 
Stockholm,  1884—1886.  In  8°   (Un  volume). 

F.  SrenoTias:  Studier  vid  svenska  Joklar.  Avec  3  pi.  —  M. Stolpe:  Om  siljans, 
traktens  sandstenar.  —  F.  Eichstadt:  Mikroskopisk  undersôkning  af  olivin- 
stinar  och  serpentiner  frân  Norrland.  Avec  1  pi.  —  G.  de  Geer:  Om  den 
skandinaviska  landisens  andra  utbredning.  Avec  2  pi.  —  A.  G.  Nathorst: 
Nàgra  ord  om  slipsandstenen  i  Dalarne.  —  F.  Eichst&dt:  Om  quartsit- 
diabaskonglomeratet  i  Smâland  och  Skâne  —  F.  STenoTins:  Nagra  profiler 
inom  Mellersta  Skandanaviens  skifTerom/âde.  Avec  1  pi.  —  E.  STedmark: 
Proterobas   i   sôdra  och   Mellersta  sverige.   —   Om  granitens  och  gneisens 
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forliâilande  till  Hvarandra  i  trakten  mellane  Stockholm  och  Norrtelge.  — 
Gabron  pâ  Râdmansu  och  angrânsande  trakter  af  roslagen.  Avec  G  pi.  — 
A.  0.  Nathont:  Nâgra  ord  om  visingsôserien.  —  S.  L.  TSrnqiiiflt:  Nâgra 
jakttagelser  fi*ân  soramaren  1885  ôt'ver  omtvistade  delar  af  Lagfuljden  inom 
Dalarnes  siluromrâde. 

Ser.  C.    Afliandlingar  och  uppsatser,  No.  101,  103—111,  113—119. 
Stockholm,  J  889—1892.  (Un  volume).  In  8°. 

6.  de  Geer:  Ora  isdelarens  lâge  under  Skandinaviens  begge  nedisningar,  saint 
om  forcskomsten  af  Rissoa  parva  da  Costa  pâ  Aland.  Avec  i  pi.  —  H.Luii- 
bohm:  Om  granitindustrien  i  Utlandet  sarskildt  Storbritannien  Avec  3  pi.  - 
N.  0.  Holst:  Ora  en  mâktig  kvartsit  yngre&n  olenusskiiïern.  —  A.  6.  HSgbon: 
Om  skvartsit-sparagraitomrâdet  mellen  storsjôn  o  Jemtland  och  riksgrânseD 
soder  om  Rogen.  Avec  i  pi.  —  H.  Lundboliiii:  Engelska  byggnadsroateriel 
och  byggnadssâtt  sarat  de  senares  tiilàmplighet  i  Sverige.  Avec  2  pi.  ~ 
Om  bearbetning  af  sandsten,  kalksten  och  takskiffer  i  Storbritannien.  - 
En  Svedmark:  Middelanden  om  jordstôtar  i  Sverige.  —  C.  J.  JohansMo: 
Jakttagelser  rôrande  nâgra  torfmossar  i  Sôdra  Smâland  och  llalland.  - 
K.  F.Dnsén:  Om  nâgra  sphagnumaster  frân  Diu pet  afSydsvenska  torfmossar. 
—  M*  Stolpe:  Om  orsakerna  till  rullstensâsarH  uppkomst.  —  N.  0.  Holst: 
Ryoliten  vid  Sjon  Mien.  -  H.  Liindboliiii :  Apatitfôrekomster  i  Gellivaru 
Malmberg  och  kringliggande  trakt.  Avec  3  pi.  —  O.Torell:  Apatitforekoin- 
sterna  i  Norrbottens  L&n.  —  T.  Fegniens:  Om  de  lôsa  jordallagringarna  i 
niigra  af  Norrlands  elfdalar.  Avec  2  pi.  —  E.  MSnsel:  Resenotiser  fiân  det 
fossilfôrande  kambrisk-siluriska  omràdet  af  Vesterbottens  Lappmark.  -  G. 
Holm:  P'ôrateningar  frân  Lappland,  Insalmlade,  samt:  Om  iorekomsten  af 
en  Caryocrinus  i  Sverige.  —  A*  0.  Hëg^boin:  Om  kvartsit-sparogmitomrândet 
i  Sveriges  sydlega  fjelltrakter.  —  K.  A.  Fredholm  :  Bidrag  till  kànnedomen 
om  de  glaciale  fôreteelserna  î  Norrbotten.  Avec  i  pi.  —  H.  Lnndb^lui: 
Skotska  byggnadssâtt  for  naturlig  sien.  Avec  i  pi.  —  A.  KéIb|ri^B:  Agro- 
nomiskt-botaniska  studier  i  Norra  Dalarne,  âren  1890  och  1891. 

Ser.  C.  Afhandlingar  och  uppsatser.  No.  121-  130,  132— 139.  Stock- 
holm, 1892-1894.  In  8^  (Un  volume). 

G.  Holm:  Om  mynningen  hos  Lituites.  Avec  3  pi.  —  E.  Svedmark:  Midde- 
landen om  jordstôtar  i  Sverige.  II.  —  A.  Blomberg:  Antrekningar  frâa  en 
i  praktiskt  syfte  foretagen  geologisk  resa  i  Vesterbottens  l&n.  Avec  1  pi.  — 
A.  6.  IKfgboliiii:  Studier  ofvcr  de  glaciala  aflagringarna  i  Upland.AvecI  pi. 
—  J.  C.  Moberg:  Om  skifTern  raed  Clonograptus  tonnellus,  dess  fauna  ocb 
geologiska  aider.  Avec  1  pi.  —  Om  en  nyupptàckt  fauna  iblockaf  karobrisk- 
sandsten.  Avec  1  pi.  —  Om  nâgra  nya  graptoliter  frân  Skânes  undregrapto- 
litskifTer.  Avec  1  pi.  —  Till  frâgan  om  pygidiets  byggnad  hos  Ctenopyge 
pecten  Salter.  —  Om  den  af  Trinucleus  Goschinorrhinus  An  g.  -  Karakte- 
riserade  kalkens  geologiska  aider.  —  F.  Svenoniiis:  Om  berggrunden  i  Norr- 
bottens lân  och  utsigterna  till  brytvârda  apatit  forekomster  Oerst&des.  Avec 

1  pi.  —  H.  Lnndbohm:  Apatitfôrekomster  i  Norrbottens  Melmberg.  -  À. 
6.  IMfgboiii:  Om  miirken  eftcr  isdâmda  sjoâr  i  Jemtlands  fjelltrakter.  Avec 

2  pi.  —  Om  interglaciala  aflagringar  i  Jemtland.  —  H.  Lmidbokm:  Oiu 
stenindustrien  i  lôrenta  staterna.  —  N.  0.  Holst:  Bidrag  till  kftnnedomen 
om  lagerfoljden  inom  den  knmbriska*sandstenen.  —  H.  LiudbohH:  Om 
berggrunden  i  Vest^rnorrlands  kusten trakter.  —  A.  6.  Hof^bom:  Om  post- 
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ark&iska  eruptiver  inom  det  svenks-fmska  urberget.  Avec  1  pi.  —  Om  de 
S.  K.  urgraniterna  i  Upland.  —  0.  NordengkJSld  :  Orn  de  porfyriska  gftng- 
bergarterna  i  Ôstia  Sm&land.  —  H.  Iledstrdin:  Om  Hasseins  forntida  och 
ntitida  utbredning  i  Sverige.  —  Ueber  arc)iaeisclic  Ergussgesteine  aiis  Sinâ- 
land.  Avec  2  pi.  —  H.  Bhekgtrdiu:Tvenne  nyupptrâcktasvcnskakiotgraniter. 
—  E.  STedmArk:  Middelande  om  jordstôtar  i  Sverige.  III.  —  T.  Oberg: 
Floitholmen  i  Sjôn  Raiftngen.  —  B.  Siéger:  Flottholmen  i  Sjôn  Ralângen 
och  vattenstândets  osciliaiioner.  —  E.  STedmark:  Ytterligareom  flottholmen 
i  Sjôn  Ralângen. 

Ser.  C.  Afhandlingar  och  uppsateer.  No.  J41— 143, 146— 151, 153— 
156,  158,  159.  Stockholm,  1894—1896.  In  8°.  (Un  volume). 

G.  de  Geer:  Om  strandiiniens  fôrskjutning  vid  vâra  inRjôar.  —  Om  kvartâra 
niv&fôrândnngar  vid  Finsl^a  viken.  —  E.  STedmark:  Meddelanden  om  jord- 
stôtar i  Sverige.  IV.  Avec  1  pi.  —  À.  Hennlg:  Om  âhussandstenen.  Avec 
i  pi.  —  F.  STenonina:  Forskningsrcsor  i  Kvikkjokks  fjftlltrakter  âren  1892 
och  1893  med  sârskild  hânsyn  till  apatitfôrckomster.  Avec  1  pi.  —  E«  STed- 
mark: Geologiska  middelanden  fr&n  resor  i  Dalarne  och  Helsingland.  Avec 
1  pi.  —  Orsa  Finmarks  geologi.  Avec  1  pK  —  A.  G.  HOgborn:  Ueber  das 
Nephelinsyenitgebiet  auf  dcr  Insel  Alnô.  Avec  2  pi.  —  N.  0.  Hoist  et  J.  !• 
Moberg:  Om  Lommalerans  aider.  Avec  1  pi.  -  T.  Madsen:  Jamte  ett  tillag 
om  foraminifererne  i  Lommaleret.  —  G.  Holm:  Om  Didymograptus,  Te- 
tragraptus  och  Phyllograptus.  Avec  6  pi.  —  N.  0.  Holst:  Har  dit  funnits 
mera  iin  en  istid  i  Sverige.  —  G.  Holm:  Om  tvenne  Gyroceras-formigt  bôjda 
Endocera-arter.  Avec  3  pi.  —  Om  de  endosifonala  bildningarna  hos  famîljcn 
Endocemtidae.  Avec  1  pi.  -  F  STenonivs:  Nasafjàlls  zink-  och  silfvergruf- 
vor  i  Norbottens  Lan.  Avec  2  pi.  —  G.  de  Geer:  Till  frSgan  om  Lomma- 
lerans l\lder.  —  J.  C.  Moberg:  Silurisk  posidonomyaskifler  en  egendomlig 
utbildning  af  SkSnso  ôfversilur.  Avec  1  pi.  —  Untersuchungen  tiber  die 
Griîndsteine  der  wentlichen  Blekinge  und  der  angrenzenden  Theile  Schonens. 
Avec  1  pi.  —  0«  NordeD8kJ(Ud  :  Nya  bidrag  till  kiinnedomen  om  de  svenska 
hâlleflintberg  arterna. 

Ser.  C.  AfhandUnger  och  uppsatser.  No.  63,  64,  65',  66,  69,  70,  72, 
73.  Stockholm,  1884-1886.  In  4o.  (Un  volume). 

J.  C.  Moberg:  Cephalopoderna  i  Sveriges  kritsystem.  I.  Sveriges  kritsy^tem 
systematiskt  framsiâldt.  Avec  1  carte.  —  0.  Torell:  Praktiskt  geologiska 
undersôkningar  inom  Norra  delen  af  Kalmar  Lan,  utforda  pâ  bekostnad  af 
Lànets  Norra  Hushâllnings^Selskap  genom  Sveriges  geologiska  Undersôkning 
âren  1876-1881.  Avec  2  cartes.  -  E.  Erdmann:  Beskrifning  ôfver  Skânes 
stenkolsfâlt  och  -grufvor,  jemte  redogôrelse  for  derier  vunna  âmnens  beskaf- 
fenhet  och  anvândning.  Avec  9  pi.  —  S.  L.  Tëmqnlst:  Undersôkningar  ôfver 
Siljansomzftdets  trilobitfauna.  Avec  3  pi.  »  B.  Lnndgren:  Anmârkningar 
om  Spondylusarterna  i  Sveriges  kritsystem.  Avec  2  pi.  -  A.  G.  H(Sgbom8: 
Glaciala  och  petrografiska  jakttagelser  i  Jemtlands  Lan.  Avec  2  pi.  —  0.  Torell: 
Praktiskt  geologiska  undersôckningar  inom  Norra  Delen  af  Elfsborgs  Lan 
och  Dalsland,  med  bidrag  af  L&nets  Noira  Hush.  Selskab,  uren  1878-1882. 
Avec  4  cartes.  —  J.  C.  Moberg:  Cephalopoderna  i  Sveriges  kritsystem.  H. 
Artsbcskrifning.  Avec  G  pi. 
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Ser.  C.    Afhandlingar   och  uppsatser.   No.  102,  112,  120,  131,  140, 
144,  145,  152,  157.  Stokholm,  1889—1895.  la  4^ 

J.  JSnsson  et  E.  Henningr:  Praktiskt  geol.  undersôckningar  inom  Jemtlands 
Lan.  III.  Agronomiskt  geologiska  och  agronorniskt  vâxtfysiognomiska  studier 
i  Jemtland.  —  6.  Holm:  Svcrigcs  kambrisk-siluriska  Hyolithidae  och  Co- 
nulariidae.  Avec  G  pi.  —  H.  Conwents:  Untersvichungon  ûber  fossile  Holzer 
Schwcdens.  Avec  11  pi.  —  Praktiskt  geolog.  undcrsuckningar  inom  Hallands 
Lftn  med  bidrag  af  Lîinets  Hiish.-Sallskap,  iiren  1882-4891.  -  I.  G.  dedeer: 
Beskrifning  tili  geologisk  jordartskarta  ôfver  llollands  Lan.  —  II.  E.  Sred- 
mark:  Beskrifning  ôfver  berggrunden  inom  Hallands  Lan.  Avec  1  pi.  - 
A.  Y.  GreTilins:  Studier  ôfver  vegelationens  sammcnsàttning  }'A  Olika 
berggrund  inom  nordligaste  Delarnc  af  Jemtlands  och  Vestci-norrlands  Lan. 
Studier  ôfver  vâxtsamliàlienas  utvcckling  pâ  Ilolmari  Indals  —  och  Anger- 
manelfven.  —  Praktiskt  geolog.  undersôckningar  inam  Jemtlands  Lan.  -  V. 
E.  Ilenning^:  Studier  ôfver  végétations  for  hâllandona  i  Jemtland  aur  forst- 
lig,  agronomisk  och  geologisk  synpunkt.  —  À.  Blombei^:  Praktiskt  geolog. 
undersôckningar  inom  GcQeborgs  Lan  med  bidrag  af  Lânets  Landsting  och 
Hush.-Sàllskap,  âren  1880—1893.  Avec  1  carte.  —  Praktiskt  geolog.  under- 
sôckningar inom  llallans  Liin.  III.  —  A.  G.  Kellcrren:  Praktiskt  botanisk 
och  geologisk  beskrifning  af  de  S.  K.  Rvorna  i  Sydôstra  Halland. 

W.  C.  Brogger:    Die    Eruptivgesteine   des  Kristianîagebietes.  I.  Die 
Gesleine  der  Gzoardit-Tinguait-Seiie.  Voyez  pag.  969. 
Avec  pi.,  cartes  et  fig.  dans  le  texte. 
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En  ouvrant  cette  nouvelle  série  Tlnstitut  scientifique  et  littéraire 
de  la  fondation  Teyler  a  Thonneur  d'informer  les  lecteurs  des 
Archives,  que  M.  M.  les  Directeurs  ont  résolu  de  lui  en  confier 
dorénavant  la  rédaction,  qui,  à  partir  de  ce  jour,  se  fera  sous  sa 
responsabilité. 

Les  Archives,  comme  l'indique  déjà  leur  titre,  contiendront  d'abord 
la  description  scientifique  des  principaux  instruments  de  précision 
et  des  diverses  collections  que  la  fondation  possède,  ainsi  que  les 
résultats  des  expériences  et  des  études,  qui  seront  faites  par  leur 
moyen,  soit  que  ce  travail  soit  fait  par  les  conservateurs  de  ces 
collections,  soit  par  d'autres,  auxquels  les  Directeurs  en  auront 
accordé  l'usage. 

En  second  lieu,  et  pour  tant  que  l'espace  disponible  ne  sera  pas 
occupé  par  ces  publications  obligatoires,  les  pages  des  Archives 
seront  ouvertes  aux  savants,  dont  les  travaux  scientifiques  ont 
rapport  à  une  des  branches,  dont  la  culture  a  été  recommandée 
à  l'Institut  par  son  fondateur. 

Pour  de  plus  amples  informations  à  cet  égard  on  est  prié  de 
s'adresser  au  Secrétaire  de  l'Institut, 

E.  VAN  DER  VEN. 

Haablem,  janvier  1881. 
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TEYLERSCHEN  THEOLOGISCHEN  GESELLSCHAFT 

ZU  HAARLEM,  ^.^'^^^'^"'"^^^x 

fiir  das  Jahr  l|é98.      ^9  :    c  '  ) 


Die  Directoren  der  Teylerscheii  Stiftung  un  die  Mitglieder  der 
Teylerschen  Theologischen  Gesellschaft  haben  in  ihrer  Sitzung 
von  15ten  October  1897  ihr  Urtheil  ausgesprochen  ûber  zwei  Be- 
antwortungen  in  deutscher  Sprache,  welche  bei  ihnen  eingeliefert 
waren  auf  die  Preisfrage  ûbej  den 


» 


Einfluss  der  Pârsismus  auf  das  Judenthum." 


Die  erste  Arbeit  mit  dem  Motto  „IHe8  diem  docet''  ist  dem  An- 
scheine  nach  von  derselben  Hand,  wie  eine  vor  einigen  Jahren 
eingereichte,  welche  damais  trotz  vieler  guten  Eigenschaften  von 
uns  nicht  zur  Bekronung  vorgeschlagen  werden  konnte.  Ist  dem 
so,  dann  hat  der  Verfasser  sich  die  damais  ausgesprochene  Kritik 
zum  Theil  zu  Nutzen  gemacht.  Die  heute  vorliegende  Arbeit  steht 
in  mancher  Hinsicht  hôher  als  die  erste.  In  der  Literatur  ûber  die 
Religion  Zarathushtra's,  die  dem  Verfasser  damais  nur  oberflàch- 
lich  bekannt  zu  sein  schien,  hat  er  jetzt  viel  ausgedehntere  Studien 
gemacht.  Auch  das  Avesta  kennt  er  îetzt  besser  als  damais.  Hat 
er  dièse  Kenntnisse  auch  nur  aus  zweiter  Hand,  wâhrend  er  uber 
das  Judenthum  selbstândige  Studien  gemacht,  so  wiirde  das  an 
sich  nicht  schaden  und  konnte  kaum  anders  erwartet  werden,  und 
die  kleinen  hier  und  da  vorkommenden  Irrthùmer,  welche  sich 
hieraus  ergeben   haben,  wûrden  leicht  verbessert  werden  kônnen. 

Der  Verfasser  ist  der  Meinung,  das  Judenthum  habe  sich  ganz 
selbststandig  entwickelt,  auch  was  die  Daemonologie  und  Escha- 
tologie betriffit,  wenn  schon  unbedeutende  Entlehnungen  aus 
anderen  Religionen   nicht  ganz  ausgeschlossen  seien.  Hâtte  er  fur 


dièse  Behauptung  stichhaltige  Argumente  beigebracht,  so  wûrden 
auch  diejenigen  unter  den  Preisrichtern,  welche  seiner  Meinung 
nicht  beistimmen  kônnen,  kein  Bedenken  getragen  haben  ihm  den 
Ehrenpreis  zuzuerkennen  und  seine  Abhandlung  als  eine  wissen- 
schaftliche  Arbeit  herauszugeben.  Es  sind  aber  nach  ihrer  Meinung 
die  angefiihrten  Griinde  zu  schwach  und  die  ganze  Beweisfiihrung 
scheint  ihnen  mehr  geschickt  als  ûberzeugend,  mehr  ein  Pleidoyer 
als  eine  wissenschaftliche  Untersuchung. 

Doch  das  grosse  Bedenken  der  Beurtheiler  liegt  darin,  dass  der 
Verfasser  seine  Beweisfùhrung  verknûpft  mit  der  bekannten  Hy- 
pothèse James  Darmesteter's  beziiglich  des  spâten  Entstehens  des 
Zarathushtra^schen  Religionssystems.  I^armesteter  war  ein^groaser 
Gelehrter,  ein  genialer  Mann  nnd  sein  jûngstes  Werk  kennzeichnet 
ihn  als  einen  der  besten  Kenner  des  Avesta.  Aber  der  Werth 
dièses  Werkes  wird  sehr  vermindert,  vorerst  durch  das  sklavische 
sich  binden  an  die  auf  schwachen  Fi'issen  stehende  pârsische  Ueber- 
lieferung,  die  er  ûberall,  man  soUte  fast  sagen  gegen  sein  besseres 
Wissen,  seiner  Uebersetzung  zu  Grunde  legt,  sodann  durch  die 
Annahme,  dass  die  âltesten  Urkunden  der  Religion  Zarathushtra's 
erst  unter  den  Arsaciden  geschrieben  seien,  und  dass  das  darin 
enthaltene  Lehrsystem  eine  persische  Umarbeitung  der  Philosophie 
des  Philo  Judaeus  sei.  Dièse  von  keinem  Sachkundigen  vertheidigte, 
von  den  meisteu  bestimmt  verworfene  Annahme  wird  vom  Ver- 
fasser als  feststehendes  Résultat  der  Wissenschaft  ubernommen. 
Keine  Spur  von  Kritik.  Kein  Vermuthen  von  Einwendungen  da- 
gegen.  Auf  Ailes  was  dagegen  gesagt  ist,  —  und  sie  ist  nach  der 
XJeberzeugung  der  Beurtheiler  bereits  hinreichend  widerlegt,  — 
hat  der  Verfasser  keine  Rûcksicht  genommen  und  es  nicht  der 
Mûhe  werth  geachtet,  wir  woUen  nicht  sagen  dièse  Kritik  seiner- 
seits  zu  widerlegen  —  was  ihm  wohl  nicht  môglich  gewesen  wâre,  — 
sondern  nur  zu  erwâhnen.  Als  der  Verfasser  seine  erste  Arbeit 
eingesandt  hatte,  âusserte  einer  der  Beurtheiler  seine  Freude  dar- 
ûber,  dass  er  die  damais  gerade  verôffentliche  Hypothèse  Darmes- 
teter's noch  nicht  gekannt  hatte,  weil  er  dieselbe  sonst  sicher  wurde 
herangezogen  haben,  um  seiner  Beweisfùhrung  Kraft  zu  verleihen, 
Was  dieser  Beurtheiler  fûrchtete  ist  nun  geschehen.  Der  Verfasser 
erklàrt  zwar,  dass  er  auch  abgesehen  von  diesem  Argument  zu 
demselben  negativen  Resultaten  gekommen  wàre  ;  aber  dann  hatte 
er  kliiger  gehandelt,  in  einer  Frage,  in  welcher  die  grosse  Mehr- 
heit  der  Sachverstandigen   anderer  Meinung  ist  und  ûber  welche 


er  nicht  befugt  war  selbst  zu  urtheilen,  keine  Partei  zu  ergreifen 
und  sie  bei  seiner  Beweisfûhrung  ganz  ausser  Betracht  zu  lassen. 

Nachdem  dièses  Hauptbedenken  genannt  ist,  brauchen  andere 
Einwendungen  nur  noch  eben  beriihrt  zu  werden.  Sie  beziehen 
sich  darauf,  dass  der  Verfasser  der  Uebersetzung  Darmesteter's 
blindlings  folgt,  auch  wo  er  die  bessere  von  Geldner  kennt,  dass 
er  die  Quellen  urtheilslos  benutzt,  so  dass  z.  B.  zwischen  Avesta 
und  Bundehish,  welche  Jahrhunderte  auseinander  liegen,  kaum 
unterschieden  wird,  dass  er  die  spâtere  jûdische  und  altchristliche 
Apokalyptik  und  die  âlteste  christliche  Literatur  unbenutzt  lâsst 
und  endlich,  dass  er  ausschliesslich  das  Nichtvorhandensein  von 
direkten  Entlehnungen  zu  beweisen  trachtet  und  nicht  berûck- 
sichtigt,  dass  religiôse  Ideen  Einfluss  haben  und  selbststândig  ver- 
arbeitet  werden  kônnen. 

Die  Gesellschaft  bedauert  sehr,  dass  sie  der  in  vieler  Hinsicht 
vortrefflichen  Arbeit  dièses  unermûdlichen  Gelehrten  die  hôchste 
Auszeichnung  nicht  zuerkennen  noch  auch  die  Verantwortung  fiir 
die  Verôfientlichung  tragen  kann,  denn  die  Abhandlung  zeugt  von 
grosser  Arbeitskraft,  fleisigem  Studium  und  ausgedehnter  Kennt- 
niss  vor  allem  auf  dem  Gebiete  der  Geschichte  des  Judenthums. 
Als  Anerkennung  dieser  Verdienste  bîetet  si  dem  Verfasser,  falls 
er  sich  bekannt  machen  will,  die  silberne  Médaille  an. 

Die  zweite,  gleichfalls  deutsch  geschriebene  Beantwortung  trâgt 
das  Motto  Jesaja  45  :  7.  Auch  der  Verfasser  dieser  Arbeit  hat  sich 
durchgehends  der  Uebersetzung  Darmesteter's  bedient,  was  ihn  hier 
und  da  auf  einen  Irrweg  gelïihrt  hat,  aber  die  unglûckliche  Hy- 
pothèse nimmt  er  nicht  an.  Aber  in  der  Ueberzeugung  von  ihrer 
grossen  Wichtigkeit  fur  die  zu  behandelnde  Frage  bespricht  er  sie 
ausfûhrlich.  Die  Grûnde,  welche  er  dagegen  anfiihrt,  sind  nicht 
gerade  die  starksten,  und  er  wûrde  besser  gethan  haben  hâtte  er 
sich  mehr  bekannt  gemacht  mit  dem,  was  andere  daruber  gesagt 
haben;  aber  er  hat  einen  Beweis  von  kritischem  Takt  gegeben, 
indem  er  sie  verwarf.  Auch  in  der  Wahl  eines  Fûhrers  auf  dem 
Gebiete  der  Zarathushtra'schen  Studien  —  er  folgt  meistens  Geld- 
ner —  ist  er  glûcklicher  gewesen  als  sein  Mitbewerber.  Er  geht 
mit  Recht  von  der  Ueberzeugung  aus,  dass,  welche  jûngeren  Be- 
standtheile  das  Avesta  auch  enthalten  môge,  nicht  allein  die 
religiôse  Reform,  wovon  es  Zeugniss  gibt,  sondern  auch  der  Inhalt 
im  AUgemeinen  ait  ist,  so  dass  die  Môglichkeit,  dass  durch  das- 


selbe  Eiiifluss  auf  das  Judenthum  ausgeûbt  wurde,  nicht  von  vom 
herein  ausgeschlossen  ist.  Diesen  E influes  sucht  er  nun  durch 
Vergleichung  der  beide  Religionen  wahrscheinlich  zu  machen  — 
mehr  als  das  war  natïirlich  in  dieser  historischen  Frage  nicht  zu 
fordem  —  und  er  thut  dies  ordnungsgemâss,  klar,  nicht  ohne 
Kritik  und  durchgehends  mit  Mâssigung.  Nur  hier  und  da,  z.  B. 
in  dem,  was  er  iiber  Jes.  24  :  7  und  Jes.  26  :  20—27  :  2  sagt, 
will  er,  unseres  Erachtens,  zu  viel  beweisen.  In  der  Geschichte  des 
Judenthums  ist  er  offenbar  gut  zu  Hause;  hier  schôpft  er  selbst- 
stàndig  aus  den  Quellen,  und  er  hat  sehr  richtig  gefuhlt,  dass  der 
Eiufluss  der  Ideen  Zarathushtra's  auf  das  Judenthum  sich  nicht 
am  meisten  herschreibt  aus,  noch  sich  am  krâftigsten  geltend 
macht  in  der  Zeit  der  persischen  Herrschaft,  sonderm  vor  allem 
spâteren  „Zeitstrômingen"  zu  verdanken  ist.  Hiitte  er  auch  viel- 
leicht  mehr  mit  der  Môglichkeit  rechnen  mûssen,  dass  auch  in 
anderen  morgenlàndischen  Religionen,  z.  B.  in  der  babylonischen, 
die  Erklarung  einiger  Vorstellungen  des  spâteren  Judenthums  zu 
finden  ist,  man  kann  es  ihm  billiger  Weise  nicht  als  Tadel  an- 
rechnen,  dass  er  sich  innerhalb  der  Grenzen  der  gestellten  Frage 
gehalten  hat.  Bezûglich  einiger  Quellen,  wie  der  Belisten-Inschrift, 
hat  er  nicht  die  besten  Autoritaten  zu  Rathe  gezogen  und  die 
belangreiche  Stelle  des  Cyrus-Cylinder  hat  er  schlecht  libersetzt. 
Mit  den  Ansichten  Prof.  Kosters's  bezûglich  der  Rûckkehr  der 
Verbannten  und  des  Tempelbaues  hat  er  sich  wohl  etwas  leichthin 
abgefunden.  Auch  an  anderen  Einzelheiten  liessen  sich  begrûndete 
Ausstellungen  machen,  und  die  ganze  Beweisfiihrung  hatte  weniger 
breit  sein  kônnen.  Aber  dièse  Bedenken  sind  nicht  ûberwiegend. 
Ob  der  Verfasser  seine  Behauptung  bewiesen  hat,  haben  wir  nicht 
zu  entscheiden.  Er  hat  auf  jeden  Fall  einen  bedeutenden  Beitrag 
zur  Lôsung  des  Problems  geliefert  und  uns  der  Lôsung  einen  Schritt 
nàher  gebracht.  Sein  Schrifb  ist  eine  wirklîch  wissenschaftliche  Ar- 
beit,  welche  Zeugniss  gibt  von  fleisigem  Studium,  ernstlichem  Nach- 
denken  und  historischem  Sinn.  Die  Gesellschaft  war  deswegen  der 
Meinung,  dass  die  Arbeit  mit  der  goldenen  Médaille  bekrônt  und 
auf  Kosten  der  Teyler-Stiftung  gedruckt  und  herausgegeben  werden 
konne,  doch  allein  unter  dem  Vorbehalt,  dass  der  Verfasser,  der 
in  einer  fur  ihn  fremden  Sprache  geschrieben  hat,  Sprache  und 
Stil  einer  grûndlichen  Durchsicht  unterwirft.  Das  versiegelte  Billet 
wurde  darauf  geôffnet  und  enthielt  den  Namen  des  Docenten 
ERIK  STAVE,  zu  Upsala  (Schweden). 


Als  neue  Preisfrage,  auf  welche  die  Beantwortungen  vor  dem 
Iteii  Januar  1899  erwartet  werden,  wird  gestellt: 

„Eine  kritische  Abhandlung  ûber  die  histori- 
schen  Dateu  der  Geschichte  der  christlichen  Ge- 
meînde  in  Rom  bis  um  das  Jahr  150  nach  Christus/' 

Der  Preis  besteht  in  einer  goldenen  Médaille  von  /  400  an  in- 
nerem  Werth. 

Man  kann  sich  bei  der  Beantwortung  des  HoUândischen,  La- 
teinischen,  Franzôschen,  Englischen  oder  Deutschen  (nur  mit 
Lateinischer  Schrift)  bedienen.  Auch  miissen  die  Antworten  v  o  1 1- 
stàndig  eingesand  werden,  da  keine  unvoilstàndige  zur  Preisbe- 
werbung  zugelassen  werden.  Aile  eingeschickte  Antworten  fallen 
der  Gesellschaft  als  Eigenthum  anheim,  welche  die  gekrônte,  mit 
oder  ohne  Uebersetzung,  in  ihre  Werke  aufnimmt,  sodass  die  Ver- 
fasser  sie  nicht  ohne  Erlaubniss  der  Stiftung  herausgeben  durfen. 
Auch  behâlt  die  Gesellschaft  sich  vor,  von  den  nicht  preiswiirdigen 
nach  Gutfinden  gebrauch  zu  machen,  mit  Veschweigung  oder 
Meldung  des  Namens  der  Verfasser,  doch  im  letzten  Falle  nicht 
ohne  ihre  Bewilligung.  Auch  kônnen  die  Einsender  nicht  anders 
Abschriften  ihrer  Antworten  bekommen  aïs  auf  ihre  Kosten.  Die 
Antworten  mûssen  nebst  eineni  versiegelten  Namenszettel,  mit 
einem  Denkspruch  versehen,  eingesandt  werden  an  die  Adresse: 
Fundatiehuis  van  wijlen  den  Heer  P.  TEYLER  VAN  DER 
HULST,  te  Haarlem. 


PROGRAMME 

DE  LA 

SECONDE  SOCIÉTÉ  DE  TEYLER 

À  HAARLEM, 

pour  l'année  1898. 


Depuis  qu'on  s'est  appliqué  davantage  à  Tétude  de  THistoire  de 
l'Art,  et  que  la  vie  et  les  œuvres  des  plus  grands  peintres  et  des 
sculpteurs  du  premier  ordre  sont  devenues  le  sujet  de  recherches 
approfondies  et  ont  été  livrées  à  la  critique,  c'est  Rembranitt  qui 
de  tous  les  maîtres  de  l'école  hollandaise  du  17©  siècle  a  été  le 
plus  étudié  et  le  plus  décrit. 

Si  les  érudits  dés  temps  passés  se  bornaient  principalement  à 
donner  une  description  de  ses  eaux-fortes  et  à  en  faire  la  critique, 
il  n'en  est  plus  de  même  de  nos  jours,  où  C.  Vosmaer  qui  fit 
paraître:  ^Rembrandt,  sa  vie  et  son  oeuvre",  Dr,  W.  Bode  qui 
écrivit  ses:  Studien  zur  Qeschichte  der  HoUandischen  Malerei', 
Dr.  A.  Bredius,  qui  publia  des  articles  dans  Ovd-Holland  et  Em. 
Michel,  qui  produisit  l'ouvrage  intitulé:  „Rembrandt,  sa  vie,  son 
œuvre  et  son  temps",  méritent  d'être  cités  en  premier  lieu,  comme 
ayant  eu  une  plus  large  conception  de  leur  tâche  dans  la  des- 
cription de  la  vie  du  grand  maître  et  de  ses  œuvres. 

Les  reproductions  des  eaux-fortes  de  Rembrandt  par  la  photo- 
typie,  qui  parurent  il  y  a  quelque  temps  déjà  et  qui  furent  suivies 
par  la  publication  de  200  de  ses  dessins,  sous  la  direction  du 
Dr.  Fr.  Lippmann,  Directeur  du  Cabinet  d^Estampes  à  Berlin  et 
de  500  reproductions  de  ses  tableaux  par  l'héliogravure,  par  les 
soins  du  Dr.  W  Bode,  ont  puissammet  contribué  à  faire  connaître 
les  œuvres  du  grand  maître. 

Outre  les  dessins  reproduits  que  nous  venons  de  citer  et  ceux 
qui  figurent  sur  la  liste  détaillée,  que  Em.  Michel  a  ajouté  à  son 
ouvrage,  il  y  en  a  encore  plusieurs  dans  des  collections  publiques  et 


privées  que  Ton  connaît  moins  et  qui  n'ont  pas  été  décrits.  Pour 
obtenir  un  aperçu  aussi  détaillé  que  possible  de  la  fécondité  et  de 
la  puissance  de  ce  grand  génie,  il  faudrait  qu'on  publiât  un  cata- 
logue détaillé  de  tous  ses  dessins  connus  et  moins  bien  connus. 

Pour  que  l'accomplissement  de  ce  vœu  ait  plus  de  chance  de 
réussite,  la  Seconde  Société  Teyler,  d'accord  avec  Messieurs  les 
Directeurs  de  la  Fondation  Teyler,  a  résolu  de  mettre  au  Concours 
pour  1898  les  sujets  qui  suivent  et  auxquels  les  réponses  sont 
attendues  avant  le  1®^  Avril  1890,  afin  qu'ils  puissent  être  jugés 
avant  le  1er  Mai  1901. 

1^  Un  Catalogue  raisonné  aussi  complet  que 
possible  et  rangé  dans  l'ordre  chronologique,  des 
dessins  de  Rembbandt;  de  ceux  de  ces  dessins  qui 
ont  déjà  été  reproduits  par  l'héliotypie  ou  par 
un  autre  procédé,  aussi  bien  que  de  ceux  qui  sont 
moins  connus  et  qui  se  trouvent  dans  les  collec- 
tions publiques  et  privées. 

3°.  Une  description  exacte  de  ce  que  ces  dessins 
représentent;  de  la  manière  dont  ils  ont  été  exé- 
cutés et  de  leurs  dimensions,  avec  les  rapports 
qu'il  y  a  entre  chaque  dessin  et  d'autres  dessins,  eaux- 
fortes  ou  tableaux,  en  y  ajoutant,  si  possible,  la 
date  à  laquelle  ils  ont  été  faits;  en  citant  la  col- 
lection dont  ils  font  partie  en  ce  moment,  dans 
lesquelles  ils  se  trouvaient  auparavant  et  les  re- 
productions qui  en  ont  été  faites. 

Ce  catalogue  doit  avoir  une  préface,  dans  laquelle  on  décrit  la 
manière  de  dessiner  de  Rembrandt  dans  ses  différentes  périodes  et 
où  l'on  cite  les  principales  collections  qui,  dans  la  suite  des  temps, 
ont  possédé  des  œuvres  de  sa  main. 

La  récompense  qui  sera  décernée  pour  la  réponse,  qui  sera  jugée 
la  meilleure  et  la  plus  satisfaisante,  est  une  médaille  en  or,  frappée 
au  coin  de  la  Société,  d'une  valeur  intrinsèque  de  quatre  cents 
florins  et  une  somme  de  quatre  cents  florins  de  Hollande,  comme 
dédommagement  des  frais  inévitables,  qu'entraîne  une  réponse 
satisfaisante  à  la  question  posée. 


Les  réponses  doivent  être  lisiblement  écrites  en  langue  fram^çaise 
et  d'une  autre  main  que  celle  de  l'auteur. 

Il  importe  que  ces  réponses  soient  envoyées  dans  leur  entier 
avant  la  date  fixée;  celles  qui  seraient  envoyées  incomplètes  ne 
pourront  être  admises  au  concours. 

Toutes  les  réponses  envoyées  au  concours  restent  la  propriété  de 
la  Société,  qui  insère  dans  ses  ouvrages  le  traité  qui  a  été  cou- 
ronné ;  les  auteurs  ne  pouvant  publier  leur  travail  sans  le  consen- 
tement de  la  Fondation. 

Celle-ci  se  réserve  aussi  de  faire  des  ouvrages  couronnés  tel 
usage  qu'il  lui  plaira,  en  citant  ou  ne  citant  pas  le  nom  de  Tau- 
teur.  Dans  le  dernier  cas  cependant  elle  lui  en  demande  l'auto- 
risation. Des  copies  des  manuscrits,  qui  n'auront  pas  été  couronnés, 
ne  seront  remises  aux  auteurs  qu'à  leurs  frais. 

Les  réponses  ne  peuvent  être  signées  du  nom  de  l'auteur,  mais 
devront  porter  à  la  place  de  cette  signature  une  devise  ;  elles  seront 
accompagnées  d'un  billet  cacheté,  portant  la  même  devise  et  con- 
tenant le  nom  de  l'auteur  et  son  adresse  et  devront  être  envoyéss 
à  la  maison  de  la  Fondation  de  feu  Mr.  P.  TEYLER  VAN  DER 
HULST  à  Haarlmi, 
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QUELQUES   FIGURES 
À  w  +  2  INVERSIONS 

DANS  L'ESPACE  À  n  DIMENSIONS 

PAR 

P.  H.  SCHOUTE. 


(Seconde  partie). 
IV.  Les  cyclides  cnbiqnes. 

a).  ORIGINE. 

30.  Soient  0, ,  Oj,  O3,  0^,  O5  (fig.  10)  les  sommets  d'un  quintangle 
orthocentrique  complet  (5).  Représentons  par  Z,  2,  ii,3>'-  1^  dix 
arêtes  0^0^,  0,03,...,  par  r^,  2,  «i  3  . .  .  les  dix  faces  opposées 
^3^406»  O^O^Or,,.  . ,  par  il,  2,-4,  3,. ..  les  dix  points  diagonaux 
(^,2,«i,2),  (^,3,  «1.3)» .  . . ,  par  M,  2,iJf,,3,  •  •  •  les  dix  pointe  milieux 
des  arêtes.  Soient  <T|  2>^i,3>  **  1^^  sphères  décrites  sur  les  arêtes 
'1.2»  ^i,3>  •  •  •  comme  diamètres,  c,  j»  <5|,37  •  •  les  cercles  d'intersection 
de  ces  sphères  ir,  2,  «r,  3, . . .  avec  les  plans  homonymes  «i,2>  ^i,3> •  •  > 
enfin  ^S,  2,>S',  3, . . .  les  couples  de  pointe  d'intersection  des  arêtes 
^,2>  ^,3,  •  •  •  avec  les  triples  de  sphères  (cx^  5,  CT3  5,  «tj  J,  (ff4,5»^2,6> '^2,4)1 
.  .  .  décrites  sur  les  arêtes  situées  dans  les  faces  opposées 
^i,2>^i,3i'-*  comme  diamètres  ^^).  Alors  on  trouve: 


'•)  De  plus  nous  indiquons  encore  un  système  de  cinq  sphères  a/,  cha- 
cune desquelles  passe  par  une  douzaine  de  points  Ai^i^  et  Jf,-,*;  parmi  les 
indices  des  pointe  Ai^k  et  Mi^k  situés  sur  a',  ne  figure  pas  Tindice  1,  etc. 
Elles  se  coupent  deux  à  deux  suivant  les  dix  cercles  des  neuf  pointe  des  faces. 

Le  quintengle  orthocentrique  a  été  Tobjet  de  plusieurs  recherches.  Nous 
renvoyons  à  M.  R.  Hoppe  (Archiv  der  Math,  und  Phys.^  série  2,  t.  9,  p. 
327,  1892),  où  quelques  propriétés  simples  sont  étendues  à  Thyperespace. 
Archives  v.  33 
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„Les  quinze  points  0/,  i4,-,it  et  le  cercle  c^  forment  la 
„ba8e  d'un  réseau  3pjt5)  de  surfaces  cubiques  circu- 
„laire8." 

Au  lieu  de  contenir,  comme  un  réseau  général,  une  infinité 
simple  de  surfaces  à  un  seul  point  double  qui  varie  de  surface  en  sur- 
face, ce  réseau  de  cyclides  cubiques  ^^)  contient  dix  faisceaux  3  ,(5)  à 
deux  points  doubles  communs,  les  dix  couples  de  points  Si^-.  Cha- 
cun de  ces  faisceaux  contient  trois  surfaces  à  courbe  double,  dégé- 
nérées en  une  des  sphères  n;,t  et  le  plan  homonyme  «/,*  ;  récipro- 
quement chacune  des  dix  cyclides  dégénérées  (n,-^.,  a,^)  du  réseau 
fait  partie  de  trois  faisceaux  3^1  (5)  à  deux  points  doubles  com- 
muns ^^).  Ainsi  la  courbe  de  .Iacobi  du  réseau  se  compose  des 
dix  cercles  c,  2  ^t  de  c^  compté  deux  fois,  ce  dernier  cercle  étant 
commun  à  toutes  les  surfaces  ^^). 


")  On  appelle  cyclide  les  surfaces  cubiques  passant  une  fois  et  les 
surfaces  quartiques  passant  deux  fois  par  c^.  La  dernière  classe  de  sur- 
faces forme  le  groupe  général  dont  la  première  représente  un  sous-groupe. 
On  parle  donc  de  cyclide  tout  court,  quand  il  s'agit  d'une  cyclide  du 
quatrième  ordre,  et  y  ajoute  cubique  dans  le  cas  contraire. 

Les  dix  surfaces  dégénérées  ((ît-,^,  «<,*)  passent  par  c.  et  par  les  quinze 
points  0»-,  Ai^k'  D'après  la  théorie  générale  des  surfaces  (voir  p.  e.  Cremona- 
CuRTZE,  Grundzuge  einer  allgemeinen  Théorie  der  Oberflâchen^  u.  s.  w.^  p. 
104,  Berlin,  Calvary,  1870)  trois  surfaces  cubiques  qui  passent  par  une 
môme  conique,  se  rencontrent  encore  en  quinze  points.  Donc  r^  et  les 
quinze  points  0,-,  Ai^k  déterminent  un  réseau  de  surfaces  cubiques,  parce 
que  les  dix  surfaces  dégénérées  ne  font  pas  partie  d'un  même  faisceau. 

^■)  Bientôt  (voir  la  note  92)  nous  prouverons  que  le  réseau  3pt  (5)  n'admet 
pas  une  surface,  qui  possède  à  distance  finie  un  point  double  différent  des 
points  S,  excepté  les  surfaces  dégénérées  {%k^  (<i,k)' 

Le  faisceau  3  .(5),  dont  les  deux  points  Si,2  sont  des  points  doubles, 
contient  les  surfaces  («14,5,  «4,5),  (<t8,û,  «3,5),  («^v,  «3,4). 

'•)  Les  points  de  base  à  situation  isolée  ne  font  pas  partie  de  la  courbe 
de  Jacobi,  les  deux  degrés  de  liberté  qu'offre  le  réseau  ne  permettant 
pas  de  faire  passer  une  de  ces  surfaces  par  trois  points  Pi,  Pj,  Ps  infini- 
ment voisins  d'un  point  de  base  P  sur  trois  droites  PPi,  PPst^  PP$^  non 
complanaires,  ce  qui  est  nécessaire  pour  la  génération  d'un  point  double 
en  P.  Au  contraire,  en  un  point  quelconque  P  d'une  courbe  de  base 
commune  la  tangente  p  fait  connaître  un  point  Pi  infiniment  voisin  de 
P  et  commun  à  toutes  les  surfaces  du  réseau,  de  manière  que  deux  autres 
points  P2,  Ps  infiniment  voisins  tie  P  sur  des  droites  PP^^  PP^^  dont  le 
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Par  chacun  des  sommets  0«  il  passe  six  des  plans  Ui^  et  les 
quatre  sphères  a  non  homonymes  ;  au  contraire  chacun  des  points 
diagonaux  -4;,t  se  trouve  sur  quatre  des  plans  «//•  et  les  six  sphères 
<T  non  homonymes. 

Quant  à  la  réalité  du  quintangle  (5)  il  y  a  deux  ^^)  espèces  de 
réspaux  3pi(5).  Le  réseau  3pi  (5)i  de  première  espèce  possède  un 
quintangle  (5),  entièrement  réel;  le  réseau  3^1  (5),  de  seconde 
espèce  n'admet  qu'un  quintangle  (6)2  partiellement  réel,  deux 
sommets,  six  arêtes  avec  leurs  points  diagonaux  et  leurs  points 
milieux,  et  les  six  faces  opposées  étant  imaginaires.  Dans  le  dernier 
cas  les  trois  sommets  réels  et  les  quatre  points  diagonaux  réels 
forment  les  quatre  sommets  et  les  trois  points  diagonaux  d'un 
quadrangle  orthocentrique  entièrement  réel. 

6).  INVERSIONS. 

31.  „Le  réseau  3^j  (5)  est  anallagmatique  par  rapport 
„aux    cinq   inversions   /*    dont   les   cinq  sphères  coor- 


plan  ne  passe  pas  par  P,  ou  j?;,  déterminent  une  surface  dont  P  est  point 
double.  Et  Ton  démontre  sans  peine  (voir  Clebsch-Lindemann,  1.  c  ,  p.  383) 
à  l'aide  des  sections  planes  du  réseau  de  surfaces  que  les  courbes  de  base 
appartiennent  deux  fois  à  la  courbe  de  Jacobi, 

La  courbe  de  Jacobi  d'un  réseau  de  surfaces  d'ordre  w  est  une  courbe 
gauche  de  Tordre  6  (w  —  1)',  voir  Cremona-Curtze,  1.  c,  p.  109.  Notre  ré- 
sultat d'une  courbe  de  l'ordre  24  est  donc  d'accord  avec  cette  loi  générale. 

••)  La  supposition  que  quatre  des  cinq  points  Oi  sont  imaginaires  ne 
mène  pas  à  un  réseau  de  cyclides  réel  et  est  donc  inadmissible. 

En  effet,  supposons  que  Oi  est  réel  et  que  {O2,  Os),  (O4,  Ob)  sont  des 
couples  de  points  imaginaires  conjugués.  Alors  At^^  ^4,6  sont  réels  et  en 
ligne  droite  avec  Oi,  tandis  que  (^,,2,  ^i,»),  (^1,4,  Ab)i(A4i  As),  Us^s,  A*) 
sont  des  couples  de  points  imaginaij-es  conjugués.  Dans  ce  cas  seulement 
deux  des  dix  cyclides  dégénérées  sont  réelles,  celles  qui  contiennent  un 
des  deux  plans  (OiOîOs),  (O1O4O5);  d'où  l'on  dérive  sans  peine  qu'à  l'ex- 
ception des  cyclides  du  faisceau  déterminé  par  ces  deux  cyclides  dégéné- 
rées toutes  les  cyclides  du  réseau  sont  imaginaires. 

Ce  résultat  complète  ce  qui  a  été  trouvé  par  l'analyse.  Parce  qu'une 
certaine  équation  du  cinquième  ordre  (Darboux,  1.  c,  p.  114,  équation  6) 
a  au  moins  trois  racines  réelles,  des  cinq  sommets  du  quintangle  ortho- 
centrique d'un  réseau  de  cyclides  réel  au  moins  trois  sont  réels.  Ici  la 
géométrie  nous  apprend  qu'un  quintangle  orthocentrique  à  un  seul  sommet 
réel  mène  à  un  réseau  imaginaire  contenant  un  faisceau  réel. 

33* 
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„thogonales  (0,)  aux  centres  0/  sont  les  lieux  des 
^points  doubles  ^*)  " 

Le  cercle  c,  ^  commun  à  ir,  j  et  a,  ^  est  en  même  temps  Tin- 
tersection  des  sphères  (0,)  et  (Oj),  etc.  ^-);  le  couple  de  pointe 
S,  2  commun  à  <t,  2  ©t  i,  2  est  en  même  temps  Tintersection  des 
trois  sphères  (O3),  (O  J,  (O5),  etc. 

Le  point  Oj  est  le  centre  radical  du  système  linéaire  de  sphères 
déterminé  par  (O2),  (O3),  (OJ,  (O5)  ;  le  tétraèdre  T,  =  0^  O3  0^  O5 
est  tétraèdre  polaire  de  (0,).  L'arête  Z,  ^  est  Taxe  radical  du  réseau 
de  sphères  déterminé  par  (O3),  (OJ,  (O5);  le  triangle  «,2  ^  O3  0^  O5 
est  triangle  polaire  de  Tintersection  c,  2  de  (0,)  et  (O,).  La  face«^  5  est 
le  plan  radical  du  faisceau  de  sphères  déterminé  par  (OJ,  (O5); 
le  couple  de  points  0^,  O5  est  séparé  harmoniquement  par  les  pointe 
S^5  communs  à  (0,),  (Oj),  (O3),  etc. 

Pour  un  réseau  3^,i(5),  les  cinq  inversions  /,  sont  réelles,  quoique 
le  lieu  des  points  doubles  de  Tune  d'elles  est  imaginaire  ^^);  pour 
un  réseau  3pi(ô),  seulement  trois  des  inversions  i»  sont  réelles. 


"*)  D'après  les  propriétés  connues  d'un  quintangle  orthocentrique  (5)  on  a 

y 

ce  qui  prouve  que  les  cinq  inversions  aux  centres  0,-,  dont  les  puissances 
Qi*  sont  égales  aux  valeurs  communes  des  quatre  produits  égaux  de  ces 
cinq  lignes,  transforment  en  elles-mêmes  les  dix  surfaces  dégénérées  du 
réseau.  Donc  ces  inversions  transforment  en  elle-même  une  surface  quel- 
conque du  réseau.  D'abord  cela  est  évident  par  rapport  aux  surfaces  des 
dix  faisceaux  h  deux  points  doubles  communs  S,,*,  chacun  de  ces  faisceaux 
contenant  trois  des  surfaces  dégénérées.  Et  ensuite  il  est  évident  par 
rapport  aux  surfaces  d'un  faisceau  quelconque,  ce  faisceau  contenant  uïie 
des  surfaces  de  chacun  des  dix  faisceaux  à  deux  points  doubles  communs. 
•*)  Les  deux  cercles  se  trouvent  en  «,,  et  ont  pour  centre  commun 
le  point  ^j^;  donc  ils  coïncident,  si  leurs  rayons  sont  égaux.  Le  rayon 
du  premier  est  }yÔ^Â^^,À~^o^^  celui  du  second  \y^A^^A^^,A^6^]  donc, etc. 

")  La  relation   connue  2'—  =  0  fait  voir  qu'au  moins  un  des  rayons 

Qi 

Q  est  imaginaire  ;  si  le  tétraèdre  Oi  Og  O9  O4  inclut  son  orthocentre,  c'est 
Qj,  qui  est  imaginaire.  Alors  les  cercles  ci,b,  C2,6,  cs,6,  ^4,5  et  les  couples  de 
points  Si,2,  Si,s,  Si,4,  S^,8,  ^2,4,  Ss,4  sont  imaginaires.  Et  si  O4  et  O5  sont 
imaginaires,  seulement  les  cercles  Ci,»,  ci,8,  ^2,3  et  les  deux  points  Si,6  sont  réels. 
Quand  le  tétraèdre  Ox  O9  Os  O4  est  trirectangle  en  O4,  Os  coïncide  avec 
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„Une  cyclide  cubique  au  quintangle  orthocentrîque 
„(5)  est  touchée  aux  points  0,  par  des  plans  parallèles 
„ki  passant  par  la  droite  réelle  l^  de  la  surface  à  l'in- 
„fini  qui  complète  c»  à  Tintersection  totale  de  la  sur- 
„face  avec  le  plan  u^  à  Tinfini.  Chacun  de  ces  plans 
„l,  coupe  la  cyclide  suivant  trois  droites;  ils  font  con- 
„naître  les  cinq  couples  de  droites  de  la  surface  qui 
nS'appuient  sur  l^  Les  seize  autres  droites  rencon- 
„trent  c^  et  sont  donc  toujours  imaginaires^*)." 


O4.  Nous  ne  nous  occupons  pas  de  ce  cas  particulier,  dans  lequel  toutes 
les  cyclides  du  réseau  ont  un  point  double  au  point  de  coïncidence. 

Une  cyclide  cubique,  dont  l^  est  la  droite  réelle  h  l'infini,  erft  coupée  sui- 
vant une  conique  par  un  plan  quelconque  par  Z^;  ces  coniques  coupent  l^ 
en  une  involution  de  couples  de  points.  Parce  que  les  points  d'intersection 
de  l^  et  c^  en  forment  un  couple,  les  points  doubles  de  cette  involution 
sont  réels  et  situés  en  des  directions  perpendiculaires.  Donc  l'étude  de 
cette  involution  mène  au  théorème  suivant: 

Une  cyclide  cubique  à  droite  réelle  l^  a  l'infini  est  coupée  par  le  fais- 
ceau de  plans  parallèles  dont  l^  est  l'axe,  suivant  une  série  de  coniques 
à  axes  parallèles.  Parmi  ces  coniques  on  trouve  cinq  couples  de  droites 
dans  les  plans  li  par  0„  deux  paraboles  et  une  hyperbole  équilatère.  En 
général,  la  conique  est  hyperbole  ou  ellipse,  à  mesure  que  le  plan  par  l^ 
se  trouve  ou  ne  se  trouve  pas  entre  les  plans  des  deux  paraboles.  Les 
axes  de  ces  deux  paraboles  sont  des  droites,  qui  se  croisent  rectangulai- 
rement  l'une  l'autre,  le  plan  de  l'hyperbole  équilatère  est  à  égale  distance 
des  deux  plans  des  paraboles,  deux  plans  quelconques  à  égale  distance 
du  plan  dô  l'hyperbole  équilatère  contiennent  deux  coniques  de  même 
espèce  jouissant  de  la  propriété  que  les  asymptotes  de  l'une  croisent 
rectangulairement  les  asymptotes  de  l'autre,  les  bissectrices  des  angles  des 
cinq  coniques  dégénérées  forment  deux  quintuples  d'axes  parallèles.  Le 
lieu  des  centres  est  une  cubique  gauche  de  genre  hyperbolique  („gleichseitige 
Raumhyperbel")  qui  passe  par  les  cinq  points  0,-,  les  deux  points  doubles 
de  l'involution,  le  point  à  l'infini  commun  aux  normales  sur  les  plans  i{,etc. 

•*)  L'inversion  J,-  transforme  la  droite  réelle  l^  de  la  cyclide  à  l'infini 
en  une  série  de  points  infiniment  voisins  de  0,-  situés  dans  le  plan  déter- 
miné par  l^  et   0,-;  ce  plan  est  le  plan  tangent  de  la  cyclide  en  0,-,  etc. 

Par  rapport  à  la  théorie  des  vingt-sept  droites  de  la  surface  cubique 
on  peut  comparer: 

Th.  Reye,  Die  Géométrie  der  Lage. 

CremonaCurtze,  Grxmdzuge  u,  s,  w,^  p.  173. 

R.  Sturm,  ^nth.  TJnters,  ïiher  Flâchen  dritter  Ordn.^  Teubner,  Leipz.,  1867. 
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Il  va  sans  dire  que  les  dix  plans  tangents  de  la  cyclide  aux 
points  diagonaux  Ai^k  de  (5)  montrent  aussi  des  particularités  de 
position  relative.  Nous  n'entrons  pas  dans  ce  détail  ^^). 

„I1  y  a  trois  espèces  de  cyclides  cubiques  générales 
„qui  se  distinguent  Tune  de  l'autre  par  le  nombredes 
„plans  tangents  réels  À,-  passant  par  la  droite  i«  à  Tin- 
„fini  et  par  le  nombre  des  droites  réelles  Pour  les 
„cyclides  des  trois  espèces  ces  nombres  sont  succès- 
„sivement  (5,7),  (5,3),  (3,3).  Le  réseau  3  ,(ô),  contient  à 
„lafois  des  cyclides  de  première  et  de  seconde  espèce; 
„au  contraire  le  réseau  3pï(">)i  ne  contient  que  des  cy- 
„clides  de  troisième  espèce.  Ainsi  nous  désignonsces 
„cyclides  par  les  symboles  3(7),,  3 (/'),,  3(/)j  ^^)." 


•*)  Remarquons  toutefois  que  ces  plans  ne  passent  pas  par  un  même 
point.  En  effet,  si  Ton  étudie  (fig.  11)  la  position  des  plans  tangents  i^^ 
aux  points  Ai^  situés  dans  le  plan  «1,2,  on  trouve  à  l'aide  des  propriétés 
connues  de  l'inversion  que  ces  quatre  plans  ont  la  même  inclinaison  sur 
«1,2.  Si  ces  quatre  plans  passent  par  un  même  point,  ils  touchent  un  cône 
de  révolution  dont  l'axe  est  perpendiculaire  à  «1,2,  et  les  traces  de  œs 
plans  sur  «1^2  enveloppent  un  cercle.  Évidemment  cela  n'est  pas  le  cas. 
Car  les  traces  de  ^.4,5,  ^3,5,  As,4  passent  par  un  même  point  P  du  cercle 
des  neuf  points  du  quadrangle  orthocen trique  O3  O4  O5  ^1^  et  ce  point  P 
ne  se  trouve  pas  sur  la  trace  de  li,». 

Les  petits  traits  minces  perpendiculaires  aux  traces  indiquent  pour 
chacun  des  plans  X  le  côté  vers  lequel  le  plan  X  s'incline  sur  «1,2.  Ils  font 
voir  que  «es  plans  tangents  I3,  ^4,  ^5  en  Oa,  O4,  Oô,  parallèles  entre  eux, 
ne  sont  pas  parallèles  à  Ai,2,  etc. 

••)  Des  cinq  groupes  principaux  de  la  classification  de  ScHLàFLi,  voiries 
sources  indiquées  à  la  note  83  et  ScHLâFLi,  „0n  the  distribution  of  sur- 
faces of  the  third  order  into  species,  etc."  {PhiL  Trans,  t.  153,  partie  1, 
p.  193,  1863)  seulement  trois  se  rencontrent  chez  les  cyclides,  au  moins 
seize  des  vingt-sept  droites  étant  imaginaires. 

Une  cyclide  3  iy)t  contient  sept  droites  réelles,  l^  et  trois  couples  de 
droites  {h  l'i)  situés  en  trois  des  plans  h  ;  les  couples  de  droites  gitués 
dans  les  deux  autres  plans  h  sont  des  couples  de  droites  imaginaires 
conjuguées,  de  manière  que  ces  plans  restent  réels.  Une  cyclide  ^^\ 
contient  trois  droites  réelles,  l^  et  un  couple  (U.  l'i)^  les  quatre  autres 
couples  étant  des  couples  de  droites  imaginaires  conjuguées.  Une  cyclide 
3Wi  contient  trois  droites  réelles,  l^  et  un  couple  (Zi,  Z'i),  mais  des  autres 
couples  de  droites  imaginaires  seulement  deux  se  composent  de  droites 
imaginaires  conjuguées. 
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«Chaque  cyclide  8(7)1  admet  six  faisceaux  de  plans 
„réel8  qui  la  coupent  suivant  une  cubique  composée 
„d'un  cercle  et  d'une  droite;  au  contraire  chaque  cy- 
„clide  3(7'),  ou  3(7)j  n'en  admet  que  deux.  Pour  chacun 
„de  ces  faisceaux  l'axe  est  une  des  droites  de  la  sur- 
„face  qui  s'appuient  sur  Z«^^)." 

Nous  démontrerons  bientôt  (voir  la  note  96)  le  théorème  suivant: 

„Le8  cyclides  8(7),  et  8(7)2  n'admettent  qu'une  nappe 
„impaire  ouverte;  au  contraire  les  cyclides  8(7'^,  se 
^composent  de  deux  nappes,  une  nappe  paire  fermée 
„et  une  nappe  impaire  ouverte." 

Une  cyclide  quelconque  du  réseau  est  coupée  orthogonalement 
suivant  une  cyclique  de  courbure  ^^)  par  chacune  des  sphères  coor- 

Dans  l'espace  on  distingue  trois  espèces  de  droites,  des  droites  réelles, 
des  droites  imaginaires  à  un  seul  point  réel  et  dans  un  seul  plan  réel, 
des  droites  imaginaires  ne  portant  pas  un  seul  point  réel  et  ne  se  trou- 
vant pas  dans  un  seul  plan  réel;  on  les  appelle  droites  réelles,  droites 
pointées,  droites  imaginaires.  En  les  indiquant  par  Ir,  Ip^  U  on  trouve  donc 
pour  les  trois  espèces  de  cyclides  cubiques  les  symboles  suivants: 

3  Wi  =  (7  /„  4  /p,  16  h),  8  (/')i  =  (3  Ir,  24  y,  3  (7)2  =  (3  U,  12  l,,  \2U). 
Ils  font  connaître  tout  de  suite  les  nombres  5,  13,  7  des  plans  tritan- 
gents  réels.  Dans  le  cas  d'une  3(/)i  on  ne  trouve  que  les  cinq  plans  îl,; 
dans  celui  d'une  3  {f)\  ou  d'une  3  (y)^  on  a  affaire  à  un  des  plans  Xi  com- 
biné aux  douze  ou  aux  six  plans  contenant  deux  droites  Ip  conjuguées 
et  passant  quatre  à  quatre  ou  deux  à  deux  par  une  des  trois  droites  réelles. 

Si  l'on  coupe  les  cinq  plans  li  et  les  deux  plans  contenant  les  para- 
boles (voir  la  note  88)  par  une  droite  quelconque,  les  cinq  points 
d'intersection  0  et  les  deux  points  d'intersection  P  se  groupent  dans  les 
trois  cas  comme  l'indique  fig.  12. 

Les  trois  espèces  de  cyclides  cubiques  ont  été  trouvées  indépendamment 
de  la  théorie  des  vingt-sept  droites  d'une  surface  cubique  par  Darboux 
(l.c,  p.  128).  Nous  y  reviendrons  tout  à  l'heure. 

•')  Chaque  plan  mené  par  une  droite  l  de  la  cyclide  qui  s'appuie  sur 
^aoi  coupe  la  cyclide  suivant  une  cubique  composée  de  l  et  d'une  conique 
rencontrant  c^  en  deux  points;  cette  conique  est  donc  un  cercle. 

••)  L'intersection  d'une  cyclide  cubique  et  d'une  sphèi-e  quelconque 
est  une  courbe  gauche  du  sixième  ordre  qui  se  décompose  en  c^  et  une 
courbe  gauche  du  quatrième  ordre  rencontrant  c^  en  quatre  points;  cette 
dernière  courbe  est  donc  une  cyclique  ^cy. 

Quand    deux   surfaces   se   coupent  sous  un  angle  constant,  la  courbe 
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thogonales  (Oi\  Il  n'y  a  d'exception  que  pour  les  cyclides 
nérées  (ai^kj  ^i,k)  1©  long  de  la  courbe  double  c,^jt  par  rapport  aux 
deux  sphères  (0;),  {Oh)  qui  la  contiennent.  En  chacun  des  points 
de  Ci^ic  les  plans  tangents  à  (0/)  et  {Ok)  sont  les  bissecteurs  de 
l'angle  des  plans  tangents  aux  parties  composantes,  une  desquelles 
est  un  plan  elle-même. 

Chacune  des  cycliques  d'intersection  de  la  cyclide  avec  les 
sphères  (0;)  est  anallagmatique  par  rapport  aux  cinq  inversions  /,. 

Les  plans  tangents  d'une  cyclide  cubique,  qui  passent  par  un 
point  donné  P,  enveloppent  un  cône  du  sixième  ordre  et  de  la 
douzième  classe.  Si  P  se  trouve  sur  la  cyclide,  ce  cône  enveloppe 
se  décompose  en  un  plan,  le  plan  tangent  n  en  P,  compté  deux 
fois  et  un  cône  du  quatrième  ordre  et  de  la  douzième  classe; 
alors  ce  cône  quartique  admet  huit  ou  quatre  plans  tangents 
doubles  réels,  à  mesure  que  la  cyclide  est  une  3(7)1  ^^  qu'elle 
appartient  à  une  des  deux  autres  espèces  ®^).  Si  P  coïncide 
avec  un  des  points  0.,  la  courbe  de  contact  du  cône  quartique 
avec  la  cyclide  est  la  cyclique  de  courbure  que  nous  venons 
d'indiquer. 

32.  „Un  faisceau  quelconque  3^.(5)  du  réseau  a  pour 
„base  une  courbe  gauche  du  neuvième  ordre,  compo- 
„sée  dec»  et  d'une  courbe  gauche  ^r^  duseptième  ordre, 
„qui  passe  par  les  sommets  Oi  et  les  points  diagonaux 
„Ai^k  de  (5)  Cette  courbe  g^  rencontre  c«  en  six  points. 
„Son  septième  point  G»  à  l'infini  est  le  sommet  du  fais- 
„ceau  des  droites  l^  situées  sur  les  cyclides  du  faisceau 
„3pi(ô);  les  tangentes  à  gfy  aux  points  0;  passent  par  ce 
„point  G^  et  sont  donc  parallèles  à  l'asymptote  réelle. 
„La  courbe  g^  se  trouve   sur  cinq  cônes  cubiques  aux 


(rintersection  ne  peut  être  ligne  de  courbure  de  Tune  de  ces  surfaces  sans 
Tetre  aussi  de  l'autre  (Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  générale  dss  surfaces^ 
t.  2,  p.  393,  Paris,  Gauthier-Villars,  1889).  Or,  chaque  courbe  d'une  sphère 
est  ligne  de  courbure  de  la  sphère;  donc,  etc. 

")  Nous  fixons  l'attention  sur  le  beau  travail  de  M.  C.  F,  Geiser  {Malh 
Annalen^  t.  1,  p.  129,  1869),  qui  met  un  trait  d'union  entre  les  théories 
sur  deux  sujets  en  apparence  bien  différents:  les  vingt-sept  droites  de 
la  surface  cubique  et  les  vingt-huit  tangentes  doubles  d'une  quartique 
générale. 
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^sommets  0,-;  deux  quelconques  de  ces  cônes  se  tou- 
„chent  le  long  de  leur  arête  commune  ^^)." 

Dans  le  cas  d'un  3pi  (5),  les  cinq  cônes  cubiques  sont  réels,  dans 
le  cas  d*un  3pi  (ô)^  deux  des  cinq  cônes  cubiques  sont  imaginaires 
conjugués,  etc. 

Un  faisceau  3^.  (5)  est  déterminé,  aussitôt  qu'on  ait  fixé  un  point 
P  de  la  base  gfy.  En  choisissant  ce  point  dans  la  face  a,  .^  on  trouve 
un  faisceau  dont  la  base  g^  se  décompose  ^*)  en  une  cubique 
circulaire  située  en  a,  2  et  une  cyclique  située  sur  'ï,  oJ  ^^^  deux 
parties  se  rencontrent  en  quatre  points  de  c,  j.  En  choisissant  ce 
point  sur  l'arête  Z,  ^  on  trouve  un  faisceau  dont  la  base  5^7  se 
décompose  en  Z,  2  et  les  trois  cercles  par  les  deux  points /S,  2  dont 
03^14  5,  O^ilg  5,  Ogilg  4  sont  des  diamètres  (fig.  13);  ces  cercles 
situés   dans   les   plans   ^^  g,  ^^3  3,  ^^3  ^    sont  les  intersections  des 

couples   de   sphères    {(T3  4,  «13  g),  (cr^  5,   1T3  J,   (^3  5,  cx^  J.   Dans  le 

•         ,  »         ».  »         »  »         » 

premier  cas  particulier  une  surface  quelconque  du  faisceau  est  une 
cyclide  cubique  générale;  dans  le  second  cas  particulier  les  deux 
points  /S,  2  sont  des  points  doubles  communs  de  toutes  les  surfaces 
du  faisceau  '^). 

*")  Par  rapport  à  la  courbe  g^  h  cinq  points  „triconiquos"  on  peut  com- 
parer une  étude  antérieure  {Nienw  archiefvoor  îciskund(\  t.  10,  p.  54,  1884). 

Nous  remarquons  que  le  cône  cubique  à  sommet  0,-  par  g^  est  en  môme 
temps  le  lieu  des  couples  de  droites  par  0,-  situés  sur  les  cyclides  du 
faisceau,  et  que  ce  cône  se  compose  de  deux  nappes  ou  n'en  contient 
qu'une,  à  mesure  que  le  faisceau  de  cyclides  fait  partie  d'un  roseau 
3p*(6)i  ou  d'un  réseau  3pt(6)2,  etc. 

•')  Parce  qu'une  face  quelconque  de  (5)  fait  partie  d'une  cyclide  du 
réseau,  le  réseau  coupe  cette  face  suivant  un  faisceau  3pi(4).  Parce  que 
toutes  les  surfaces  du  réseau  coupent  une  arête  quelconque  de  (5)  en  trois 
points  fixes,  chaque  surface  qui  passe  par  un  autre  point  de  cette  arête 
doit  la  contenir. 

L'intersection  du  réseau  de  cyclides  par  un  plan  quelconque  est  un 
réseau  de  cubiques  circulaires,  qui  admet  dix  cubiques  dégénérées  en  une 
droite  et  un  cercle;  nous  n'entrons  pas  dans  les  particularités  de  position 
bien  évidentes  de  ces  droites  et  de  ces  cercles  les  uns  par  rapport  aux  autres. 

••)  A  l'aide  des  cinq  inversions  /,•  chaque  point  P  de  l'espace  mène 
h  un  groupe  de  seize  points,  communs  aux  surfaces  du  faisceau  déterminé 
par  P  et  se  trouvant  donc  sur  la  base  g^  de  ce  faisceau.  Si  P  vient  se 
placer  sur  (Oi),  ces  seize  points  se  réunissent  deux  à  deux  en  huit  points 
de  (Oi),  de  manière  que  la  base  gj  du  faisceau  correspondant  touche  on 
Archives  v.  34 
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Un  faisceau  quelconque  S^i  (5)  contient  dix  cyclides  à  deux  pointe 
doubles  S,  chacune  desquelles  passe  par  Tarête  de  (5),  qui  porte 
les  deux  points  S.  Si  cette  arête  porte  deux  sommets  réels  et  deux 
points  S  réels,  la  surface  forme  la  transition  ^^)  entre  les  cyclides 
à   sept   et  à  trois  droites  réelles.   Cela  démontre  que  le  faisceau 


ces  huit  points  des  droites  par  d.  Si  P  se  trouve  à  la  fois  sur  (Oi)  et 
(O2),  et  est  donc  un  point  du  cercle  ci,2,  les  seize  points  se  réunissent 
quatre  à  quatre  en  quatre  points  de  ci^j,  de  manière  que  les  surfaces  du 
faisceau  correspondant  touchent  en  ces  points  des  plans  par  ?j^;  alors  la 
base  g^  a  ces  points  pour  points  doubles  et  se  décompose  en  une  cubique 
plane  située  dans  le  plan  «1,2  de  ci,2  et  une  cyclique  ^cy  coupant  cette 
cubique  en  quatre  points  de  Ci,2.  Enfin,  si  P  se  trouve  à  la  fois  sur  (00, 
(O2),  (Os)  et  coïncide  donc  avec  un  des  points  84,5  de  ^4,5,  les  seize  points 
P  se  réunissent  huit  à  huit  aux  deux  points  iS4,5,  les  cyclides  du  faisceau 
correspondant  ont  des  points  doubles  en  ces  points  et  la  base  ^7  se  dé- 
compose (comparer  fig.  13)  en  Z4,6  et  trois  cercles. 

La  supposition  qu'une  surface  du  réseau  ait  un  point  double  en  un 
point  différent  d'un  des  vingt  points  Si^,  mène  à  une  surface  possédant 
seize  points  doubles,  ou  huit  points  doubles  consphériques,  ou  quatre  points 
doubles  concycliques,  à  mesure  que  le  point  double  supposé  est  un  point 
quelconque,  ou  un  point  d'une  des  sphères  (0,),  ou  un  point  d'un  des 
cercles  ci,2.  Seulement  le  dernier  cas  se  réalise  dans  les  dix  cyclides 
dégénérées  ;  les  deux  autres  cas  sont  impossibles,  le  maximum  des  points 
doubles  d'une  surface  cubique  simple  étant  quatre. 

Les  groupes  (P,)  des  seize  points  P  forment  une  involution  quaternaire 
dans  l'espace,  que  nous  représentons  par  I  {Pi).  Si  P  se  déplace  le  long 
d'une  des  courbes  gauches  Çq  trouvées  plus  haut,  le  groupe  (P,)  ne  parcourt 
pas  une  involution  sur  g^^  cette  courbe  n'étant  pas  une  courbe  ration- 
nelle, etc. 

•')  En  passant  par  la  cyclide  aux  points  doubles  réels  /Si,*,  situés  sur 
l'arête  k^jc,  portant  les  deux  sommets  réels  0,-,  0^,  les  deux  couples  de 
droites  par  0,-  et  Ok  dans  les  plans  i,-  et  Xjç  vont  coïncider  en  ?,;jt,  qui 
compte  alors  pour  quatre  des  vingt-sept  droites,  pour  devenir  imaginaires 
si  elles  étaient  réelles,  ou  réciproquement.  Ainsi  seulement  la  cyclide,  qui 
contient  une  arête  portant  à  la  fois  des  points  0  et  des  points  S  réels, 
est  cyclide  de  transition.  Donc  un  faisceau  3^i  (5)i  contient  quatre  cyclides 
de  transition,  p.  e.  si  le  tétraèdre  OiOtOsO^  inclut  son  orthocentre  (voir  la 
note  88),  les  cyclides  contenant  une  des  arêtes  ^1,5,  ^2,5,  is,5,  ^4,5.  Et  dans  le 
cas  d'un  faisceau  81  (5)2  l'arête  unique,  qui  porte  des  points  Si,*  réels, 
porte  des  sommets  imaginaires;  donc  ce  faisceau  ne  contient  pas  de 
cyclide  de  transition,  etc. 
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général  3pi  r\  se  compose  de  deux  groupes  de  cyclides  3  (y),  séparés 
par  deux  groupes  de  cyclides  3  (y) , . 

c)   GÉNÉRATIONS. 

33.  „Une  cyclide  cubique  au  quîntangle  orthocen- 
„trique  (5)  est  de  cinq  manières  différentes  Tenve- 
„loppe  des  sphères  (épisphères)  orthogonales  à  une 
«sphère  fixe  (sphère  directrice)  et  ayant  leurs  centres 
„8ur  un  paraboloide  (paraboloïde  déférent).  Les  cinq 
jjSphères  directrices  sont  les  sphères  coorthogonales 
„{0i)  de  (5);  les  paraboloïdes  déférents  correspondants 
„7ii  sont  confocaux.  De  la  sphère  directrice  (OJ  et  de 
«son  paraboloïde  déférent  ttj  le  tétraèdre  Ty^020^0^0^ 
«est  le  tétraèdre  polaire  commun,  etc. 

«Une  épisphère  quelconque  d'une  des  cinq  séries 
^touche  la  cyclide  en  deux  points,  invers  par  rapport 
«à  rinversion  /  correspondante;  donc  cette  sphère 
«coupe  la  cyclide  suivant  deux  cercles  passant  par 
«ces  deux  points  ^*)." 


••)  Menons  par  Oi  trois  droites  6,  c,  d  non  complanaires  et  représentons 
par  (B,  jB'),  (C,  C),  (A  ^')  l^s  couples  de  points  d'Intersection  de  ces  droites 
avec  la  cyclide  cubique.  Alors  on  a  OiB.  OiB'  =  OiG.  OjC  =  OïD.  OïD'  =  çi*, 
ce  qui  prouve  que  les  six  points  JB,  B\  C,  C,  D,  D'  sont  consphériques. 
En  faisant  tourner  c  et  d  autour  de  Oi  dans  les  plans  (6,  c),  (6,  d),  de 
manière  que  ces  droites  vont  coïncider  avec  6,  on  transforme  la  sphère 
par  JB,  B\  C,  C,  D,  lY  en  une  sphère  bitangente  à  la  cyclide  aux  points 
jB,  B',  Seulement  une  cyclique  à  deux  points  doubles  JB,  B  se  décompose 
en  deux  cercles  par  ces  points.  Car  le  plan  mené  par  B,  JB'  et  un  point 
quelconque  P  de  cette  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  la  rencontre  en 
cinq  points  et  en  contient  donc  toute  une  partie,  etc. 

Le  centre  de  Tépisphère  considérée  étant  le  point  limite  de  l'intersec- 
tion des  „plans  axiaux"  /5,  /,  !i  perpendiculaires  à  BB\  CG\  DD'  en  leurs 
points  milieux,  la  surface  déférente,  qui  correspond  à  la  sphère  directrice, 
(Oi)  est  l'enveloppe  du  plan  axial  du  couple  de  points  invers  en  /i  for- 
mant les  points  d'intersection  variables  de  la  cyclide  avec  les  droites 
menées  par  0\.  Nous  commençons  donc  l'étude  de  cette  enveloppe  en 
faisant  voir  de  deux  manières  différentes  qu'elle  est  une  quadrique. 

Cherchons  d'abord  le  nombre  des  plans  axiaux  qui  passent  par  une 
droite  quelconque  donnée  m.  Pour  que  le  plan  axial  du  couple  ^  5' con- 
tienne m,  il  faut  et  il  suffit  que  la  corde  6,  qui  porte  JB,  £',  se  trouve 
dans  le  plan  fi  par  Oi  orthogonal  à  m  et  que  Taxe  b'  de  JB,  B'  en  fi  passe 

34* 
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Une  cyclide  cubique  au  quintangle  orthocentrique  (5)  est  de 
cinq  manières  différentes  le  lieu  des  couples  de  points  limites 
d'une  infinité  double  de  faisceaux  de  sphères,  chacun  desquels 
est  déterminé  par  une  des  sphères  directrices  et  un  plan  tangent 
quelconque  du  paraboloïde  déférent  correspondant.  Ces  points 
limites,  invers  dans  Tinversion  I  correspondante,  sont  des  points 
de  contact  avec  une  épisphère. 

Si  le  paraboloïde  n^    est  un  paraboloïde  hyperbolique,  chaque 


par  le  point  M  commun  à  ^i*  et  w.  Or  nous  savons  (voir  la  note  8)  que 
par  le  point  Jf  en  ^i*  il  passe  deux  axes  b\  Donc,  etc. 

Occupons  nous  ensuite  des  plans  axiaux  qui  passent  par  un  point  donné 
M.  Soit  j5  un  des  plans  axiaux  par  M  correspondant  au  couple  (5,  B\  (t^ 
la  sphère  à  centre  Jlf  et  à  rayon  MB  =:  MB'.  Cette  sphère  est  orthogonale 
ù  (Oi\  parce  qu'elle  passe  par  un  couple  de  points  (B,  B^)  invers  en  U 
En  d'autres  termes,  pour  que  le  plan  axial  |î  de  BB'  passe  par  if,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  points  invers  J5,  B'  se  trouvent  sur  la  sphère  g^  à 
centre  if,  orthogonale  à  (0»),  Parce  que  la  cyclique  d'intersection  cj/m  de 
(i,„  et  de  la  cyclide  est  anallagmatique  par  rapport  à  Ii,  d  est  un  des 
quatre  points,  d'où  cym  se  projette  suivant  un  cône  quadratique  Yh  ce 
qui  prouve  que  les  plans  axiaux  par  M  enveloppent  le  cône  supplémen- 
taire Yi   à  sommet  M.  Donc,  etc. 

La  quadrique  déférente  que  nous  venons  de  trouver,  est  un  paraboloïde. 
Cela  se  démontre  en  suivant  chacun  des  deux  ordres  d'idées  indiqués.  En 
dernière  instance,  ces  deux  considérations  se  basent  sur  la  propriété  con- 
nue que  la  déférente  de  l'intersection  de  la  cyclide  et  d'un  plan  quelcon- 
que il  par  Oi,  par  rapport  au  cercle  commun  à  ^  et  (Oi)  comme  cercle 
directeur,  est  une  parabole.  Car  cela  prouve  à  la  fois  qu'un  des  deux 
plans  axiaux  passant  par  une  normale  à  ^  située  en  ««  coïncide  avec  a, 
et  que  le  cylindre  circonscrit  à  la  quadrique  déférente  dont  le  point 
commun  aux  normales  de  ^  est  le  sommet,  est  un  cyhndre  parabolique. 

Pour  prouver  que  les  cinq  paraboloïdes  déférents  n^  sont  confocaux 
nous  comparons  entre  eux  les  paraboloïdes  ni  et  n%  sous  ce  rapport.  Soit 
Il  un  plan  quelconque  mené  par  /i^2  et  représentons  par  (ci)^  et  (ci)„  les 
cercles  d'intersection  de  ^i  avec  les  sphères  (00,  (O2),  par  p^^^  etpj,,  les 
paraboles  déférentes  de  la  section  de  11  avec  la  cyclide  par  rapport  aux 
cercles  directeurs  (ci),,  et  (es)., .  Alors  les  cylindres  paraboliques  /j  „  et  /,  „ 
dontjOj,,  ^^i^su  ^^^^  des  sections  droites,  sont  circonscrits  successivement 
à  TTi  et  TTs.  Parce  que  p^  ,^  ^^P^u  sont  confocales  (voir  la  note  8),  les  cy- 
lindres /j„  et  Y^u  so"*  confocaux.  Si  F^^  est  le  foyer  commun  dep,„  et 
P2  «  y  l^s  plans  isotropes  menés  par   la  normale  /*„  en  F^^  sur  fi  touchent 
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génératrice  g  de  cette  surface  fait  connaître  un  cercle  Cg  de  la 
cyclide  dont  le  plan  a^,  perpendiculaire  à  g,  passe  par  0,.  Ce 
cercle  est  en  même  temps  l'intersection  des  épisphères  dont  g  est  le 
lieu  des  centres,  et  le  lieu  des  couples  de  points  limites  d'une  infi- 
nité simple  de  faisceaux  de  sphères,  chacun  desquels  est  déterminé 
par   (0,)   et  un  plan  quelconque  par  g.  Ainsi  chaque  paraboloïde 


ni  et  TTg  à  la  fois.  En  faisant  tourner  le  plan  fi  autour  de  h^t  on  trouve 
que  la  surface  développable  circonscrite  à  tti  et  à  Coo  coïncide  avec  celle 
circonscrite  à  tt»  et  à  c^.  Donc  tti,  ttj  et  la  surface  de  la  seconde  classe 
qui  s'est  aplatie  à  la  conique  c^,  font  partie  d'un  même  faisceau  tangentiel. 
En  d'autres  termes,  les  deux  faisceaux  tangentiels  (tt^,  c^\  (tt,,  6*^)  ad- 
mettent les  mêmes  surfaces  aplaties  et  ni^iti  sont  confocaux,  etc. 

D'après  la  théorie  des  quadriques  les  coniques  focales  d'un  paraboloïde 
sont  deux  paraboles  égales  situées  dans  les  deux  plans  de  symétrie  du 
paraboloïde,  de  manière  que  le  sommet  de  l'une  est  le  foyer  de  l'autre  et 
réciproquement.  L'axe  commun  de  ces  deux  paraboles  est  normal  aux  plans 
tangents  de  la  cyclide  aux  points  Oi. 

Le  paraboloïde  ni  touche  les  plans  axiaux  des  quatre  couples  O2  ^1,2, 
Os  ^1^,  O4  ^1.4,  O5  ^1,6  (fig.  10)  et  des  trois  couples  As,a  ^«,6,  -^2,4  ^3,5,  A^^s  A^.b. 
Ces  sept  plans  sont  liés  étroitement  au  tétraèdre  Ti  ^  O2  Os  Oa  O5.  Les 
quatre  plans  du  premier  groupe  sont  parallèles  aux  faces  et  passent  par 
les  points  milieux  de  quatre  ternes  d'arêtes  concourantes;  les  trois  plans 
du  second  groupe  sont  parallèles  aux  couples  d'arêtes  opposées  et  passent 
par  les  points  milieux  de  trois  quaternes  d'arêtes.  Ou  bien,  en  se  repré- 
sentant (fig.  14)  l'octaèdre  dont  les  six  sommets  sont  les  points  milieux 
des  arêtes  de  Ti,  les  quatre  plans  du  premier  groupe  contiennent  les  faces 
de  cet  octaèdre  qui  ne  coïncident  pas  avec  les  faces  de  Ti  et  se  trouvent 
donc  dans  les  faces  de  l'autre  tétmèdre  hémiédrique  P»  Ps  P4  P5,  et  les 
trois  plans  du  second  gi-oupe  contiennent  deux  des  trois  diagonales  de 
l'octaèdre.  Nous  démontrons  que  chaque  quadrique  qui  touche  ces  sept 
plans,  admet  Ti  comme  tétraèdre  polaire,  en  faisant  voir  que  les  sept 
conditions  simples  de  toucher  ces  sept  plans  axiaux  équivalent  à  la  corn* 
binaison  de  la  condition  sextuple  d'admettre  Ti  comme  tétraèdre  polaire 
avec  la  condition  simple  de  toucher  un  quelconque  de  ces  sept  plans,  p.  e. 
-8f«,3  Mt^i  M^fi.  En  effet,  chaque  quadrique  qui  touche  le  plan  Mt^s  M^^a  M%fi  et 
qui  a  successivement  pour  pôle  et  plan  polaire  correspondants  les  sommets 
et  les  faces  opposés  de  Ti  pris  dans  l'ordre  (O2,  (h  O4  Oô),  etc.,  touche  de 
même  ««  et  les  trois  plans  du  second  groupe,  et  la  répétition  de  ce  raison- 
nement après  le  remplacement  du  plan  2f 2,3 -8^2,4 -3^2,6  par  ««  fait  trouver 
qu'elle  touche  tout  de  même  les  trois  plans  qui  complètent  M^^  M%^a  M^^ 
aux  quatre  plans  du  premier  groupe.  En  d'autres  termes,  chaque  quadrique 
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hyperbolique  ni  fait  trouver  deux  faisceaux  de  plans  contenant  des 
cercles  de  la  cyclide;  les  axeo  de  ces  faisceaux  sont  les  perpendi- 
culaires abaissées  de  0;  sur  les  deux  plans  directeurs  de  ni.  Parce 
que  ces  axes  se  trouvent  sur  la  cyclide  ^*),  on  a  le  théorème: 

„Les  nombres  des  paraboloïdes  hyperboliques  et 
„elliptiques  ni  sont  successivement  (3,2),  (1,4)  ou  (l,2),à 
„mesure  que  la  cyclide  est  une  3(7)j,  une  3  {y)i  ou 
„une  3  (y),   ^^f. 


dont  Ti  est  tétraèdre  polaire,  touche  les  sept  plans  en  question,  aussitôt 
qu'elle  en  touche  un  seul.  Et  évidemment  cette  relation  est  réciproque. 
Donc  Ti  est  tétraèdre  polaire  de  toutes  les  quadriques  qui  touchent  les 
sept  plans  indiqués.  Toutes  ces  surfaces  sont  des  paraboloïdes,  a«  étant 
le  liuitième  plan  tangent  commun  du  réseau  tangentiel  de  quadriques 
déterminé  par  ces  sept  plans  tangents. 

Pour  une  démonstration  analytique  de  ce  que  nous  venons  de  trouver, 
nous  renvoyons  aux  sources  indiquées  dans  la  note  82  et  à  Casby  „0d 
cyclides  and  sphero-quartics"  (Phil,  trans^  t.  161,  partie  2,  p.  585,  1872). 

**)  Les  axes  de  ces  faisceaux  se  trouvent  sur  la  cyclide;  ils  y  forment 
les  cercles  à  rayon  infini  qui  correspondent  aux  génératrices  de  tt,-  situées 
en  a».  Ces  faisceaux  coïncident  donc  avec  ceux  que  nous  avons  trouvés 
au  numéro  81. 

Ce  dernier  résultat  se  démontre  encore  de  la  manière  suivante.  Chaque 
sphère  qui  passe  par  un  cercle  de  la  cyclide,  la  rencontre  encore  suivant 
un  deuxième  cercle  et  est  donc  sphère  bitangente,  parce  qu'elle  touche 
la  cyclide  aux  deux  points  communs,  réels  ou  imaginaires  conjugués, 
de  ces  cercles  consphériques.  Les  axes  des  cercles  d'un  faisceau  de  plans 
à  section  circulaire  sont  donc  en  même  temps  les  génératrices  d'un  même 
système  d'un  paraboloïde  hyperbolique  déférent;  le  plan  directeur  de  ces 
génératrices  est  normal  à  l'axe  du  faisceau  de  plans,  etc. 

••)  Pour  chaque  point  P  du  paraboloïde  déférent  situé  à  l'intérieur  de 
la  sphère  directrice  l'épisphère  est  imaginaire  ;  de  plus,  si  P  est  hors  de 
la  sphère  directrice,  l'épisphère  réelle  touche  son  enveloppe  en  deux  points 
imaginaires.  Ces  remarques  permettent  de  reconnaître  dans  tous  les  cas 
possibles  la  forme  et  le  caractère  de  l'enveloppe;  pour  l'indiquer  nous 
supposons  que  nous  avons  affaire  à  une  sphère  directrice  réelle  et  un 
paraboloïde  elliptique  déférent.  Cela  est  permis;  car  d'après  le  théorème 
dernier  du  texte  le  nombre  des  paraboloïdes  elliptiques  déférents  est  deux 
au  moins.  Alors  les  cas  suivants  se  présentent: 

a)  La  sphère  se  trouve  entièrement  dans  le  paraboloïde 
(fig.  15).  Les  deux  surfaces  n'admettent  ni  point  d'intersection  réel,  ni 
plan  tangent  commun  réel.  Un  plan  quelconque  a  touchant  le  paraboloïde 
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A  la  conique  de  ;r,  située  dans  un  plan  quelconque  «  correspond 
sur  la  cyclide  la  cyclique  d'intersection  avec  la  sphère  orthogonale 
à  (Oi)  ayant  son  centre  au  pôle  P,,  de  a  par  rapport  à  tt^.  Il  y  a 


en  A  fait  connaître  deux  points  P,  P'  de  la  cyclide  qui  parcourent  deux 
nappes  différentes  de  la  cyclide,  quand  ce  plan  roule  sur  le  paraboloîde. 
Car  ces  deux  points  ne  coïncidei^t  que  pour  un  plan  tangent  commun 
réel  des  deux  surfaces. 

/î)  La  sphère  se  trouve  entièrement  hors  du  paraboloîde 
(fig.  16).  La  surface  développable  circonscrite  est  réelle  et  se  compose  de 
deux  parties  différentes  qui  touchent  la  sphère  aux  deux  courbes  5,  s  et 
le  paraboloîde  aux  deux  courbes  p^p.  Les  deux  parties  p^p  de  cette  der- 
nière courbe  de  contact  divisent  la  surface  du  paraboloîde  en  trois  par- 
ties, représentant  à  peu  près  une  calotte,  une  zone  et  une  partie  infinie. 
De  ces  trois  parties  la  première  et  la  dernière  mènent  à  deux  nappes 
différentes  de  la  cyclide;  dans  ce  cas  comme  dans  les  cas  suivants  nous 
indiquons  ces  parties  ^efficaces"  du  paraboloîde  par  une  légère  hachure, 
la  hachure  plus  foncée  servant  à  signaler  Tintérieur  du  paraboloîde.  Ici 
les  deux  points  P^P'  provenant  d'un  même  plan  tangent  ne  parcourent 
qu'une  même  nappe,  quoiqu'ils  font  semblant  d'en  engendrer  deux;  car  les 
lieux  des  points  P  et  P  se  joignent  le  long  des  courbes  s,  s'  qui  forment,  non 
seulement  la  courbe  de  contact  de  la  sphère  avec  la  surface  développable 
circonscrite,  mais  aussi  la  cyclique  d'intersection  de  la  sphère  avec  la  cy- 
clide qui  d'après  le  numéro  31  est  ligne  de  courbure  de  la  cyclide. 

/)  La  sphère  et  le  paraboloîde  se  coupent  en  une  cyclique 
à  une  branche  unique  "^cy  (flg.  17).  La  surface  développable  est  réelle, 
mais  elle  n'admet  qu'une  partie  unique  aux  courbes  de  contact  s, p.  La 
courbe  p  divise  la  surface  du  paraboloîde  en  deux  parties,  une  desquelles 
ressemble  à  une  calotte,  tandis  que  l'autre  est  infinie.  Cette  dernière  partie 
correspond  à  la  nappe  unique  de  la  cyclide;  la  cyclique  de  courbure  $ 
de  la  cyclide  en  réunit  les  deux  parties  parcourues  par  P  et  P'. 

9)  La  sphère  et  le  paraboloîde  se  coupent  en  une  cycli- 
que à  deux  branches  °cy,  °cy'.  Ce  cas  se  sousdivise  en  deux.  Car 
ces  deux  parties  de  la  cyclique  divisent  la  surface  de  la  sphère  en  trois 
parties  qui  ressemblent  nécessairement  à  deux  calottes  et  à  une  zone,  et 
cette  zone  peut  se  trouver  entièrement  dans  le  paraboloîde  (fig.  18)  ou  en- 
tièrement hors  du  paraboloîde  (flg.  19).  Dans  les  deux  cas  la  surface  déve- 
loppable circonscrite  est  rée  le  et  se  compose  de  deux  parties  différentes  qui 
touchent  la  sphère  aux  courbes  s,  s'  et  le  paraboloîde  aux  courbes^, y.  Dans 
le  premier  cas  di  les  deux  parties  p,  p'  divisent  la  surface  du  paraboloîde 
en  deux  calottes  et  une  partie  infinie  à  deux  bords;  seulement  la  dernière 
partie  contribue  à  la  génération  de  points  réels  de  la  cyclide  qui  n'admet 
donc  qu'une  nappe  unique  coupée  par  la  sphèie  suivant  la  cyclique  de 


256  QUELQUES   FIGURES  à  71  +  2   INVERSIONS 

donc  cinq  systèmes  triplement  infinis  de  ces  cycliques;  ils  font 
partie  du  système  quadruplement  infini  de  toutes  les  cycliques 
situées  sur  la  cyclide  ^^). 

courbure  (5,  s').  Dans  le  second  cas  d^  les  deux  parties  j?,p'  divisent  la 
surface  du  paraboloïde  en  une  calotte,  une  zone  et  une  partie  infinie  à 
un  seul  bord  ;  ici  la  calotte  et  la  partie  infinie  font  naître  les  deux  nappes 
de  la  cyclide,  etc 

De  la  connexion  des  parties  du  paraboloïde  déférent  qui  figurent  dans 
la  génération  des  nappes  de  la  cyclide,  on  peut  déduire  la  connexion  de 
ces  nappes.  En  général  une  surface  déférente  de  connexion  n  engendre 
une  surface  anallagmatique  de  connexion  2  n  -h  1.  En  effet,  une  déférente 
de  connexion  n  ne  perd  nécessairement  sa  cohérence  qu'après  y  avoir 
apporté  n  +  1  coupures  au  moins,  et  à  ces  w  + 1  courbes  de  la  déférente 
correspondent  2  (w  -h  1)  courbes  de  la  surface  anallagmatique.  En  appliquant 
ce  principe  au  cas  de  la  cyclide  cubique,  on  voit  que  tous  les  cas  mènent 
à  des  nappes  de  cyclide  de  connexion  simple  excepté  le  cas  di  où  la  partie 
infinie  du  paraboloïde  aux  deux  bords  est  de  connexion  double,  de  manière 
que  la  cyclide  correspondante  est  de  connexion  triple. 

Pour  caractériser  les  cinq  cas  étudiés  nous  introduisons  le  symbole 
(a,  6,  c)d,e^  où  les  nombres  a,  6,  c,  d,  e  se  rapportent  successivement  aux 
branches  réelles  de  l'intersection  des  deux  quadriques,  aux  nappes  réelles 
de  la  surface  développable  circonscrite,  aux  sommets  réels  du  tétraèdre 
polaire  commun,  aux  nappes  de  la  cyclide  engendrée  et  à  la  connexion 
de  ces  nappes.  Parce  qu'on  démontre  aisément  que  les  quatre  sommets 
du  tétraèdre  polaire  commun  sont  réels  dans  tous  les  cas  considérés  ù 
l'exception  du  cas  /  où  deux  de  ces  sommets  sont  imaginaires,  nous  trou- 
vons successivement  (0,0,4)2,i,  (0,2,4)?^,  (l,l,2),,i,  (2,2,4),3,  (2,2,4)8,i.  Donc 
le  cas  81  mène  en  une  cyclide  3  (/),  à  une  nappe  de  connexion  triple,  les  cas 
a,/î,5,  concourent  à  une  cyclide  3(/'),  à  deux  nappes  de  connexion  simple  et 
le  cas  /  fait  trouver  une  cyclide  3  (/),  à  une  nappe  de  connexion  simple. 

Ici  la  théorie  des  vingt-sept  droites  d'une  surface  cubique  nous  a  fait 
connaître  dans  tous  les  cas  le  vrai  caractère  des  cinq  surfaces  déférentes, 
après  quoi  l'étude  du  cas  du  paraboloïde  elliptique  déférent  nous  a  révélé 
la  nature  des  différentes  cyclides  cubiques.  Ces  résultats  s'accordent  avec 
ceux  trouvés  analytiqueraent  par  M.  Darboux  („Swr  une  classe  remarqua- 
ble, etc",  p.  129). 

•')  Nous  avons  trouvé  (voir  la  note  94)  que  le  plan  axial  de  la  corde 
BB'  limitée  par  deux  points  invers  B,B'  en  ii  passe  par  P^,  si  BetÏÏ 
se  trouvent  sur  la  sphère  orthogonale  à  (0.)  ayant  son  centre  en  P„  Donc 
l'intersection  de  cette  sphère  avec  la  cyclide  est  le  lieu  des  couples  in  vers 
BJS'  dont  les  plans  axiaux  passent  par  P„  et  touchent  n^^  etc. 
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d).  FOYERS. 

34.  Le  lieu  des  foyers  ordinaires  d'une  cyclide 
^quelconque  du  réseau  3^,.  (5)  se  compose  des  cinq  cy- 
^cliques  qui  forment  les  intersections  des  sphères 
«directrices  (0/)  avec  les  paraboloïdes  déférents  ni  qui 
„correspondent  à  ces  sphères  dans  la  génération  de 
„la  cyclide.  La  position  relative  de  ces  cinq  courbes 
„gauches  confocales  que  nous  représentons  par  ""cy,-, 
„a  été  indiquée  au  numéro  25;  T^  est  tétraèdre  po- 
„laire  commun  des  quadriques  qui  passent  par  ^cy,, 
„etc.  ^^y\ 


Nous  ne  nous  occupons  pas  de  Tintersection  de  la  cyclide  avec  une 
sphère  quelconque;  elle  a  été  étudiée  géométriquement  par  Darboux 
(jjSiir  une  classe^  etc.'%  p.  167).  Ses  résultats  sont  des  plus  intéressants^ 
Nous  signalons  e.  a.  les  cinq  groupes  de  cinq  normales  doubles  et  la 
cubique  gauche,  déterminée  par  les  cinq  points  0,-  et  le  point  de  contact 
des  paraboloïdes  n.  avec  a^,  qui  contient  les  pieds  des  normales  abaissées 
des  points  0,-  sur  les  paraboloïdes  tt.  correspondants  et  qui  est  en  même 
temps  le  lieu  des  centres  des  sphères  qui  coupent  la  cyclide  suivant  une 
conique  sphérique. 

*•)  Chaque  point  d'intersection  d'une  sphère  directrice  (0,)  avec  son 
paraboloïde  déférent  est  centre  d'une  sphère  bitangente,  réduite  à  un 
point,  et  donc  un  foyer  de  la  cyclide. 

Nous  avons  trouvé  (voir  la  note  65)  que  les  cinq  cycliques  confocales 
sont  les  courbes  doubles  de  la  surface  développable  circonscrite  à  r^  et 
à  ^cy.  Cette  surface  fait  partie  de  l'enveloppe  des  plans  qui  touchent  h 
la  fois  la  cyclide  et  c^.  Evidemment  cette  enveloppe  se  décompose  en 
deux  parties.  D'abord  les  plans  qui  touchent  la  cyclide  aux  points  de  r^, 
enveloppent  une  surface  de  la  quatrième  classe  dont  nous  nous  occuperons, 
tout  à  l'heure.  Ensuite  les  plans  tangents  de  c^  qui  touchent  la  cyclide 
en  des  points  hors  de  c^,  enveloppent  la  surface  en  question. 

A  la  note  65  citée  nous  avons  prétendu  que  la  surface  développable 
dont  ^qf  est  l'arête  de  rebroussement,  est  du  quatrième  ordre,  tandis 
qu'en  réalité  elle  est  du  huitième  ordre;  nous  avons  donc  à  corriger  les 
résultats  erronés  qui  en  dépendent.  Mais  avant  d'y  procéder  nous  indi- 
quons une  déduction  géométrique  particulière  de  l'ordre  de  la  surface 
développable  qui  nous  sera  utile  dans  ce  qui  suit. 

Considérons  ^cy  comme  l'intersection  des  deux  cônes  /i,  /«  aux  sommets 
Ci,  Cg  et  cherchons   d'après   la  méthode  de  la  géométrie  descriptive  les 
points   de  ^cy   qui   se   trouvent  h  distance  maximale  ou  minimale  d'un 
Archives  y.  ?>5 
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„Le  lieu  des  foyers  singuliers  d'une  cyclide  quel- 
„conquo  du  réseau  se  compose  de  deux  paraboles 
„6gale.^,  situées  en  deux  plans  perpendiculaires  Tuii 
„ri  Tautro,  de  manière  que  le  foyer  de  Tune  coïncide 
„avec    le    sommet  de    l'autre  et  réciproquement  ^^y\ 


plan  quelconque  donné  «.  Représentons  par  rj,  cj  et  0  rintersection  de  ce 
plan  avec  /i ,  /2  eh  C'i  d.  Alors  il  est  évident  que  chacun  des  points  cherchés 
de  ^cy  se  trouve  sur  des  génératrices  hjt  de  /i,/2  aboutissant  à  des 
points  Li,  L2  de  ci,  c^  en  ligne  droite  avec  0,  où  les  tangentes  à  c^  et  c, 
sont  parallèles.  Donc  le  nombre  de  ces  points  est  huit.  Car  dans  le  cas 
spécial,  où  c^  est  un  cercle  au  centre  0,  ce  nombre  est  le  double  de  celui 
dos  normales  de  c,  qui  passent  par  0,  chacune  de  ces  normales  coupant 
Cl  en  deux  points.  Donc  une  droite  quelconque  à  Tinfini  coupe  la  surface 
(lévoloppable  à  Tarête  de  rebroussement  °n/  en  huit  points;  en  d'autres 
ternies  cette  surface  est  du  huitième  ordre.  Elle  est  coupée  par  c^  en 
((uatre  points  doubles,  les  points  communs  à  c^  et  à  la  cyclique  de  rebrous- 
sement °cy,  et  en  huit  points  simples  G^;  les  génératrices  jf  de  la  surface 
qui  passent  par  ces  points  et  touchent  °cy  ailleurs,  se  trouvent  sur  (i. 
Donc  l'intersection  de  la  surface  avec  rr  se  compose  de  "ry  comptée  deux 
fois  et  des  huit  génératrices  g  de  a  tangentes  à  °cy. 

D'après  le  résultat  corrigé  le  cercle  c^  est  cercle  octuple  de  la  surface 
d('veloppable  circonscrite  aux  courbes  c^  et  ®q/  et  cette  surface  est  du 
seizième  ordre.  Son  intersection  avec  a  consiste  de  la  cyclique  °cy  comp- 
tée deux  fois,  du  cercle  c^  compté  huit  fois  et  des  huit  génératrices  g 
(le  iT  que  nous  venons  d'indiquer.  Ces  huit  droites  ont  été  trouvées  par 
Dakboux  {„SHr  une  classe  remnrqtiable^  etc.*\  p.  145). 

La  cyclide  est  une  surface  de  la  douzième  classe.  Pour  une  tangente 
quelconque  t^  de  c^  au  point  T«  ces  plans  sont  1®  ««,  compté  deux  fois, 
parce  qu'il  touche  la  cyclide  aux  deux  points  d'intersection  de  r«  avec 
la  droite  I^  de  la  cyclide,  2°  le  plan  tangent  r  en  T^,  compté  deux  fois, 
parce  .que  son  point  de  contact  se  trouve  sur  ^«o,  et  3°  huit  plans  touchant 
la  cyclide  en  des  points  hors  de  c^.  Donc  la  surface  développable  du 
seizième  ordre  est  de  la  huitième  classe. 

•'*')  Dans  la  génération  d'une  surface  par  sphère  directrice  et  surface 
(l('férente  les  foyers  ordinaires  de  la  déférente  sont  des  foyers  singuliers 
de  la  surface  engendrée.  Ce  théorème  général  entraîne  le  cas  particulier, 
si  Ton  l'applique  à  la  cyclide.  On  en  obtient  la  démonstration  à  l'aide 
d'une  extension  bien  évidente  des  considérations  analogues  de  la  géométrie 
l)lane  (voir  la  note  35)  à  l'espace.  En  effet,  si  F  est  un  foyer  ordinaire 
d(>  la  surface  déférente  (V',  la  sphère  à  centre  F  et  à  rayon  zéro,  c'est-à-din^ 
le    c-une  h  sonnnet  F  et  à  directrice  r^,  touclie  iV*  en  doux  points  Pi,  P« 
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35.  „Ueux  points  quelconques  d'une  des  cinq  sphè- 
„res  {0)  sont  des  foyers  ordinaires  de  trois  cyclides 
„du  réseau  3^,.  (5).  Ces  trois  cyclides  sont  nommées 
„con  focale  s,  parce  qu'elles  possèdent  les  mêmes  cinq 
^cycliques  focales  ""cyi.  Les  axes  des  paraboloïdes  dé- 
„férents  qui  correspondent  à  ces  trois  cyclides  dans 
„un  quelconque  des  cinq  modes  de  génération,  ont 
„des  di  rections  perpendiculaires;  le  point  à  Tinfini 
„de  l'axe  d'un  quelconque  de  ces  trois  paraboloïdes 
„coïncide  donc  avec  le  point  réel  à  Tinfini  de  l'in- 
„tersection  (j^  des  deux  cyclides  qui  correspondent 
„aux   deux   autres  paraboloïdes  ^^^)". 


(fig.  20).  Sous  ces  circonstances  le  plan  qui  touche  ce  cône  suivant  Tarêto 
FPiiOi  et  qui  est  déterminé  par  F  et  la  tangente  h  en  «i  à  c^^  touciic 
5**  en  Pu  La  normale  abaissée  du  centre  0  de  la  sphère  directrice  sur  ce 
pian  tangent  de  ô^  est  Ocoi.  Donc  wi  est  un  des  deux  points  d'intersection 
de  cette  normale  avec  Tépisphère  à  centre  Pi  qui  passe  par  c«.  Et  en  ce 
point  cui  de  l'enveloppe  anallagmatique  le  plan  tangent  commun  de  Ten- 
veloppe  et  de  cette  épisphère  est  {Pih)  ou  (Fd),  Donc  la  sphère  F  à  rayon 
zéro  touche  l'enveloppe  aux  deux  points  coi,  «2  à  l'infini;  en  d'autres  ter- 
mes F  est  foyer  singulier  de  S*\ 

Les  deux  paraboles  que  nous  venons  de  trouver,  sont  les  courbes  doubles 
de  la  surface  développable  circonscrite  à  la  cyclide  le  long  de  c^  (voir  la 
note  précédente).  Cette  surface  est  en  effet  de  la  quatrième  classe.  Car 
par  un  point  quelconque  P^  de  «^  il  passe  deux  tangentes  dec^  et  donc 
deux  plans  tangents  de  la  surface,  différents  de  a^,  tandis  que  «^  figure 
deux  fois  parmi  ces  plans  tangents,  la  droite  l^  de  la  cyclide  coupant  c^ 
en  deux  points. 

'"")  D'après  le  numéro  18  les  cycliques  focales  "^cyi  des  cyclides  du  ré- 
seau 8p2  (B)  forment  un  réseau  °4ptW.  Donc,  en  choisissant  deux  points 
quelconques  F^  F'  de  (Oi)  pour  foyers  ordinaires,  on  détermine  la  cyclique 
focale  ^ct/i  et  en  même  temps  ses  quatre  cycliques  focales  ''cy»,  °(?/8,  ^cy4^ 
^cy^.  Ce  qui  prouve  que  les  cyclides  du  réseau  3p2(5)  dont  P,  F'  sont  des 
foyers  ordinaires,  sont  confocales. 

Le  paraboloïde  déférent  ni  d'une  cyclide  contient  la  cyclique  focale  cor- 
respondante ^cyi.  Donc  le  nombre  des  cyclides  du  réseau  dont  la  cyclique 
^cyi  par  F^F'  est  une  des  focales,  est  en  même  temps  le  nombre  dos 
paraboloïdes  passant  par  cette  cyclique  °c?/i.  Et  en  général  un  faisceau  de 
quadriques  contient  trois  surfaces  qui  touchent  un  plan  quelconque  donné. 
Car  ce  plan  coupe  le  fîiisceau  de  quadriques  suivant  un  faisceau  de  coni- 

35* 
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„Deux  cyclides  confocales  se  coupent  sous  un  angle 
„droit  tout  le  long  de  leur  courbe  d'intersection //^  ; 
„cette  courbe  est  une  ligne  de  courbure  sur  chacune 
„des  deux  surfaces  ^*^^)". 

Des  dix  cyclides  dégénérées  (rr,  ^ ,  Ui,k)  on  peut  former  quinze  cou- 
ples de  cyclides  confocales  *^^). 


ques,   et  ce  dernier   faisceau  admet  trois  coniques  dégénérées  en  lignes 
droites. 

Parce  que  ^-yi  se  trouve  sur  une  sphère,  les  quadriques  par  ^ct/i  ont 
des  axes  principaux  de  direction  constante.  Donc  les  axes  des  trois  para- 
boloïdes  TTi  sont  rectangulaires  l'un  à  l'autre. 

D'après  la  génération  de  la  cyclide  les  plans  tangents  aux  sommets  0» 
sont  perpendiculaires  à  l'axe  commun  des  cinq  paraboloïdes  n^  Donc  la 
droite  l^  de  la  cyclide  est  la  polaire  du  point  à  l'infini  de  l'axe  des  parabo- 
loïdes par  rapport  à  r^.  De  cette  remarque  découle  immédiatement  que 
le  point  réel  G^  à  l'infini  de  l'intersection  g^  de  deux  de  trois  cyclides 
confocales  ne  diflFère  guère  du  point  à  l'infini  de  l'axe  commun  des  cinq 
paraboloïdes  déférents  de  la  troisième  des  cyclides. 

"•')  D'après  la  note  précédente  à  chaque  terne  de  cyclides  confocales 
il  correspond  un  triangle  polaire  déterminé  de  r^.  Les  sommets  de  ce 
triangle  font  connaître  les  directions  des  axes  des  paraboloïdes  déférents, 
les  côtés  de  ce  triangle  forment  les  droites  réelles  à  l'infini  des  cyclides 
elles-mêmes.  Donc  il  est  évident  que  deux  cyclides  confocales  se  coupent 
orthogonalement  au  point  réel  G^  de  leur  courbe  d'intersection  gi  et 
aux  sommets  0»  de  (5). 

Pour  démontrer  que  deux  cyclides  confocales  se  comportent  de  la  même 
manière  en  un  point  quelconque  P  de  leur  intersection  Çt  nous  invertis- 
sons la  figure  par  rapport  au  point  P.  Alors  les  deux  cyclides  et  leurs 
cinq  focales  communes  se  transforment  (voir  le  numéro  39  et  surtout  la 
fin  de  la  note  111)  en  deux  nouvelles  cyclides  cubiques  confocales  et 
leurs  cinq  focales  communes.  Ces  nouvelles  cyclides  sont  orthogonales 
Tune  à  l'autre  au  point  réel  G'^  à  l'infini  de  leur  intersection  g'^]  donc 
les  cyclides  originales  se  coupent  sous  un  angle  droit  en  P. 

Nous  indiquerons  plus  loin  (voir  la  note  133)  pourquoi  la  courbe  d'in- 
tersection des  deux  cyclides  confocales  est  nécessairement  une  ligne  de 
courbure  sur  chacune  d'elles. 

*"*)  L'énumération  de  ces  couples  [  (<yi,î,  «!,«),  ((r«,4i  «3,4)  ],  etc.  se  facilite 
par  la  remarque  que  les  indices  des  parties  composantes  de  l'une  des 
surfaces  différent  de  celles  de  l'autre.  Nous  remarquons  que,  comme  il 
faut,  les  parties  de  l'une  des  deux  surfaces  coupent  sous  un  angle  droit 
les  parties  de  l'autre. 
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e).  LIEUX  GÉOMÉTRIQUES. 

36.  Si  nous  supposons  que  la  cyclide  parcourt  un  faisceau 
quelconque  3^,i(5),  nous  trouvons  les  résultats  suivants: 

a).  Les  cinq  paraboloïdes  déférents  tu  décrivent  cinq  faisceaux 
tangentiels  2<i(;r;).  La  surface  développable  de  base  de  2^1(71,)  est 
Fenveloppe  des  plans  axiaux  des  cordes  de  la  courbe  de  base  g^ 
du  faisceau  3^.(5)  qui  passent  par  0,;!r,  =  02  O3  O4  O5  est  le  té- 
traèdre polaire  commun  de  2É.(;r,),  etc.  ^^^). 

Parce  que  T,  est  tétraèdre  polaire  commun  de  2<.(7r,)  et  de 
(Oj),  le  faisceau  2<.(7rj),  au  lieu  de  contenir  douze  surfaces  qui 
touchent  (0,),  contient  six  paraboloïdes  :7r,2'3  ^^^2,4^  .^  qui  tou- 
chent (0|)  aux  couples  de  points  ^2,3j'52,u  •  •  •  ^^^  paraboloïdes 
déférents  engendrent  les  cyclides  aux  couples  de  points  doubles 
82^31^2  n,. . .;  les  quatre  quadriques  aplaties  en  paraboles  situées 
dans  les  faces  «f  j  2>^i  3>  ^1  4>^i  5  ^^  T^  engendrent  les  cyclides 
aux  couples  de  points  doubles  S,  2>^i,3>^i,4''^i,5   *^*)- 

'•')  On  vérifie  sans  peine  que  l'enveloppe  des  plans  axiaux  des  cordes 
de  çi  qui  passent  par  d^  est  une  surface  de  la  quatrième  classe.  En  effet, 
la  sphère  orthogonale  à  (Oi)  dont  un  point  quelconque  P  donné  est  le 
centre,  coupe  g^  en  quatorze  points,  les  six  points  de  gt  situés  sur  c^  et 
quatre  couples  (J5,-B')  sur  des  cordes  par  d;  par  P  passent  donc  quatre 
plans  axiaux,  etc. 

Dans  la  dernière  partie  de  la  note  94  nous  avons  déjà  démontré  que 
Ti  est  tétraèdre  polaire  de  tous  les  paraboloïdes  tti,  etc 

Ce  serait  ici  la  place  d'étudier  les  lieux  et  les  enveloppes  en  rapport 
avec  le  faisceau  des  paraboloïdes,  comme  le  lieu  des  axes,  des  sommets, 
des  foyers  principaux,  etc.  et  l'enveloppe  des  plans  tangents  aux  som- 
mets, des  plans  de  symétrie,  etc.  Pour  ne  pas  nous  perdre  dans  les  détails 
nous  ne  nous  en  occuperons  pas  ici. 

^"*)  Par  rapport  au  faisceau  2^»(jpi)  de  paraboles  du  numéro  7  sous  a) 
on  a  le  théorème  analogue:  Parce  que  Ot  Os  O4  est  triangle  polaire  com- 
mun de  2^,{pi)  et  du  cercle  (00,  le  faisceau  2^»(jpi),  au  lieu  de  con- 
tenir six  paraboles  qui  touchent  (Oi),  contient  trois  paraboles  pi^^\  jpi*'*, 
i>i*''  qui  touchent  (Oi)  aux  couples  de  points  89,4^  S%^a,  Sg^s.  Ces  paraboles 
déférentes  engendrent  les  cubiques  circulaires  dégénérées  (^8,4,  ^8,4), 
(/mi  ^,4)1  (hh  ^2,8)  ;  les  trois  paraboles  dégénérées  en  deux  points  engen. 
drent  les  trois  autres.  De  la  parabole  i?!*'"*  le  foyer  et  le  sommet  se  trouvent 
en  ifi,j  et  au  milieu  de  O2  ^3,  etc. 

De  même  le  faisceau  2^,(ci)  du  numéro  16  sous  «)  contient  trois  coni- 
ques touchant  (Oi)  aux  couples  de  points  S3/,  S2,4,  >S2,3,  etc. 
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Les  cinq  faisceaux  2o{7ii)  sont  en  rapport  projectif  l'un  avec 
l'autre  à  laide  du  faisceau  de  cyclides;  ils  font  partie  d'un  réseau 
tangentiel  2f«(;i)  de  paraboloides  dont  deux  des  huit  plans  tangents 
de  base  coïncident  avec  a^,  la  polaire  g^  du  point  G^  à  l'infini 
de  la  base  g^  par  rapport  à  c^  étant  la  .position  limite  de  la  droite 
d'intersection  de  ces  deux  plans  coïncides  *°^). 

/:?).  Les  cinq  cycliques  focales  ""cyi  parcourent  des  séries  (3,10) 
non  linéaires  ^°^). 

37.  Si  la  cyclide  parcourt  le  faisceau  tout  particulier  aux  deux 
points  doubles  communs  S^  j  dont  la  base  g^  (fig.  13)  se  décom- 
pose en  Z,  2  et  trois  cercles,  nous  trouvons: 

u).  Les  faisceaux  2^.(.t^),  2^i(.T2)  coïncident  dans  le  faisceau  2,1  (pj 
de   paraboles   situé   dans  le  plan  de  symétrie  «,2  du  faisceau  de 

*°*)  Le  réseau  tangentiel  en  question  est  déterminé  par  un  quelconque 
des  cinq  '  faisceaux  2^1  (ttJ  et  la  quadrique  aplatie  c^.  Car  le  parabololile 
déférent  ni  d'une  cyclide  quelconque  8(/)  du  faisceau  donné  détermiiio 
avec  Coo  un  faisceau  confocal  de  paraboloides  dont  les  cinq  paraboloides 
déférents  de  la  cyclide  font  partie. 

D'après  le  langage  de  la  note  15  la  manière  indiquée  de  déterminer  un 
réseau  correspond  à  la  détermination  d'un  plan  par  une  droite  et  un 
point  hors  de  cette  droite. 

Dans  le  cas  du  réseau  de  paraboloides  le  plus  général  les  points  de 
contact  de  ces  surfaces  avec  «„  remplissent  ce  plan  ;  dans  le  cas  du  réseau 
2ti  (tt)  ces  points  se  trouvent  sur  la  polaire  g^  de  G^  par  rapport  à  r^. 
Cela  prouve  que  deux  des  huit  plans  de  base  coïncident  avec  a^,,  etc. 

La  droite  g^  est  le  lieu  du  point  de  contact  des  paraboloides  tt,-  avec 
cf^;  la  ponctuelle  de  ces  points  sur  g^  est  projective  avec  les  cinq  fak- 
ceaux  2n  (tt,)  et  avec  le  faisceau  de  cyclides. 

Nous  remarquons  encore  qu'une  courbe  de  base  g,  quelconque  doit  ad- 
mettre six  plans  qui  sont  des  plans  axiaux  par  rapport  à  des  cordes  qui 
passent  par  un  quelconque  des  sommets  Oï;  ces  plans  sont  les  six  autres 
plans  de  base  du  réseau  2tt  (n). 

*••)  Les  cycliques  focales  ^cyi  sont  les  intersections  de  (0|)  avec  les 
paraboloides  du  faisceau  tangentiel  2m  (îti)  dont  les  trois  caractéristiques 
sont  (3,2,1).  Donc  le  premier  des  deux  caractéristiques  cherchés  est  3.  De 
plus,  un  plan  quelconque  a  coupe  (Oi)  suivant  un  cercle  et  le  faisceau 
de  paraboloides  suivant  une  série  (3,2)  de  coniques;  d'après  le  théorème 
connu  de  Chasles  (Clebsch-Lindemann,  1.  c,  p.  425)  ce  cercle  est  touché 
par  dix  coniques  du  faisceau,  etc. 

Dans  ce  qui  suit  nous  ne  nous  occupons  pas  des  lieux  et  des  enveloppes 
qui  se  rapportent  aux  focales  singulières. 
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cyclides  ayant  pour  tangentes  de  base  les  côtés  du  triangle 
M,^  Jlf 3  .  M^,^  et  la  droite  à  Tinfini  de  «,^.  Et  chacun  des  fais- 
ceaux 2t»{7i^),2ii[7t^),2ti{7i^)  de  paraboloides  déférents  dont  « ,  ^  <>st 
plan  de  symétrie  commun,  contient  un  couple  de  points  et  deux 
paraboloïdes  de  révolution  ^^'^). 


*"')  Le  faisceau  de  cyclides  contient  les  trois  surfaces  composées 
(ff4,5i  «4,5),  (<ï8,5,  «8,5),  (^3,4,  «8,4)  auxquelles  correspondent  par  rapport  aux  deux 
sphères  directrices  (Oi),  (O2)  des  paraboloïdes  déférents  dégénérés  dans  les 
mêmes  trois  couples  de  points.  Si  P,-^  représente  le  point  à  Tinfinî  com- 
mun aux  normales  à  «,,*,  ces  trois  couples  de  points  sont  (P4,5,  ^4,5), 
(Ps^,  if 8,5),  (P8,4,  if 8,4);  ils  forment  en  a  1,2  (fig.  21)  les  trois  couples  de 
sommets  opposés  du  quadrilatère  complet  dont  les  trois  côtés  du  triangle 
if4,5if8.6if8,4  et  la  droite  à  l'infini  de  «1,2  sont  les  côtés.  Donc  les  deux 
faisceaux  2^j(7ri),  2/i(7r3)  coïncident  avec  le  faisceau  tangentiel  de  paraboles 
dont  ces  quatre  droites  sont  les  tangentes  de  base. 

Nous  trouvons  que  dans  les  générations  par  rapport  à  (Oi)  et  (O2)  cha- 
cune des  cyclides  du  faisceau  a  pour  déférente  une  parabole  et  non  pas 
un  paraboloïde  proprement  dit.  Ce  résultat  peut  être  énoncé  de  la  manière 
suivante  un  peu  plus  générale.  Chaque  cyclide  cubique  binodale  (à  deux 
points  doubles  Si^)  est  l'enveloppe  des  sphères  orthogonales  à  une  sphère 
directrice  fixe  et  ayant  leurs  centres  sur  une  parabole  p.  Cette  parabole 
se  trouve  dans  le  plan  axial  de  la  corde,  limitée  aux  points  doubles  Sj^s. 
Et  la  sphère  directrice  est  une  quelconque  des  sphères  du  faisceau  dont 
les  points  doubles  Si^s  représentent  des  sphères  réduites  à  leurs  centres; 
de  ce  faisceau  les  sphères  (Oi)  et  (O^)  font  partie.  Évidemment  toutes  les 
sphères  de  ce  faisceau  passent  par  les  points  Sj^s.  Donc  la  cyclide  est 
l'enveloppe  d'une  sphère  variable  qui  passe  par  un  point  fixe  et  dont  le 
centre  parcourt  la  parabole. 

D'après  la  génération  que  nous  venons  d'indiquer,  le  plan  a  1^2  est  plan 
de  symétrie  du  faisceau  de  cyclides  qui  nous  occupe.  En  voici  quelques 
conséquences.  D'abord  le  point  commun  aux  normales  à  aïo  doit  être  lo 
point  réel  à  l'infini  de  la  courbe  de  base;  en  effet  cette  base  (fig.  13)  se 
compose  de  la  normale  O1O2  sur  «1,2  et  de  trois  cercles.  Ensuite  «1,2  doit 
couper  les  cyclides  sous  un  angle  droit;  cette  intersection  est  le  faisceau 
de  cubiques  circulaires  aux  centres  d'inversion  ^1^,  O3,  O4,  O5  dont  Ci,2 
et  le  faisceau  2^,{p)  forment  un  cercle  directeur  et  le  faisceau  des  co- 
niques déférentes  correspondant.  Enfin  ce  plan  doit  être  en  même  temps 
plan  de  symétrie  commun  des  paraboloïdes  déférents  des  cyclides  du 
faisceau  par  rapport  aux  sphères  directrices  (O3),  (O4),  (O5),  parce  qu'il 
contient  les  centres  O3,  O4,  O5  de  ces  sphères;  il  passe  donc  par  les  axes 
do  ces  paraboloïdes. 
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/?).  Les  deux  séries  de  cycliques  focales  ""cyi^^cyi  coïncident 
dans  Tinvolution  de  quadruples  de  points  sur  Cj  ^  aux  trois  qua- 
druples composés  des  couples  S^  5,53  5, /Sg^  de  points  doubles  *®^). 


Cherchons  les  paraboloïdes  déférents  des  trois  cyclides  dégénérées  du 
faisceau  en  question  par  rapport  à  (0»).  D'abord  (114,5,  «v)  mène  à  un 
paraboloïde  dégénéré  en  un  couple  de  points,  le  couple  (P4,5,  -M'4,6);  donc 
la  surface  développable  de  base  du  faisceau  2,,  (tts)  dégénère  en  un  cylindre 
au  sommet  P4,6  et  un  cône  au  sommet  Jf4,5,  ce  qui  entraîne  que  deux 
quelconques  des  paraboloïdes  du  faisceau  se  coupent  en  deux  coniques. 
Parce  que  le  cylindre  au  sommet  P^^t,  enveloppe  un  faisceau  de  paraboloïdes, 
il  est  un  cylindre  parabolique  dont  «,,2  est  plan  de  symétrie  et  «4^  con- 
tient une  section  droite.  Ensuite  ((Ts^s,  ««.s)  fait  trouver  un  paraboloïde  de 
révolution.  En  effet,  si  P  est  le  centre  d'une  sphère  tangente  aux  deux 
parties  de  ((I3.5,  «s^)  qui  se  correspondent  l'une  l'autre  dans  l'inversion 
/s,  ce  point  est  en  même  temps  le  centre  d'une  sphère  par  M^^  qui  touche 
le  plan  i^s.s  parallèle  à  «3,5  et  coupant  OjjOg  en  un  point  -83^  déterminé 
par  la  relation  -4s,5P3^  =  08  Jlfs,5.  En  d'autres  termes,  P  est  à  égale  dis- 
tance de  Jf8,6  et  de  ^^y,  donc  le  lieu  de  P  est  le  paraboloïde  de  révo- 
lution au  foyer  Jfs,6  et  au  plan  directeur  jÎ8,6.  De  la  même  manière  on 
trouve  pour  le  déférent  de  ((t,^,  «3^)  par  rapport  à  (O3)  un  paraboloïde  de 
révolution  au  foyer  ^3,4  dont  le  plan  directeur  (^3,4  est  parallèle  à  «3,4. 

Le  faisceau  2^,(^3)  coupe  «1,2  suivant  un  faisceau  tangentiel  de  paraboles. 
Ces  paraboles  sont  les  coniques  déférentes  du  faisceau  de  cubiques  d'in- 
tersection de  «1.2  avec  le  faisceau  de  cyclides  qui  admet  pour  centres 
d'inversion  les  points  A\^^  Os,  O4,  ih:  elles  touchent  donc  (fig.  21)  les 
droites  qui  joignent  les  milieux  Jf4,6,  ^4,  ^5  des  côtés  du  triangle  ^1^0405. 
Les  côtés  de  ce  triangle  ^4,5^4^5  sont  liés  d'une  manière  simple  au 
cylindre  et  aux  deux  paraboloïdes  de  révolution  que  nous  avons  trouvés, 
^4^6  étant  l'arête  au  sommet  du  cylindre  et  Jf4,6  Nt,^  M^^  N^  représentant 
les  tangentes  au  sommet  des  paraboles  d'intersection  de  aïo  avec  les  deux 
paraboloïdes  de  révolution. 

Les  paraboles  déférentes  ^(=7ri  =710)  en  «i,s  sont  des  coniques  focales 
des  paraboloïdes  correspondants  tts,  n^^  n^.  Cette  remarque  démontre  en- 
core une  fois  que  le  plan  «1,2  est  plan  de  symétrie  commun  de  7r3,7r4,îï5. 
Nous  y  ajoutons  l'observation  bien  simple  que  les  plans  des  autres  para- 
boles focales  enveloppent  le  cylindre  à  sommet  Pi,s  dont  l'intersection 
avec  aïo  est  l'enveloppe  des  axes  des  paraboles  du  faisceau  2^,  (p). 

*^)  Les  paraboles  du  faisceau  2^,(i>)  coupant  le  cercle  Ci^  commun  à 
(Oi)  et  (O2)  suivant  l'involution  de  quadruples  de  points  anallagmatique 
par  rapport  aux  inversions  J3,  ^4,  /g. 
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38.  Si  la  cyclîde  parcourt  le  réseau  3^.(5)  tout  entier,  nous 
trouvons  : 

a).  Les  cinq  paraboloïdes  déférents  tu  décrivent  cinq  réseaux 
tangentiels  particuliers  2t*  {ji,),  chacun  desquels  admet  un  tétraèdre 
polaire;  ces  réseaux,  en  rapport  projectif  l'un  avec  Vautre  au 
moyen  du  réseau  des  cyclides,  font  partie  d'un  système  linéaire  tan- 
gentiel  de  paraboloïdes.  Du  réseau  2«.  (^ ,  )  le  tétraèdre  T^^  O^O^O^O^ 
représente  le  tétraèdre  polaire  commun;  le  planer^,  les  trois  plans 
diagonaux  de  l'octaèdre  (fig.  14)  dont  les  sommets  sont  les  points 
milieux  des  arêtes  de  Tj,  et  les  plans  contenant  les  faces  du  té- 
traèdre P,  ^Pj  P3  Pu  Pg  qui  coupe  T,  suivant  cet  octaèdre,  en 
forment  les  huit  plans  de  base  ^®^). 

fi).  Les  cinq  cycliques  focales  ""cyi  parcourent  des  réseaux  Apt  {^cyi), 
en  rapport  projectif  Tun  avec  l'autre  au  moyen  du  réseau  ori- 
ginal''«). 

y).  Le  réseau  contient  une  infinité  double  de  faisceaux,  disons 
un  réseau  de  faisceaux,  et  de  courbes  de  base  flfy  ;  ce  réseau  est 
en  rapport  projectif  avec  le  système  plan  a^  des  points  réels  G^ 
à  l'infini  sur  les  courbes  de  base  flfy. 


'"•)  On  voit  tout  de  suite  que  la  série  doublement  infinie  des  parabo- 
loïdes déférents  -nr,  est  un  réseau  tangentiel.  D'abord  deux  plans  tangents 
i'5,  /  donnés  individualisent  un  seul  paraboloïde  de  la  série;  car  les  deux 
couples  (B,  B'\  (C,  (7)  de  points  invers  en  J,  dont  j^,  ;'  sont  les  plans 
axiaux,  se  trouvent  en  général  sur  une  cyclide  du  réseau,  la  cyclide 
déterminée  par  5,  C.  Et  ensuite  nous  savons  (voir  la  note  94)  que  tous 
les  paraboloïdes  tt,  admettent  les  huit  plans  tangents  communs  indiqués. 
Donc,  etc. 

Le  réseau  tangentiel  2^t{n^)  détermine  avec  c^  un  système  linéaire  tan- 
gentiel 2^,(7r)  qui  embrasse  les  cinq  réseaux  2,,(7r.).  Ce  système  n'admet 
pas  un  tétraèdre  polaire  commun  et  n'est  donc  pas  en  même  temps  un 
système  linéaire  ponctuel.  Cependant  ce  système  n'est  pas  le  système 
linéaire  tangentiel  le  plus  général;  car  il  contient  un  plan  tangent  de 
base,  le  plan  a^. 

Le  point  de  contact  des  paraboloïdes  tt.  avec  «^  parcourt  ce  plan  entier  ; 
le  système  plan  décrit  par  ce  point  est  projectif  avec  les  réseaux  2^,(7r.)  et 
avec  le  réseau  des  cyclides. 

'*•)  Ces  réseaux  de  cycliques  confocaux  ont  été  trouvés  en  29^^. 

Remarquons  que  le  réseau  des  cycliques  focales  °ct/.  ne  diflFère  guère 
du  réseau  de  cycliques  d'intersection  de  (0.)  avec  les  cyclides  elles-mêmes. 
Archives  v.  36 
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S).  Les  triples  de  cyclides  confocales  du  réseau  forment  une 
involution  du  second  rang  qui  s'étend  aux  cinq  triples  de  para- 
boloïdes  déférents  et  aux  triples  des  couples  de  paraboles  qui  en 
forment  les  focales  singulières.  Ces  involutions  sont  en  rapport 
projectif  avec  le  réseau  donné. 


V.  Les  cyclides  qnartiqiies. 

a).  ORIGINE. 

30.  „L'invei;sion  I  dont  un  point  quelconque  0  de 
„respace  est  le  centre,  transforme  une  cyclide  cubique 
„donnée  en  une  cyclide  quar tique  qui  passe  par  0'*  ')." 

De  plus  elle  transforme  chaque  sphère  directrice  (0)  de  la  cy- 
clide cubique  en  une  nouvelle  sphère  qui  est  lieu  de  points  dou- 
bles d'une  inversion  /'*  de  la  cyclide  quartique  ^  *  *^)   ^ 

b).  INVERSIONS 

40).  „Les  cyclides  qui  sont  anallagmatiques  parrap- 
„port  aux  cinq  inversions  J;  dont  les  cinq  sphères 
„coorthogonales  (0/)  aux  centres  0,-,  sommets  de  (5), 
„sont  les  lieux  des  points  doubles,  forment  un  système 
„linéaire   4^.(5);    le   cercle  c^   en  est  courbe  double  de 

„base''V 


*'*)  L'inversion  dans  Tespace  h  centre  0  transforme  une  surface  donnée 
S^(0^t  (^)  de  Tordre  n  qui  passe  p-fois  par  0  et  ç-fois  par  r^,  en  une 
surface  S^(0^^  cj)  de  Tordre  2w,  etc.  dont  se  détache  p-fois  «^  et  g-fois 
la  sphère  (0;  réduite  à  son  centre^  c'est-à-dire  une  S^-p-^  (0^-^^  cj-'*-^). 
Dans  le  cas  qui  nous  occupe  on  a  w  =  3,  p  ==  0,  q  =  l;  dans  le  cas  de  la 
note  101  on  a  w  =  3,  p  =  l,  g  =  l.  Ainsi  Ton  trouve  une  cyclide  cubique 
ou  quartique,  à  mesure  que  le  centre  d'inversion  est  ou  n'est  pas  un 
point  de  la  cyclide  cubique  donnée. 

"*•)  La  démonstration  de  ce  théorème  peut  être  copiée  d'après  la  note  22. 

'")  On  obtient  un  système  linéaire,  parce  que  les  cyclides  qui  passent 
par  un  point  quelconque  P  donné,  forment  un  réseau.  Car,  si  Ton  trans- 
forme les  cinq  sphères  coorthogonales  de  (5)  par  une  inversion  quelconque 
à  centre  P,  on  obtient  un  autre  quintangle  orthocentrique  (5)'  qui  déter- 
mine un  réseau  de  cyclides  cubiques.  Et  la  rein  version  de  ce  réseau  fait 
trouver  le  réseau  4  ,(5)  de  cyclides  quartiques  par  P  faisant  partie  de  la 
série,  etc. 
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La  surface  de  Jacobi  de  ce  système  linéaire  se  compose  des 
cinq  sphères  (0,)  et  du  plan  a^  compté  doublement  ^  ^  *). 

Quant  à  la  réalité  du  quintangle  (5)  il  y  a  deux  espèces  de 
systèmes  4^,. '5).  Le  système  4^,3(5),  de  première  espèce  possède 
un  quintangle  (5)j  entièrement  réel,  le  système  4p.(-^)2  de  seconde 
espèce  n'admet  qu'un  quintangle  (6)2  partiellement  réel,  etc. 

Le  système  4p.  ^5)  contient  le  réseau  3^1  (6)  au  même  quintan- 
gle (5),  chaque  surface  de  ce  réseau  étant  complétée  à  une  surface 
quartique  en  y  ajoutant  le  plan  a^.  Ce  réseau  s'accorde  en  espèce 
avec  le  système  dont  il  fait  partie.  Ainsi  chaque  point  de  «^  est 
point  double  d'un  faisceau  de  cyclides  dégénérées  compris  dans 
le  système;  cela  explique  pourquoi  u^  figure  deux  fois  parmi  les 
parties  de  la  surface  de  Jacobi  du  système. 

Le  système  4p«(ô)  contient  encore  dix  faisceaux  de  cyclides 
dégénérées  en  deux  sphères,  les  dix  faisceaux  aux  courbes  doubles 
de  base  c,,;f  Sur  l'arête  h^k  les  couples  de  centres  des  sphères  cor- 
respondantes forment  l'involution  dont  les  deux  sommets  0*  et 
0^  sont  les  points  doubles.  Ainsi  chacune  des  sphères  (0,)  comptée 
deux  fois  représente  une  cyclide  du  système,  ce  qui  explique  pour- 
quoi les  sphères  (0,)  font  partie  de  la  surface  de  Jacobi  du 
système  ^  *^). 

„I1  y  a  quatre  espèces  de  cyclides  quartîques  que 
„nous  représentons  par  les  symboles  4(y),,  4(7'),,  4(7"), 
„et  4(7)2.  I^®  système  4p. (n),  contient  à  la  fois  descycli- 


'**)  La  surface  de  Jacobi  d'un  système  linéaire  de  surfaces  d'ordre  n 
est  de  Tordre  4(n— 1). 

*'*)  Chaque  sphère  (0^^)  par  c^,^  est  anallagmatique  par  rapport  aux 
inversions  1$^  J4,  J5,  tandis  qu'elle  correspond  à  la  même  sphère  {0\^) 
dans  les  deux  inversions  Ji,  I^,  En  effet,  d'abord  l'intersection  c,,  de^j, 
et  «j^  correspond  à  soi-même  en  J3,  J4,  /s,  parce  que  cette  propriété  con- 
vient h  la  sphère  a  et  au  plan  a  en  même  temps;  donc  une  sphère  quel- 
conque par  Cj^g  coupe  (Os)^  (O4),  (Os)  sous  un  angle  droit.  Et,  si  0\^  et 
0"j,  sont  les  centres  des  sphères  qui  correspondent  à  la  sphère  (Oj,) 
par  Cjj  en  Ji  et  Jj  et  que  S  représente  un  point  quelconque  de  Cj„ 
les  rayons  d  S  et  O2  S  de  (00  et  (0%)  bissectent  à  la  fois  les  angles 
0^^S0\^  et  Ojg/SO",j;  donc  0\^  et  0"^,  coïncident,  etc.  La  combinaison 
(Oj^),  {0\^^  est  donc  une  surface  du  quatrième  ordre  qui  passe  deux 
fois  par  c^  et  qui  est  anallagmatique  par  rapport  à  chacune  des  cinq 
inversions  J»,  etc. 

36* 
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„des  4(y,)  à  une  nappe  paire  fermée  unique,  des  cycli- 
„des4(y'),  à  deux  nappes  paires  fermées  extérieures 
„rune  à  l'autre  et  des  cyclides  4  (y"),  à  deux  nappes 
„p aires  fermées,  une  desquelles  se  trouve  à  l'intérieur 
„de  Tautre.  Et  le  système  4^.(5)2  ne  contient  que  des 
„cyclîdes  4(7)2    ^  ^^®  nappe  paire  fermée  unique '^^)". 

Une  cyclide  quartique  contient  seize  droites  imaginaires  et  pas 
de  droite  réelle  ^  '^). 

Une  cyclide  quelconque  du  système  est  coupée  orthogonalement 
suivant  une  cyclique  de  courbure  par  chacune  des  sphères  coor- 
thogonales  (0,).  Il  n'y  a  d'exception  que  pour  les  cyclides  dégéné- 
rées en  deux  sphères,  le  long  de  la  circonférence  d^k  dlnter- 
section,  etc. 

Chacune  des  cycliques  d'intersection  que  nous  venons  d'indiquer, 
est  anallagmatique  par  rapport  aux  cinq  inversions  J,-. 

Les  plans  tangents  d'une  cyclide  qui  passent  par  un  point 
donné  P,  enveloppent  un  cône  du  huitième  ordre  et  de  la  sei- 
zième classe.  Ce  cône  se  décompose  T,  si  P  se  trouve  sur  la 
cyclide,  en  le  plan  tangent  7t  en  P  compté  deux  fois  et  un  cône 
du  sixième  ordre  et  de  la  seizième  classe,  2^,  si  P  coïncide  avec 
O/,  en  un  cône  quartique  touchant  la  cyclide  suivant  sa  cyclique 
de   courbure   sur  (0;)    et   un   cône  quadratique  compté  deux  fois, 


^^•)  L'inversion  d'une  3(/)i  et  d'une  S(y)t  mène  successivement  à  une 
4(/)i  et  une  4(/)2.  Et  l'inversion  d'une  3(/)i  fait  trouver  une  i{/')i  ou 
une  4(/0i,  à  mesure  que  le  centre  d'inversion  se  trouve  hors  de  la  nappe 
paire  fermée  de  3  (/')  et  avec  elle  au  même  côté  de  la  nappe  impaire 
ouverte,  ou  qu'il  se  trouve  ailleurs  (conaparer  la  note  25).  Nous  revien- 
drons tout  à  l'heure  à  cette  classification. 

^^^)  En  remplaçant  l'inversion  dans  l'espace  par  une  transformation 
plus  générale  (la  correspondance  involutive  entre  les  couples  de  points 
sur  des  droites  par  un  point  quelconque  0  et  conjugués  par  rapport  à 
une  quadrique  quelconque  donnée),  on  trouve  que  dans  l'inversion  à  une 
droite  se  reposant  sur  c^  il  correspond  une  autre  droite  se  reposant  sur 
c^.  Ainsi  l'inversion  transforme  les  seize  droites  d'une  cyclide  cubique 
qui  s'appuient  sur  c^,  en  seize  droites  de  la  cyclide  quartique  qui  ont 
une  position  analogue.  Parce  que  la  cyclide  cubique  ne  contient  pas  le 
centre  P  de  l'inversion  qui  la  transforme  en  une  cyclide  quartique,  et 
donc  non  plus  un  cercle  passant  par  ce  point,  la  cyclide  quartique  ne 
saurait  contenir  une  droite  réelle.  D'ailleurs  nous  savons  que  la  cyclide 
quartique  n'admet  pas  de  point  réel  à  l'infini;  donc,  etc. 
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chaque  plan  tangent  de  ce  dernier  cône  touchant  la  cyclide  en 
deux  points  invers  par  rapport  à  J;  *  '  ^). 

„Une  cyclide  admet  cinq  séries  de  plans  bitangents, 
«enveloppant  cinq  cônes  quadratiques  ô,  aux  som- 
„mets  Oi\  chacun  de  ces  plans  coupe  la  cyclide  sui- 
„vant  deux  cercles  '  *^)." 

41.  „Un  faisceau  quelconque  4^.(5)  du  système  a  pour 
„base  une  courbe  gauche  du  seizième  ordre,  composée 
„de  c^  comptée  quatre  fois  et  d'une  courbe  gauche  g^ 
„du  huitième  ordre  rencontrant  c^  en  huit  points. 
„Cette  courbe  se  trouve  sur  cinq  cônes  quartiques  f; 
„aux  sommets  0,  et  sur  une  surface  du  troisième  ordre, 
„la  cyclide  cubique  qui  forme  avec  «^  une  surface  du 
«faisceau  '^o)'' 

La  courbe  de  base  ^8  ©st  déterminée  par  deux  quelconques  de 
ses  points.  Elle  se  décompose  1°,  si  ces  deux  points  se  trouvent 
sur  une  cyclide  dégénérée  en  deux  sphères,  en  deux  cycliques,  se 
coupant  en  quatre  points  sur  le  cercle  Ci^k  commun  à  ces  sphères, 
2"*,  si  ces  deux  points  se  trouvent  sur  un  même  cercle  avec  un 
couple  de  points  5/,^,  en  ce  cercle  et  trois  autres  cercles  passant 
par  les  points  Si^k  '  ^^). 


"")  Ce  résultat  est  une  conséquence  immédiate  des  propriétés  de  Tin- 
version. 

*"•)  Un  plan  bitangent  coupe  la  cyclide  suivant  une  quartique  bicircu- 
laire  à  quatre  points  doubles,  les  deux  points  circulaires  coi,  œ:  du  plan 
et  les  points  de  contact,  etc.  Nous  revenons  aux  cônes  3,-  dans  le  cinqui- 
ème alinéa  du  numéro  43. 

'*")  Les  sommets  0,-  sont  donc  des  points  quadriconiques  de  çg. 

"**)  Ces  résultats  se  déduisent  de  ceux  que  nous  avons  énumérés  dans 
Tavant-dernier  alinéa  du  numéro  32,  à  l'aide  d'une  inversion  au  centre 
P  quelconque. 

Le  premier  cas  de  décomposition  est  évident.  Pour  démontrer  le  second 
d'une  manière  indépendante  il  suffit  de  faire  voir  que  le  faisceau  déter- 
miné par  deux  points  P,  P'  situés  sur  un  cercle  c  par  les  points  Si,2  con- 
tient deux  cyclides  dégénérées  en  un  couple  de  sphères.  Et  nous  verrons 
qu'il  en  contient  trois  même.  A  cette  fin  nous  montrons  d'abord  que 
chaque  cyclide  du  faisceau  passe  par  c  et  ensuite  que  par  c  il  passe  trois 
cyclides  dégénérées  en  deux  sphères. 

Le  cercle  c  par  les  deux  points  Si^g  coupe  (Oi)  et  (O2)  sous  des  angles 
droits,   ce   qui  prouve  qu'il  correspond  à  soi-même  dans  les  inversions 
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Un  faisceau  quelconque  4p.  (6)  contient  dix  cyclides  à  deux  points 
doubles  S.  Dans  lo  cas  d'un  faisceau  4pi(5),  quatre  de  ces  cyclides 
forment  la  transition  entre  les  deux  groupes  de  cyclides  4(/),  et 
les  deux  groupes  de  cyclides  4(/  ,  et  4  (y"),,  tandis  que  la  cy- 
clide  cubique  peut  former  une  des  deux  transitions  entre  les 
cyclides  4(7),  et  4  (/"),,  etc.  ^^^). 


Il,  /s.  Dans  ces  inversions  les  points  P^P'  font  trouver  deux  quadruples 
de  points  sur  c  communs  aux  cyclides  du  faisceau.  Donc  une  cyclide  quel- 
conque du  faisceau  coupe  c  en  huit  points  réels  et  deux  fois  en  chacun 
des  points  co^,  co,  du  plan  de  c;  donc  c  est  commun  à  toutes  les  cyclides 
du  faisceau  et  fait  partie  de  la  courbe  de  base. 

Les  points  Sj ,  se  trouvent  sur  les  cercles  c^  g,  c'j^,  c^^^.  Donc  c  se  trouve 
sur  les  sphères  (c,  c^^),  (c,  C35),  (c,  c^^)  qui  font  partie  de  cyclides  dégé- 
nérées en  deux  sphères.  Ces  trois  couples  de  sphères  se  coupent  en  quatre 
cercles  par  les  deux  points  S^,.  Les  centres  de  ces  trois  couples  de  sphères 
sont  en  a^^  les  sommets  opposés  d'un  quadrilatère  complet  dont  Os,  O4,  (h 
forment  les  points  diagonaux. 

Il  va  sans  dire  qu'il  y  a  encore  une  troisième  décomposition  de  ^rg.  Aus- 
sitôt qu'un  des  deux  points  déterminants  se  trouve  ena^.gs  dégénère  en 
une  g^  et  une  droite  indéterminée  en  a^. 

*")  L'application  d'une  inversion  au  centre  0  quelconque  à  un  faisceau 
quelconque  3^,  (5)i  mène  aux  résultats  en  question  (voir  le  dernier  alinéa 
du  numéro  32.  En  effet,  il  est  évident  que  les  deux  groupes  de  cyclides 
3  (/)i  séparés  par  les  deux  groupes  de  cyclides  3  (/)i  se  transforment  en 
deux  groupes  de  cyclides  4(/)i  séparés  par  deux  groupes  ne  contenant 
que  des  cyclides  i(/)i  et  4(/')i.  Seulement  la  question  de  la  limitation 
relative  des  sous-groupes  4  (/')i  et  4  (/)i  est  un  peu  plus  délicate. 

Les  quatre  cyclides  cubiques  qui  forment  la  transition  entre  les  deux 
espèces  3(/)i  et  3(/)i,  divisent  l'espace  en  quatre  compartiments,  chacun 
desquels  peut  contenir  plusieurs  parties  non  cohérentes.  Deux  de  ces 
compartiments  ne  contiennent  que  des  cyclides  3(/)i,  les  deux  autres  ne 
contiennent  que  des  cyclides  3  (/')i  et  les  deux  compartiments  de  l'un 
des  deux  couples  sont  séparés  par  les  deux  compartiments  de  l'autre. 
Ainsi  il  y  a  deux  cas  à  distinguer  suivant  que  le  centre  d'inversion  0 
se  trouve  dans  un  des  compartimenta  aux  cyclides  3  (/)i  ou  dans  un  des 
compartiments  aux  cyclides  3  (/)i .  Dans  le  premier  cas  la  cyclide  cubique 
du  faisceau  4pi(5)  ne  possède  qu'une  nappe  impaire  ouverte  ;  elle  se  trouve 
entre  deux  cyclides  4  (/)i  à  une  nappe  et  ne  forme  donc  pas  de  transi- 
tion. Alors  chacun  des  deux  groupes  aux  cyclides  3(/)i  se  transforme  en 
un  groupe  de  cyclides  4(/)i  ou  un  groupe  de  cyclides  4  (/^'h,  ce  qui  mène 
aux   trois   souscas:  deux  groupes  4(/')i,  un  groupe  4(/)i  et  un  groupe 
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„Un  réseau  quelconque  4pj  (5)  du  système  a  pour  base 
„le  cercle  c^  compté  huit  fois  et  seize  points  simples. 
„Ces  seize  points  se  trouvent  cinq  fois  deux  à  deux 
„sur  huit  droites  qui  concourent  aux  sommets  0/,  dix 
„fois  quatre  à  quatre  en  quatre  plans  qui  concourent 
„dans  les  arêtes  li^k  et  dix  fois  huit  à  huit  sur  deux 
„sphères  formant  ensemble  une  cyclide  dégénérée 
„du   réseau  i'^)" 

„A  côté  de  ces  dix  cyclides  dégénérées  le  réseau 
„c  on  tient  un  faisceau  de  surfaces  dégénérées,  chacune 
«desquelles  se  compose  de  u^  et  d'une  surface  d'un 
„faisceau  3pi  (5)  du  réseau  3^.(5)  faisant  partie  de  4^>(ô)." 

Pour  un  réseau  4pt  (5),  les  seize  pointe  de  base  Pi  sont  réels,  de 
même  que  les  cinq  systèmes  de  huit  droites,  les  dix  systèmes  de 
quatre  plans  et  les  dix  couples  de  sphères.  Ils  donnent  lieu  à 
plusieurs  configurations;  nous  n'en  mentionnons  que  trois.  La 
première  consiste  des  seize  pointe  P.,  des  cinq  groupes  de  huit 
droites  par  un  sommet  Oi  et  deux  des  pointe  P„  des  dix  groupes 
de  quatre  plans  par  une  arête  li^k  et  quatre  des  pointe  P,;  elle 
est  caractérisée  par  le  symbole  Cf  (16,  6  lO;  2, 40, 4, 4  4,40).  La  seconde 
se  compose  des  vingt  centres  des  dix  couples  de  sphères  par  les 
seize  pointe  P/,  des  dix  quadruples  de  côtés  des  quadrilatères  com- 
plète dans  les  faces  ai^k  dont  les  sextuples  de  centres  dans  ces 
faces  sont  les  sommete  ^^*)î  et  des  dix  faces  ai,^  elles-mêîiies;  elle 


4  (/'Oi ,  deux  groupes  4  (/'Oi  •  Dans  le  second  cas  la  cyclide  cubique  du 
faisceau  4^,(6)  admet  deux  nappes  et  se  trouve  entre  une  cyclide  4(/')i 
et  une  cyclide  4(/'0i.  Alors  un  des  deux  groupes  aux  cyclides  3(/)i  se 
transforme  en  un  groupe  mêlé  contenant  à  la  fois  des  cyclides  4(/')i 
et  des  cyclides  4  (/")i ,  tandis  que  l'autre  groupe  ne  contient  que  des 
cyclides  4  (y')i  ou  des  cyclides  4  (/*')i . 

^*')  Ces  rapporte  de  position  sont  exigés  par  les  cinq  inversions  J,- 
(voir  la  fin  de  la  note  92).  D'ailleurs  on  les  démontre  en  suivant  Tordre 
d'idées  de  la  note  27.  Au  lieu  de  développer  cette  démonstration  nous 
nous  contentons  à  remarquer  qu'un  réseau  et  un  faisceau,  faisant  partie 
d'un  même  système  linéaire,  ont  une  surface  en  commun,  comme  un  plan 
et  une  droite  situés  dans  le  même  espace  tridimensional  un  point.  Donc 
le  réseau  4  .  (5)  contient  dix  cycliques  dégénérées  en  couples  de  sphères; 
ce  qui  démontre  que  les  seize  pointe  Pi  se  trouvent  dix  fois  huit  à  huit 
sur  deux  sphères,  etc. 

'**)  Nous  renvoyons  à  l'avant-dernier  alinéa  de  la  note  121. 
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correspond  au  symbole  C/(20,6,3;  3,40,1;  6  4,10).  Et  la  troisième 
a  pour  éléments  les  seize  points  Pi  et  les  vingt  sphères  indiquées; 
nous  la  représentons  par  C/S  (16,o>  208). 

Des  seize  points  de  base  d'une  4^»  (5),  seulement  huit  points  con- 
sphériques  sont  réels;  quoique  hait  des  vingt  sphères  de  la  con- 
figuration ont  une  équation  réelle,  on  n  en  peut  construire  que 
sept,  etc.  *^^). 

Si  un  des  seize  points  de  base  Pi  se  trouve  sur  (Oj),  ces  pointe 
coïncident  deux  à  deux  en  huit  points  sur  (0,),  de  manière  que 
les  cyclides  du  réseau  touchent  en  ces  points  les  rayons  de  (0,) 
qui  y  aboutissent;  alors  ces  huit  points  sont  les  sommets  d'un 
hexaèdre  irrégulier  dont  les  trois  quadruples  d'arêtes  et  les  quatre 
diagonales  concourent  aux  sommets  du  tétraèdre  T,  ^  O,  0^  0^  O^. 
Si  un  des  seize  points  Pi  se  trouve  sur  l'intersection  c,  j  des 
sphères  (0,),  (Oj),  ces  points  coïncident  quatre  à  quatre  en  quatre 
points  sur  Cj  ^  et  les  cyclides  du  réseau  touchent  en  ces  points 
les  plans  par  Zj  2  ^^  V  passent;  alors  03,0^,05  sont  les  points 
diagonaux  du  quadrangle  complet  des  quatre  points  P,.  Et  si  un 
des  points  Pi  se  trouve  en  un  des  points  S^  5  communs  aux  sphères 
iOi),{02),{0^)f  ces  points  P,  coïncident  huit  à  huit  en  ces  deux 
points  S4  5  et  toutes  les  cyclides  du  réseau  ont  ces  points  pour 
points  doubles  ^^^). 

42.  „L'inversion  par  rapport  à  un  centre  quelcon- 
„que  P  transforme  le  système  linéaire  4^,i(5i  et  ses  cinq 
„sphères  coorthogonales  (0,)  en  un  autre  système  li- 
„néaire  de  cycliques  tout  aussi  général  et  ses  cinq 
„sphères  coorthogonales  (0,)'.  Si  P  est  un  point  quel- 
„conque  de  (OJ,  la  sphère  {O^Y  du  nouveau  système 
^devient  un  plan  de  symétrie  de  ce  système;  si  P  est 
„un    point   quelconque    de   c,  2,  les  sphères  (Oj)  et  (Oj) 


'")  Supposons  Oi,  Og,  O9  réels  et  O4,  O5  imaginaires  conjugués.  Alors 
les  arêtes  réelles  i, ,,  i^^,  Zj  j,  l^^^  portent  les  centres  réels  de  huit  des  vingt 
sphères;  les  centres  des  autres  sphères  sont  imaginaires.  Néanmoins  il 
n'y  a  que  sept  sphères  réelles.  Car  une  des  deux  sphères  dont  les  centres 
se  trouvent  sur  i^^,  a  un  rayon  dont  le  carré  est  négatif. 

'")  Une  cyclide  du  système  qui  admet  un  point  double  différent  d'un 
des  points  Si-,*,  se  décompose.  Pour  la  démonstration  de  ce  théorème  nous 
renvoyons  à  la  note  92. 


DANS   l'espace   à  U  DIMENSIONS.  273 

„se  transforment  en  deux  plans  de  symétrie  rectan- 
^gulaires  du  nouveau  système;  si  P  est  un  des  deux 
«points  Su  5,  le  nouveau  système  admet  les  trois  plans 
„de  symétrie  (0^)\(02)\{0^y  rectangulaires  deux  à 
„deux,  et  le  point  d'intersection  de  ces  trois  plans 
«est  centre  commun  des  cyclides  du  système.  Dans  ce 
«dernier  cas  particulier  le  réseau  des  cyclides  cubi- 
«ques  compris  dans  le  système  est  remplacé  par  le 
«réseau  des  cônes  quadratiques  dont  les  intersections 
«des  trois  plans  de  symétrie  sont  les  axes  ^2^).'' 

c).  GÉNÉRATIONS. 

43  «Une  cyclide  au  quintangle  orthocentrique  (5) 
«est  de  cinq  manières  différentes  l'enveloppe  des 
„sphères  (épisphères)  orthogonales  à  une  sphère  fixe 
«(sphère  directrice)  et  ayant  leurs  centres  sur  une 
«quadrique  (quadrique  déférente).  Les  cinq  sphères 
«directrices  sont  les  sphères  coorthogonales  (0/)  de 
«(5);  les  quadriques  déférentes  correspondantes  sont 
«confocales.  De  la  sphère  directrice  (OJ  et  de  sa  qua- 
«drique  déférente  <^,  le  tétraèdre  T^  ^  0^  0^  0^  O^  est 
«le  tétraèdre  polaire  commun,  etc. 

«Une  épisphère  quelconque  d'une  des  cinq  séries 
«touche  la  cyclide  en  deux  points,  invers  par  rapport 
«à  IMnversion  /  correspondante;  donc  cette  sphère 
«coupe  la  cyclide  suivant  deux  cercles  passant  par 
«ces  points  128^ /> 


^")  Dans  le  cas  de  trois  plans  de  symétrie  OYZ,  OXZ,  OXF  (fig.  22) 
la  position  des  seize  points  de  base  d'un  réseau  quelconque  du  système 
est  des  plus  simples.  D'abord  la  symétrie  exige  que  les  seize  points  Pi 
forment  les  sommets  de  deux  parallélépipèdes  droits  concentriques  sem- 
blablement  placéa  Ensuite  l'inversion  par  rapport  à  la  sphère  directrice 
réelle  à  centre  0  exige  que  les  diagonales  corporelles  de  ces  parallélépi- 
pèdes coïncident.  Donc  l'inversion  par  rapport  à  la  sphère  directrice 
imaginaire  doit  transformer  les  sommets  de  l'une  de  ces  figures  dans  les 
sommets  opposés  de  l'autre,  etc. 

*")  Ici  nous  avons  à  répéter  les  raisonnements  de  la  note  94  après 
avoir  remplacé  la  cyclide  cubique  au  quintangle  (5)  par  la  cyclide  quarti- 
que  au  quintangle  (5).  Nous  nous  bornons  donc  à  indiquer  les  changements 
entraînés  par  ce  remplacement. 

Archives  v.  37 
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Une  cyclide  au  quintangle  orthocentrique  (5)  est  de  cinq  manières 
difiérentes  le  lieu  des  couples  de  points  limites  d'une  infinité 
double  de  faisceaux  de  sphères,  chacun  desquels  est  déterminé 
par  une  des  sphères  directrices  et  un  plan  tangent  quelconque 
de  la  quadrique  déférente  correspondante.  Ces  points  limites,  invers 
dans  rinversion  I  correspondante,  sont  des  points  de  contact  avec 
une  épisphère. 

„La  génération  par  sphère  directrice  (6^,)  et  quadri- 
„que  déférente  rpi  devient  illusoire,  quand  (O.)  est  un 
„plan  de  symétrie.  Ainsi  dans  le  cas  de  trois  plans  de 
„symétrie  le  système  4p3(5)i  possède  deux  générations 
„réelles  de  ce  caractère,  tandis  que  le  système  4^1(5), 
„n'en  possède  aucune." 

Si  la  quadrique  9),  est  un  hyperboloide  à  une  nappe,  chaque 
génératrice  g  de  cette  surface  fait  connaître  un  cercle  Cg  de  la  cyclide 
dont  le  plan  Ug,  perpendiculaire  à  g,  passe  par  O^.  Ce  cercle  est 
en  même  temps  l'intersection  des  épisphères  dont  g  est  le  lieu  des 
centres,  et  le  lieu  des  couples  de  points  limites  d'une  infinité 
simple  de  faisceaux  de  sphères,  chacun  desquels  est  déterminé 
par  Oj  et  un  plan  quelconque  par  g.  Les  plans  a  g  enveloppent 
le  cône  S^  (voir  la  fin  du  numéro  40);  en  eflfet,  chaque  plan 
Ug  contient  deux  cercles  c^,  parce  qu'il  est  perpendiculaire  à  deux 
droites  (j  parallèles  de  différents  systèmes. 

Mais  même  si  la  quadrique  (p^  est  un  hyperboloide  à  deux  nap- 
pes, on  retombe  aisément  sur  le  cône  d^  en  démontrant  que  ce 
cône   5,    est  le  cône  supplémentaire  à  sommet  Oj  du  cône  asym- 


On  trouve  tout  à  fait  de  la  môme  manière  que  la  déférente  est  une 
quadrique.  Pour  montrer  que  cette  quadrique  admet  un  centre  nous 
remarquons  qu'une  droite  quelconque  par  Oi  coupe  la  cyclique  en  deux 
couples  de  points  invers  en  Ji ,  de  manière  que  la  déférente  a  deux  plans 
tangents  de  direction  donnée. 

Pour  prouver  que  les  cinq  déférentes  çi  sont  confocales,  nous  faisons 
voir  tout  à  fait  de  la  même  manière  qu'auparavant  que  la  surface  dévelop- 
pable  circonscrite  à  qpi  et  à  c^  coïncide  avec  celle  circonscrite  à  g)s  et  à 
c  ,  etc. 

Le  raisonnement  qui  fait  voir  que  le  tétraèdre  Ti  est  tétraèdre  polaire 
de  la  surface  déférente  par  rapport  à  (Oi),  n'exige  pas  le  moindre  chan- 
gement. 

Pour  d'autres  démonstrations  nous  renvoyons  à  la  fin  de  la  note  94 
et  à  la  note  153. 
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ptote  de  la  quadrique  v^  ;  donc  les  cinq  cônes  ^,  admettent  les  deux 
mêmes  séries  de  plans  parallèles  qui  les  coupent  suivant  des  cer- 
cles, les  cinq  cônes  asymptotes  étant  confocaux  ^'^), 
Si  la  quadrique  ()\  est  un  ellipsoïde,  le  cône  d^  est  imaginaire 
„Les  nombres  des  ellipsoïdes,  hyperboloïdes  à  deux 
„nappes  et  hyperboloïdes  à  une  nappe  déférents  (pi 
^sont  successivement  (1,1,3),  (1,3,1),  (3,1,1),  (1,1,1), 
„à    mesure    que    la    cyclide    est  une  4(/)i,  4(/)i,  4(y")j, 


***)  Si  le  centre  de  Topisphère  est  un  point  de  çi  situé  à  l'infini,  cette 
sphère  devient  le  plan  par  Oi  perpendiculaire  à  la  génératrice  du  cône 
asymptote  de  qi  qui  passe  par  ce  centre  infiniment  éloigné,  etc. 

Nous  reviendrons  sur  la  relation  entre  deux  cônes  supplémentaires  dans 
la  note  154. 

^'•)  Nous  indiquons  quelle  partie  de  ce  théorème  se  déduit  de  la  théo- 
rie des  cyclides  cubiques. 

L'inversion  transforme  un  cercle  de  la  cyclide  cubique  en  un  cercle 
de  la  cyclide  quartique.  De  cette  propiété  découle  que  chaque  génération 
de  la  cyclide  cubique  à  l'aide  d'un  paraboloïde  hyperbolique  livre  une 
génération  de  la  cyclide  quartique  à  l'aide  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe. 
Donc  parmi  les  cinq  quadriques  (pi  on  trouve  un  ou  trois  hyperboloïdes 
réglés  et  quatre  ou  deux  quadriques  à  centre  ne  contenant  pas  de  droites 
réelles.  Ainsi  le  second  théorème  du  numéro  33  nous  donne  l'énoncé  suivant: 
Les  nombres  des  quadriques  déférentes  réglées  et  non  réglées  sont  succes- 
sivement (3,2),  (1,4),  (1,2),  selon  que  la  cyclide  est  une  4  (/)i,  ou  une  des  deux 
espèces  4(/)i,  4(/0i,  ou  une  4(/)2.  Comme  on  voit,  la  distinction  entre 
l'ellipsoïde  et  l'hyperboloïde  à  deux  nappes  y  manque  encore. 

Pour  une  démonstration  du  théorème  entier  nous  renvoyons  au  livre 
de  Darboux  qui  fait  voir  en  même  temps  que  dans  le  cas  d'une  cyclide 
du  système  4^^a(5)i  la  génération  à  la  sphère  imaginaire  se  fait  toujours  à 
l'aide  d'une  quadrique  déférente  appartenant  à  l'espèce  dont  il  en  figure 
trois  parmi  les  cinq. 

Une  étude  minutieuse  des  deux  cas  d'une  sphère  directrice  réelle  et 
d'une  déférente  non  réglée  fait  retrouver  les  formes  déjà  acquises. 

En  effet,  dans  le  cas  d'un  hyperboloïde  à  deux  nappes  les  cinq  positions 
de  la  note  96  reparaissent;  tandis  que  dans  le  cas  d'un  ellipsoïde  la  nou- 
velle position  où  l'ellipsoïde  se  trouve  entièrement  dans  la  sphère,  ne 
mène  pas  à  une  cyclide  réelle.  Et  ce  qu'on  trouve  par  rapport  à  la  con- 
nexion des  nappes  des  cyclides  s'accorde  d'une  part  avec  les  résultats  de 
la  note  96  qui  ne  changent  pas  par  l'inversion,  et  d'autre  part  avec  les 
résultats  de  M.  Darboux. 

37* 
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A  la  conique  de  <Pi  située  dans  un  plan  quelconque  a  correspond 
sur  la  cyclide  la  cyclique  d'intersection  avec  la  sphère  orthogonale 
à  (  Oi)  ayant  son  centre  au  pôle  P.,  de  a  par  rapport  à  y,.  Il  y  a 
donc  cinq  systèmes  triplement  infinis  de  ces  cycliques;  ils  font 
partie  du  système  quadruplement  infini  de  toutes  les  cycliques 
situées  sur  la  cyclide.  Les  cinq  cycliques  qui  correspondent  à  a^, 
sont  les  courbes  de  contact  de  la  cyclide  avec  les  cinq  cônes  5,- *^>) 

d).  FOYERS. 

44.  „Le  lieu  des  foyers  ordinaires  d'une  cyclide 
„quelconque  du  système  linéaire  4p«(5)  se  compose 
„des  cinq  cycliques  qui  forment  les  intersections 
„des  sphères  directrices  (0/)  avec  les  quadriques  dé- 
„férentes   correspondantes  ç;,  etc.'' 

„Le  lieu  des  foyers  singuliers  d'une  cyclide  quel- 
„conque  du  système  linéaire  se  compose  de  trois 
„coniques  concentriques,  situées  en  trois  plans  per- 
„pendiculaires  deux  à  deux,  de  manière  que  le  plan 
^contenant  une  de  ces  coniques  est  plan  de  symétrie 
„des  deux  autres  et  que  de  deux  quelconques  de  ces 
„trois  coniques  deux  sommets  de  l'une  sont  deux 
„foyers  de  l'autre  et  réciproquement*^*).'* 

45.  „Deux  points  quelconques  d'une  des  cinq  sphè- 
„res  (0.)  sont  des  foyers  ordinaires  de  trois  cyclides 
„d'un  réseau  4pt(5)  du  système  linéaire  Ces  trois 
„cyclides  sont  nommées  confocales,  parce  qu'elles 
^possèdent  les  mêmes  cinq   focales  ''cy»". 

„Deux  cyclides  confocales  se  coupent  sous  un  angle 
„droit  tout  le  long  de  leur  courbe  d'intersection  g^\ 
„cette  courbe  est  une  ligne  de  courbure  sur  chacune 
„des  deux  surfaces" 


^'^)  Pour  les  cinq  groupes  des  six  normales  doubles,  etc.  nous  renvoyons 
à  Darboux  (voir  la  note  97). 

*")  Ces  trois  coniques  forment  avec  c^  les  courbes  doubles  de  la  sur- 
face développable  circonscrite  à  la  cyclide  le  long  de  c^.  Cette  surface  est 
en  effet  de  la  quatrième  classe.  Car  par  un  point  quelconque  P^  de  a, 
il  passe  deux  tangentes  de  c^  et  donc  deux  couples  de  plans  tangents  de 
la  surface  développable,  etc. 

On  sait  que  de  ces  trois  coniques  focales  Tune  est  ellipse,  l'autre 
hyperbole,  tandis  que  la  troisième  est  imaginaire. 
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„Deux    points   quelconques   d'une  des  cinq  sphères 

„{0i)  sont  des  foyers  ordinaires  d'une  infinité  simple 

„de  cyclides  du  système  linéaire.  Cette  série  a  les  ca- 

„ractéristiques  (3,10,12);   elle  n'est  donc  pas  linéaire. 

„Deux    cyclides   quelconques   de  cette  série  sont  con- 
„focalesï^3)n 


*'*)  Ces  résultats  se  déduisent  en  partie  de  ceux  du  numéro  35  à  l'aide 
de  rinversion.  Nous  n'avons  qu'à  y  ajouter  ce  qui  se  rapporte  aux  lignes 
de  courbure  et  aux  caractéristiques  (3,  10,  12). 

Quant  aux  intersections  des  cyclides  confocales  nous  rappelons  le  thé- 
orème de  DupiN,  d'après  lequel  les  surfaces  d'un  système  orthogonal  se 
coupent  suivant  des  lignes  de  courbure.  Parce  que  cela  s'applique  à  deux 
surfaces  quelconques  du  système,  il  embrasse  le  cas  de  deux  cyclides 
cubiques  du  réseau  3  ,(5)  faisant  partie  de  4  .(5)  et  donc  compris  dans  le 
système  (voir  la  note  101). 

Pour  déterminer  les  trois  caractéristiques  de  la  série  de  cyclides  con- 
focales nous  remarquons  que  leurs  déférentes  correspondantes  <jpj  parcou- 
rent le  faisceau  2  ,(çi)  dont  la  focale  ^cyi  est  la  courbe  de  base,  et  nous 
faisons  voir  que  les  trois  nombres  cherchés  représentent  successivement 
combien  de  surfaces  (^i  de  ce  faisceau  touchent  1°  un  plan  donné,  2°  un 
cylindre  parabolique  donné,  3°  un  paraboloïde  de  révolution  donné. 

D'abord  un  point  donné  P  et  son  point  invers  P'  en  h  déterminent 
un  plan  axial  a  et  toutes  les  surfaces  (pi  du  faisceau  2^,  (çi)  qui  touchent 
ce  plaa,  engendrent  des  cyclides  par  P.  Parce  que  les  caractéristiques 
de  2p,  ((pi)  sont  (1,2,3),  le  premier  nombre  cherché  est  trois. 

Ensuite  une  droite  donnée  l  et  son  cercle  invers  c  en  Ii  déterminent 
dans  le  plan  (l^c)  par  Oi  (fig.  23)  un  nombre  infini  de  coup*  es  de  points 
invers  en  Ji  dont  les  axes  enveloppent  le  lieu  des  centres  des  cercles 
qui  touchent  /  et  c;  cette  enveloppe  est  donc  une  parabole  déterminée 
p  dont  le  centre  de  c  est  le  foyer  P.  Cela  prouve  en  même  temps  que 
les  plans  axiaux  des  cordes  BE'  enveloppent  le  cylindre  parabolique  dont 
p  est  une  section  droite.  Les  quatre  plans  tangents  communs  de  ce 
cylindre  et  d'une  déférente  q^]  quelconque  font  connaître  les  quatre  points 
d'intersection  de  l  avec  la  cyclide  correspondante.  Le  nombre  des  cycli- 
des de  la  série  confocale  qui  touchent  l,  est  donc  égal  au  nombre  des 
quadriques  de  2^,  (q^i)  qui  touchent  ce  cylindre.  On  ramène  ce  problème 
de  l'espace  à  un  problème  du  plan  en  projetant  ces  quadriques  orthogo- 
nalement  sur  a  ^  (/,c).  Alors  les  contours  apparents  forment  une  série 
(2,3)  de  coniques.  D'après  le  théorème  de  Chasles  le  second  des  caracté- 
ristiques est  donc  dix. 

Enfin  un  plan  donné  et  sa  sphère  inverse  en  Ji  déterminent  dans  l'espace 
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r>.  LIEUX  GÉOMÉTRIQUES. 

46.  Si  la  cyclide  parcourt  un  faisceau  quelconque  du  système,  on  a: 

u).  Les  cinq  quadriques  déférentes  ffi  décrivent  cinq  faisceaux 
tangentiels  2/.  ((jp;)  La  surface  développable  de  base  de  2^.(yJ  est 
l'enveloppe  des  plans  axiaux  des  cordes  de  la  courbe  de  base 
gs  du  faisceau  donné  passant  par  0^  ;  T^  est  le  tétraèdre  polaire 
commun  de  2^1  (y^j),  etc. 

Parce  que  T^  est  tétraèdre  polaire  commun  de  2^1  (çji)  et  de  (0,), 
le  faisceau  2^.(^1),  au  lieu  de  contenir  douze  surfaces  qui  touchent 
(OJ,  contient  six  quadriques  y^»^,  9>2'*,.  ..  qui  touchent  (0,)  aux 
couples  de  points  ^2  3,  /S^^^,  .  .  ;  les  quatre  quadriques  aplaties  en 
coniques  situées  dans  l^s  faces  «1  2»  ^^1,3»  ^^1  4>  ^1,5  ^^  ^i  ^i^gen- 
drent  les  cyclides  aux  couples  de  points  doubles  /Sj  j»  ^i,3>  ^1,41  S',  5. 

Les  cinq  faisceaux  2^1  {(pi)  sont  en  rapport  projectif  l'un  avec 
l'autre  à  l'aide  du  faisceau  de  cyclides  et  de  la  ponctuelle  par- 
courue par  le  centre  commun  M  des  cinq  déférentes  correspondan- 
tes ;  ils  font  partie  d  un  réseau  tangentiel  2<i  {fp)  de  quadriques  ^  ^*). 


un  nombre  deux  fois  infini  de  couples  de  points  5,  B'  dont  les  plans 
axiaux  enveloppent  un  paraboloïde  de  révolution.  On  le  démontre  en 
raisonnant  sur  la  figure  qu'on  obtient  par  la  rotation  de  la  fig.  21  autour 
de  Taxe  de  la  parabole  p.  La  surface  développable  circonscrite  à  ce  para- 
boloïde TT  et  à  une  surface  q^i  de  2^,  (q>i)  est  Tenveloppe  des  plan^axiaux 
des  cordes  BB'  qui  joignent  un  point  B  de  Tintersection  de  la  cyclide 
correspondante  avec  le  plan  donné  au  point  invers  B\  Cette  intersection 
possède  donc  un  point  double,  si  la  surface  développable  indiquée  admet 
un  plan  tangent  double,  c'est-à-dire  si  la  quadrique  cpi  et  le  paraboloïde 
de  révolution  se  touchent.  Donc  le  troisième  des  caractéristiques  équivaut 
au  nombre  des  surfaces  qpi  de  2^^((pi)  qui  touchent  le  paraboloïde.  Et  ce 
dernier  nombre  se  détermine  à  l'aide  de  l'extension  du  théorème  de 
Chasles  à  l'espace,  donnée  par  M.  H.  G.  Zeuthen  (Salmon,  „A  treaim 
on  the  anal,  geom,  of  three  dim,^*'  p.  549).  Le  paraboloïde  étant  une 
surface  d'ordre,  rang  et  classe  deux,  le  troisième  caractéristique  est  douze. 

*'*)  Parce  que  le  réseau  2^,  (qp)  possède  huit  plans  de  base,  la  courbe  de 
base  Qs  du  faisceau  4^,  (5)  doit  admettre  huit  plans  qui  sont  des  plans  axiaux 
par  rapport  à  des  cordes  qui  passent  par  un  quelconque  des  sommets  0». 

Des  lieux  et  des  enveloppes  en  rapport  avec  les  faisceaux  trouvés  et 
avec  les  réseaux  et  les  systèmes  linéaires  que  nous  rencontrerons  plus 
loin,  nous  ne  poursuivons  que  ce  que  parcourt  le  centre  commun  das 
cinq  déférentes  correspondantes. 


DANS   l'espace   à  Tl   DIMENSIONS.  279 

/?).  Les  cinq  cycliques  focales  ""cy,  parcourent  des  séries  (3,10) 
non  linéaires. 

y).  Les  cinq  cônes  rî,-,  enveloppes  des  plans  tangents  doubles, 
décrivent  des  séries  projectives  (2,3)  non  linéaires  *^^). 

47.  Si  la  cyclide  parcourt  un  réseau  quelconque  du  système, 
on  trouv^e: 

u).  Les  cinq  déférentes  (p,  décrivent  des  réseaux  tangentiels  2^i  {(fi)^ 
chacun  desquels  admet  un  tétraèdre  polaire;  le  réseau  2<i(<3p^)  a 
pour  tétraèdre  polaire  le  tétraèdre  Tj  et  pour  plans  tangents  de 
base  les  plans  axiaux  des  huit  couples  de  points  invers  B,  B'  en 
Ji  qui  forment  la  base  du  réseau  donné  de  cyclides,  etc. 

Les  cinq  réseaux  2(i  {(p)  sont  en  rapport  projectif  Tun  avec  l'autre 
à  Taide  du  réseau  de  cyclides  et  du  système  plan  parcouru  par 
le  centre  commun  M  des  cinq  déférentes  correspondantes;  ils  font 
partie  d'un  système  linéaire  tangentiel  2e»  (^^). 

/:?).  Les  cinq  cycliques  focales  "cy,  parcourent  les  réseaux  projectifs 
4/>î  rcy,)  trouvés  au  numéro  29  ^^^). 

/).  Les  cinq  cônes  8i  décrivent  des  séries  doublement  infinies 
non  linéaires. 

ô).  Le  réseau  des  cyclides  contient  un  réseau  de  faisceaux  de 
cyclides  et  de  leurs  courbes  de  base  grg,  etc.  *^^). 

48.  Si  la  cyclide  parcourt  le  système  linéaire  entier,  on  a: 

a).  Les  cinq  déférentes  (fi  décrivent  des  systèmes  linéaires  2tpi  {(pi) 
tangentiels  et  ponctuels  à  la  fois,  chacun  de  ces  systèmes  admet- 
tant un  tétraèdre  polaire  ^^®). 

Les  cinq  systèmes  2e;,>  (</>.)  sont  en  rapport  projectif  à  l'aide  du 


*'*)  Le  plan  a.  coupe  le  faisceau  2^.(<jpi)  aux  caractéristiques  (3,2,1) 
suivant  une  série  (3,  2)  de  coniques.  D'un  point  quelconque  P  ces  coni- 
ques se  projettent  suivant  une  série  (3,2)  de  cônes  parallèles  aux  cônes 
asymptotes.  Donc  les  cônes  supplémentaires  à  sommet  commun  0,  for- 
ment une  série  (2,3). 

*'•)  Les  cinq  sphères  coorthogonales  (Ot)  n'admettent  pas  d'autres  séries 
doublement  infinies  de  cycliques  confocales. 

*")  Aussi  bien  que  le  système  plan  du  centre  M  contient  un  réseau 
de  droites,  etc. 

*'•)  Un  système  linéaire  tangentiel  de  quadriques  à  un  tétraèdre  po- 
laire T  consiste  de  toutes  les  quadriques  dont  T  est  tétraèdre  polaire. 
Ce  système  linéaire  tangentiel  est  donc  en  môme  temps  un  système  li- 
néaire ponctuel. 
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système  donné  de  cyclides  et  du  système  de  l'espace  parcouru  par 
le  centre  commun  M  des  cinq  déférentes  correspondantes;  ils  font 
partie  d'un  système  linéaire  2,%  {<p)  de  rang  plus  élevé. 

/i)    Par  rapport  aux  focales  "cy,  voir  le  numéro  précédent. 

/).  Les  cinq  cônes  S;  décrivent  des  séries  triplement  infinies 
non  linéaires  ^^^). 

d).  Le  système  linéaire  des  cyclides  contient  une  infinité  qua- 
druple de  faisceaux  et  de  leurs  courbes  de  base  g^  et  une  infinité 
triple  de  réseaux  et  de  leurs  systèmes  de  seize  points  de  base, 
etc.  i*«). 

49).  Si  les  cycliques  °cy,  et  "cy'i  sur  (O^)  sont  respectivement 
l'intersection  avec  (Oj)  et  la  focale  située  sur  (0,)  d'une  même 
cyclide  du  système  linéaire,  réciproquement  ces  cycliques  sont 
respectivement  la  focale  située  sur  (O^)  et  l'intersection  avec  (0,) 
d'une  autre  cyclide  du  système  linéaire  ^*0. 

*'•)  Pour  caractériser  la  série  doublement  infinie  de  47'')  et  la  série 
triplement  infinie  de  48  )  on  a  successivement  besoin  de  trois  et  quatre 
nombres.  Dans  le  premier  cas  les  trois  nombres  indiquent  combien  de 
cônes  di  passent  par  deux  points  donnés,  touchent  une  droite  et  passent 
par  un  point  donnés,  touchent  deux  droites  données. 

'*")  Aussi  bien  que  le  système  de  l'espace  contient  une  infinité  qua- 
druple de  droites  et  une  infinité  triple  de  plans. 

A  Taide  du  théorème  connu  que  quatre  droites  quelconques  admettent 
deux  transversales  communes  on  trouve  que  le  système  linéaire  des  cy- 
clides contient  deux  faisceaux  contenant  une  surface  de  chacun  de  quatre 
faisceaux  donnés  compris  dans  le  système.  D'ailleurs  cette  propriété  con- 
vient à  tous  les  systèmes  linéaires. 

Par  rapport  aux  diff'érentes  classes  de  cyclides  nous  renvoyons  au  livre 
de  Darboux  (p.  154). 

'*0  Soit  qpj  par  rapport  à  (Oi)  la  quadrique  déférente  de  la  cyclide  dont 
°cyi  et  ""cyi'  représentent  respectivement  l'intersection  avec  (Oi)  et  la 
focale  sur  (d).  Alors  q»,  coupe  (Oi)  en  °cî/i',  tandis  que  la  surface  déve- 
loppable  circonscrite  à  qp,  et  à  (00  touche  (d)  suivant  "ci/i.  Soit  qn'  par 
rapport  à  (0,)  la  figure  polaire  réciproque  de  <n.  Alors  %  coupe  {(h)  en 
""ci/i,  tandis  que  la  surface  développable  circonscrite  à  9/  et  à  (d)  tou- 
che (Oi)  suivant  °cyi\  Donc  la  cyclide  dont  <pi'  est  la  quadrique  déférente 
par  rapport  à  (Oi),  passe  par  °cî/i',  et  °q/i  en  forme  une  des  focales. 
Reste  h  démontrer  que  cette  nouvelle  cyclide  figure  dans  le  système.  Or, 
comme  T^  est  tétraèdre  polaire  commun  de  (d)  et  (<pi),  il  est  de  même 
tétraèdre  polaire  de  q>i\  Donc  g)/  fait  partie  du  système  linéaire  2p((fi) 
et  la  nouvelle  cyclide  est  comprise  dans  le  système  donné. 
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Si  la  cyclide  parcourt  une  série  (3,  10,  12)  de  cyclides  confo- 
cales  du  système  linéaire,  rintersection  avec  une  quelconque  des 
sphères  (0<)  parcourt  un  faisceau  tangentiel  4<.  (%,)  Ces  faisceaux 
sont  en  rapport  projectif  l'un  avec  l'autre  à  l'aide  des  faisceaux 
2p.  {(pi)  de  quadriques  déférentes  *  *  2). 


VI.  Les  hypercycliqnes. 

a).  ORIGINE. 

50.  Si,  au  lieu  de  transformer  la  cyclide  cubique  ou  quartique 
à  l'aide  d'une  inversion  tridimensionale,  on  se  sert  d  une  trans- 
formation dans  l'espace  E^  à  quatre  dimensions,  déterminé  par 
l'espace  tridimensional  E^  de  la  cyclide  et  un  point  0  hors  de 
cet  espace,  en  choisissant  ce  point  0  pour  centre  d'inversion,  on 
obtient  une  surface  à  deux  dimensions  de  l'ordre  quatre  ^  *3)  située 


***)  Les  quadriques  déférentes  g)^  d'une  série  de  cyclides  confocales  for- 
ment un  faisceau  2  .  (qp.).  Donc  les  quadriques  polaires  réciproques  çi/  par 
rapport  à  (^Oi)  forment  un  faisceau  2^,((p/).  Cette  série  linéaire  aux  carac- 
téristiques (3, 2, 1)  coupe  la  sphère  (Oi)  qui  en  fait  partie,  suivant  une 
série  (2, 1)  de  cycliques,  c'est-à-dire  suivant  un  faisceau  4^,  (°cyp. 

Nous  avons  trouvé  (voir  la  note  98)  que  chaque  cyclique  sur  (OO  admet 
huit  tangentes  qui  sont  en  même  temps  des  génératrices  de  (0,).  En 
appliquant  ce  résultat  à  la  focale  commune  des  cyclides  confocales  située 
sur  (0,)  nous  trouvons  que  ces  tangentes  sont  des  tangentes  communes 
des  quadriques  g)^.;  donc  ces  droites  qui  se  correspondent  à  elles-mêmes 
dans  la  réciprocité  par  rapport  à  (00,  sont  aussi  des  tangentes  communes 
des  quadriques  qp/.  Parce  qu'elles  se  trouvent  sur  (0,),  elles  forment  les 
huit  droites  de  base  du  faisceau  4^,  {^cy^-  Ce  résultat  a  été  trouvé  par 
l'analyse  par  Darboux  („Swr  une  classe  remarquable^  etc",  p.  145). 

**')  Soit  a  un  plan  quelconque  de  l'espace  E^  déterminé  par  l'espace 
E^  de  la  cyclide  et  le  point  0.  Ce  plan  s'invertit  en  une  sphère  a  coupant 
JS*  suivant  un  cercle;  à  son  tour  ce  cercle  coupe  la  cyclide  cubique  ou 
quartique  en  quatre  points.  Donc  la  surface  qui  correspond  à  la  cyclide, 
est  coupée  par  un  plan  quelconque  en  quatre  points. 

Dans  le  cas  d'une  cyclide  quartique  la  transformation  dissout  le  cercle 
double  c^  en  E^  en  une  cyclique  située  sur  la  sphère  réduite  au  point  0 
qui  est  en  même  temps  un  cône  quadratique  à  sommet  0  et  à  direc- 
trice c„. 

Archives  v.  38 
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sur  rhypersphère  2:  dans  laquelle  se  transforme  l'espace  E^.  Cette 
surface  tordue***)  se  distingue  des  autres  surfaces  du  quatrième 
ordre  en  jE*,  en  ce  que  sa  courbe  d'intersection  avec  l'espace  in- 
fini J^  de  jE*  se  trouve  sur  la  sphère  imaginaire  ff«  commune  à 
toutes  les  hypersphères  de  £*  ;  donc  un  espace  J  quelconque  la 
coupe  suivant  une  cyclique.  Nous  désignons  cette  surface  que 
nous  nommons  une  hypercyclique,  par  le  symbole  yv. 

L'hypercyclique  yv  est  surface  de  base  d'un  faisceau  d'espaces 
courbes  '/>  du  second  ordre  **^);  elle  se  trouve  donc  sur  l'hyper- 
sphère  2:  et  sur  cinq  espaces  coniques  -T,-.  Son  intersection  avec 
J^  sur  (T^  est  la  base  du  faisceau  de  quadriques  y^  qui  forme 
l'intersection  de  J^  avec  le  faisceau  des  *,  et  donc  une  cyclique 
°cy^.  Le  tétraèdre  polaire  de  cette  cyclique  est  réel  *  *^);  les  quatre 


***)  Nous  appelons  une  surface  et  une  courbe  en  E*  „tordue",  quand 
elles  ne  se  trouvent  pas  dans  un  espace  E^. 

Dans  ce  qui  suit  nous  représentons  les  espaces  tridimensionaux  en  J5* 
par  le  symbole  //  ;  ainsi  j^  indiquera  l'espace  El^  de  E^  à  rinflni. 

***)  On  démontre  aisément  que  Thypercy clique  yv  et  un  point  quel- 
conque P  déterminent  un  espace  courbe  quadratique  «/'.  En  effet,  chaque 
espace  j  par  P  coupe  ^u  suivant  une  cyclique,  c'est-à-dire  suivant  une 
biquadratique  gauche,  et  par  cette  courbe  et  P  il  passe  une  quadrique 
déterminée  qp.  Reste  donc  à  prouver  que  toutes  ces  quadriques  <p,  en 
nombre  triplement  infini,  se  trouvent  sur  un  même  espace  courbe  qua- 
dratique <^.  En  nous  bornant  d'abord  à  un  faisceau  d'espaces  à  plan  de 
base  a  par  P,  nous  voyons  que  les  quadriques  <p  correspondantes,  en 
nombre  simplement  infini,  coupent  a  suivant  la  même  conique  c  qui  passe 
par  P  et  par  les  quatre  points  communs  à  ^yv  et  à  a.  En  passant  en- 
suite à  un  réseau  d'espaces  à  droite  de  base  l  par  P,  nous  remarquons 
que  les  coniques  c,  en  nombre  doublement  infini,  qui  correspondent  aux 
faisceaux  compris  dans  le  réseau,  coupent  l  en  deux  points  déterminés, 
un  desquels  est  P  ;  car  deux  quelconques  de  ces  coniques  se  trouvent  sur 
la  quadrique  cp  qui  correspond  à  l'espace  commun  aux  deux  faisceaux 
correspondants.  Donc,  etc. 

D'ailleurs  nous  trouverons  bientôt  (voir  le  numéro  63)  d'une  autre 
manière  les  cinq  espaces  coniques  i  i  par  ^v. 

**•)  En  dernière  analyse  la  réalité  de  ce  tétraèdre  se  démontre  par  la 
remarque  bien  simple  que  deux  couples  de  points  imaginaires  conjugués 
sur  une  droite  ne  sauraient  se  séparer  harmoniquement  les  uns  les  autres. 
En  effet,  si  les  sommets  du  tétraèdre  sont  deux  couples  de  points  ima- 
ginaires conjugués,  ce  tétraèdre  admet  deux  arêtes  réelles,  et  sur  une 
quelconque  de  ces  deux  droites  réelles  les  sommets  et  les  deux  points 
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sommets,  les  six  arêtes  et  les  quatre  faces  de  ce  tétraèdre  font 
connaître  les  directions  des  quatre  axes,  des  six  plans  et  des  quatre 
espaces  de  symétrie  d'un  quelconque  des  espaces  courbes  ^P  par  °yi;. 
Chaque  plan  tangent  d'un  des  quatre  cônes  par  ""cy^  représente  la 
direction  d'une  série  d'espaces  parallèles  qui  coupent  les  espaces 
coniques  /i  suivant  des  quadriques  de  révolution  ^*^). 


d'intersection  avec  a^  forment  deux  couples  de  points  qui  se  séparent 
harmoniquement  les  uns  les  autres  ;  donc  les  sommets,  au  lieu  d'être  ima- 
ginaires conjugués,  sont  des  points  réels  situés  en  des  directions  perpen- 
diculaires entre  elles. 

Ce  que  nous  venons  de  démontrer  prouve  en  même  temps  qu'un  espace 
courbe  du  second  ordre  à  centre  admet  quatre  axes  de  symétrie,  que  l'équa- 
tion correspondante  du  quatrième  ordre  en  S  a  toutes  ses  racines  réelles,  etc. 

**')  Un  plan  tangent  «„  d'un  des  quatre  cylindres  ou  cônes /„  par  ci/^ 
touche  cette  courbe  en  deux  points  P^,  Q„.  Donc  un  espace  quelconque 
mené  par  ce  plan  coupe  tous  les  espaces  ^i»  par  V«^  suivant  des  quadriques 
qp  qui  touchent  aux  deux  points  P^,  Q^  le  cercle  d'intersection  c^  de  a^  et  a^. 
Cela  prouve  que  les  quadriques  <p  sont  des  surfaces  de  révolution,  pour 
lesquelles  le  pôle  0^  de  P^Q^  par  rapport  à  c^  indique  la  direction 
commune  des  axes. 

En  désignant  l'enveloppe  d'un  espace  qui  passe  par  une  droite  et  touche 
une  conique  données  comme  espace  cylindro-conique  ou  espace  cylindro- 
cylindrique,  à  mesure  que  la  droite  est  une  droite  quelconque  ou  une 
droite  à  l'infini,  on  trouve  que  les  espaces  par  un  point  donné  P  qui 
coupent  le  faisceau  des  't»  suivant  un  faisceau  de  surfaces  de  révolution, 
enveloppent  quatre  espaces  cylindro-coniques  ou  cylindro-cylindriques, 
selon  que  P  est  un  point  à  distance  finie  ou  infinie.  Tous  les  espaces 
enveloppent  quatre  espaces  aplatis  de  la  seconde  classe  situés  à  l'infini. 

Dans  la  définition  des  espaces  cylindro-coniques  et  cylindro-cylindri- 
ques du  second  ordre  on  peut  remplacer  la  conique  qui  y  figure  par  une 
quadrique.  En  effet,  si  la  droite  donnée  l  coupe  l'espace  /i^  d'une  qua- 
drique  donnée  ç»  en  P,  chaque  espace  par  l  tangent  à  qp  coupe  //•  suivant 
un  plan  tangent  de  g)  passant  par  P.  Et  ces  plans  touchent  la  conique 
d'intersection  Cp  de  qp  et  du  plan  polaire  de  P  par  rapport  à  qp,  de  manière 
que  les  espaces  par  l  qui  touchent  qp,  touchent  en  même  temps  la  conique  Cp. 
Réciproquement  tous  les  espaces  par  l  qui  touchent  une  conique  quel- 
conque donnée,  touchent  en  même  temps  toutes  les  quadriques  par  cette 
conique  qui  y  touchent  un  cône  dont  un  point  quelconque  de  l  est  le 
sommet  et  cette  conique  la  base. 

Par  rapport  aux  espaces  cylindro-coniques  et  cylindro-cylindriques  d'un 
ordre  supérieur  au  second  le  remplacement  indiqué  n'est  plus  permis,  etc. 

38* 
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La  transformation  indiquée  peut  être  interprétée  comme  pro- 
jection hyperstéréographique  ou  comme  inversion 
dans  r  hyperespace.  Dans  le  premier  cas  on  se  borne  à  l'hy- 
persphère  X  en  envisageant  tout  ce  qu'elle  contient  comme  situé 
dans  un  espace  à  courbure  constante  ;  alors  chaque  inversion  J;  de 
l'espace  se  transforme  en  une  inversion  ^/^  sur  Thypersphère.  Dans 
le  dernier  cas  on  regarde  Thypersphère  2  comme  faisant  partie 
de  l'espace  jE*  qui  la  contient.  Toutefois  elle  fait  correspondre 
aux  cinq  sphères  coorthogonales  (0.)  de  la  cyclide  avec  leurs  dix 
cercles  d  intersection  deux  à  deux  c,:,a.  et  leurs  dix  couples  de 
points  d'intersection  trois  à  trois  S^^^  un  système  de  cinq  petites 
sphères  coorthogonales  °(0,)  sur  2  avec  leurs  dix  cercles  d'inter- 
section deux  à  deux  Cj^a-  et  leurs  dix  couples  de  points  d'inter- 
section trois  à  trois  ^St^^.  Nous  représentons  par  ^"(5)  le  quintangle 
hypersphérique  dont  les  couples  de  centres  hypersphériques  des 
cinq  sphères  °(0,),  les  dix  grands  cercles  passant  par  deux  de  ces 
cinq  couples  et  les  dix  grandes  sphères  passant  par  trois  de  ces 
cinq  couples  forment  successivement  les  sommets,  les  arêtes  et  les 
faces;  ce  quintangle  qui  est  aussi  un  quintangle  hypersphérique, 
forme  notre  point  de  départ  pour  Fétude  des  hypercycliques. 

6).    INVERSIONS. 

51.  „Les  hypercycliques  qui  sont  anallagmatiques 
„par  rapport  aux  cinq  inversions  °/<  dont  les  cinq 
^sphères  coorthogonales  ^(0,)  de  *^(5)  sont  les  lieux  des 
„points  doubles,  forment  un  système  linéaire.  Nous 
„le  représentons  par  °4p.(5)." 

La  surface  de  Jacobi  de  ce  système  se  compose  des  cinq  sphères 
coorthogonales  °(0,). 

Quant  à  la  réalité  du  quintangle  "^(5)  il  y  a  deux  espèces  de 
systèmes  °4p.  (5).  Le  système  °4p.  (5),  de  première  espèce  possède  un 
quintangle  *'(5)  entièrement  réel,  le  système  *'4p.  (5)^  de  seconde 
espèce  n'admet  qu'un  quintangle  °(5)  partiellement  réel,  etc. 

Le  système  °4p3(5)  contient  dix  faisceaux  d'hypercycliques  dégé- 
nérées en  deux  sphères,  les  dix  faisceaux  aux  courbes  doubles  de 
base  ""Ci^],^  etc.;  ainsi  chacune  des  sphères  (0,)  comptée  deux  fois 
représente  une  hypercyclique  du  système. 

Il  y  a  trois  espèces  de  hypercycliques  que  nous  représentons 
par  les  symboles  '/'^i>  V'^'n°y'^2-  Le  système  °4^«(3),  contient  à  la 
fois  des  hypercycliques  ""yv^  à  une  nappe  paire  fermée  unique  et 
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des  hypercycliques  ^yv\  à  deux  nappes  paires  fermées  Le  système 
""ép.  (5)j  ne  contient  que  des  hypercycliques  "yVj  ^  ^^®  nappe  paire 
fermée  unique. 

Une  hypercyclique  quelconque  du  système  est  coupée  orthogo- 
nalement  suivant  une  cyclique  de  courbure  par  chacune  des 
sphères  "'{0).  Il  n'y  a  d'exception  que  pour  les  hypercycliques 
dégénérées  en  deux  sphères,  le  long  de  la  circonférence  °c,,fc  d'in- 
tersection, etc. 

Il  y  a  dix  grandes  sphères  qui  touchent  une  hypercyclique 
quelconque  du  système  en  deux  points;  ces  grandes  sphères  pas- 
sent deux  à  deux  par  les  centres  hypersphériques  des  sphères 
coorthogonales  de  °(5). 

52.  Projection  hyperstéréographiqtie  Un  faisceau  quelconque  ^4pi  (B) 
du  système  a  pour  base  une  courbe  tordue  7/ s  ^^  huitième  ordre, 
rencontrant  J^  en  huit  points  sur  a^,  déterminée  par  deux  quel- 
conques de  ses  points.  Elle  se  décompose  1°,  si  ces  deux  points 
se  trouvent  sur  une  hypercyclique  dégénérée  en  deux  sphères,  en 
deux  cycliques  se  coupant  en  quatre  points  sur  le  cercle  \k  com- 
mun à  ces  sphères,  2°,  si  ces  deux  points  se  trouvent  sur  un  même 
cercle  avec  un  couple  de  points  ""Si^k}  en  ce  cercle  et  trois  autres 
cercles  passant  par  les  points  °5i,fr. 

Un  faisceau  quelconque  °4p.  (5)  contient  dix  hypercycliques  à 
deux  points  doubles  ""Si^k-  Dans  le  cas  d  un  faisceau  %t(5)i  quatre 
de  ces  hypercycliques  forment  la  transition  entre  les  deux  groupes 
de  surfaces  °yvi  et  les  deux  groupes  de  surfaces  ^yv\,  etc. 

Un  réseau  quelconque  °4pi(5)  du  système  a  pour  base  seize 
points  °P«.  Ces  seize  points  se  trouvent  cinq  fois  deux  à  deux  sur 
huit  grands  cercles  %  qui  concourent  aux  couples  de  centres  hy- 
persphériques des  sphères  °(0/),  dix  fois  quatre  à  quatre  sur  quatre 
grandes  sphères  \  et  dix  fois  huit  à  huit  sur  deux  petites  sphè- 
res °(Tp  formant  ensemble  une  hypercyclique  dégénérée  du  système. 

Pour  un  réseau  °4pi  (5)i  les  seize  points  °Pi  sont  réels,  de  même 
que  les  cinq  systèmes  des  huit  cercles  %,  les  dix  systèmes  des 
quatre  sphères  \  et  les  dix  systèmes  des  deux  sphères  °<Tp  Ils 
donnent  lieu  à  plusieurs  configurations.  La  première  consiste  des 
seize  points  P,  et  des  seize  points  diamétralement  opposés  °P/  de  2, 
des  quarante  cercles  °Cg  et  des  quarante  sphères  \;  elle  est  carac- 
térisée par  le  symbole  °(%(32,  5  10  j  4  40,4:8,4  40).  La  seconde  se 
compose  des  vingt  couples  de  centres  hypersphériques  des  sphè- 
res  \,    des   dix   quadruples   de   côtés  des  quadrilatères  complets 
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sphériques  dans  les  faces  sphériques  de  °(5)  dont  les  sextuples  de 
couples  (°P,,  °P/)  dans  ces  faces  sont  les  sommets,  et  des  dix  faces 
sphériques  de  '(5)  elles-mêmes;  elle  correspond  au  symbole 
°(%  (40,  6,8;  6  40, 1;  12  4, 10).  La  troisième  a  pour  éléments  les  seize 
points  ""Pi  et  les  vingt  sphères  \;  nous  la  représentons  par 
°(7/SCI6io,20,),  etc. 

Des  seize  points  de  base  d'une  °4pi(5)i  seulement  huit  points 
consphériques  sont  réels;  quoique  huit  des  vingt  sphères  \  ont 
un  centre  réel,  seulement  sept  sont  réelles,  etc. 

Si  un  des  seize  points  de  base  °Pf  se  trouve  sur  ""{0^)^  ces  points 
coïncident  deux  à  deux  en  huit  points  sur  °{0^),  de  manière  que 
les  hypercycliques  du  réseau  touchent  en  ces  points  les  grands 
cercles  qui  passent  par  les  centres  hypersphériques  de  °(0i);  alors 
ces  huit  points  forment  les  sommets  d'un  hexaèdre  hypersphérique 
irrégulier  dont  les  trois  quadruples  d'arêtes  et  les  quatre  diagonales 
sont  des  grands  cercles  concourant  aux  couples  de  centres  hyper- 
sphériques des  sphères  ''{0.^),''(0)^,''{0)^/{0)^.  Si  un  des  seize 
points  se  trouve  sur  l'intersection  °c^2  ^^^  sphères  ''(^^/(OJ, 
ces  points  coïncident  quatre  à  quatre  en  quatre  points  sur 
*'Cj  2  ^t  l^s  hypercycliques  du  réseau  touchent  en  ces  points 
les  grandes  sphères  par  les  centres  hypersphériques  de  "(Oj), 
^{O^)  qui  y  passent;  alors  les  couples  de  centres  hypersphéri- 
ques de  °(<^3),  °(0  J,  "(Og)  sont  les  couples  de  points  diago- 
naux du  quadrangle  sphérique  complet  des  quatre  points  P.  et 
des  six  grands  cercles  qui  les  joignent  deux  à  deux.  Et  si  un  des 
points  Pi  se  trouve  en  un  des  points  ""S^  5  communs  aux  sphères 
°(^i\  °(^2)/(^3)>  ^®s  points  Pi  coïncident  huit  à  huit  en  ces  deux 
points  °S^  5  et  toutes  les  hypercycliques  du  réseau  ont  ces  points 
pour  points  doubles. 

53.  Inversion  dans  rhyperespace.  „Les  seize  points  de  base 
„°Pi  d'un  réseau  °4pi(5)  du  système  se  trouvent  cinq  fois 
„deux  à  deux  sur  huit  droites  concourantes  et  donc 
„dix  fois  quatre  à  quatre  en  quatre  plans  et  dix  fois 
„huit  à  huit  en  deux  espaces.  ^*^)  Les  cinq  points  C,  où 


**•)  Retournons  au  roseau  de  cyclides  avec  ses  seize  pointa  de  base  Pi 
et  supposons,  en  attendant  que  nous  indiquons  dans  la  note  suivante  une 
notation  plus  rationnelle  des  seize  points  P,-,  que  ce  sont  les  droites 
P1P16,  PaPi5,  P3P14,  etc.  (extension  de  la  notation  de  la  note  27)  qui 
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^concourent  les  systèmes  de  huit  droites,  sont  pour 
„chacune  des  hypercycliques  du  réseau  les  sommets  de 
„cinq  espaces  coniques  du  second  ordre  Fi  qui  la  con- 
„tiennent;  ces  espaces  coniques  admettent  les  mêmes 
„séries  d'espaces  parallèles  qui  les  coupent  suivant 
„des  quadriques  de  révolution.  Et  l'on  voit  tout  de 
„suite  que  les  arêtes  et  les  faces  du  pentaèdroide  dont 
„les  cinq  points  d  sont  les  sommets,  portent  respecti- 
„vement  les  dix  quadruples  de  plans  et  les  dix  cou- 
„ples  d'espaces  parles  seize  points  °P*." 

„Les  seize  points  '"P,  forment  la  base  d'un  système 
„linéaire  d'espaces  du  second  ordre  2ps(  P*)  embrassant 
„2:  et  les  cinq  espaces  coniques  Pi;  il  possède  un  pentaè- 
„droïde  polaire,  le  pentaèdroide  //  aux  sommets  C/,  et 
„donc  une  courbe  de  Hermite  décomposée  en  dix  droi- 
„tes,  les  arêtes  de  n." 

„La  courbe  de  base  °gs  d'un  faisceau  °4pi  (ô)  du  système 
„est  située  sur  cinq  surfaces  coniques  X,- du  quatrième 
„ordre  aux  sommets  C,-,  aucune  desquelles  ne  se  trouve 
„dans  un  espace  tridimensional.  La  surface  conique 
„tordue  X^  au  sommet  C^  est  commune  aux  espaces  co- 
„niques  Pj  du  second  ordre  à  sommet  commun  Cj  qui 
^passent  par  les  hypercycliques  du  faisceau,  etc." 

„Le  système  linéaire  %3(5)  est  anallagmatique  par 
^rapport  aux  inversions  J»  dans  l'hyperespace  qui 
^transforment  £  en  elle-niême  et  dont  d  sont  les  cen- 
„tres.  Ces  inversions  /,•  dans  l'hyperespace  renfer- 
„ment  les  cinq  inversions  hypersphériques  ""J,  trou- 
„vées  plus  haut.  Par  rapport  à  i:  les  sommets  Ci  de 
„//  sont  les  pôles  des  espaces  opposés  de  n  contenant 


passent  par  (h.  Alors  les  cercles  OPiPie,  OP2P16,  OP^Pu^  etc.,  où  0  repré- 
sente le  centre  d'inversion  hors  de  Tespace  des  cyclldes,  se  coupent  en 
un  second  point  0/  sur  Od,  parce  que  (Pi, Pie),  (P2,Pi6),  (Ps^Pu),  etc. 
sont  des  couples  de  points  in  vers  en  Ji.  Donc  les  droites  correspondantes 
°Pi°Pi6,  °P2°PiB,  °P8^Pi4,  etc.  dans  Tin  version  au  centre  0  concourent  au 
point  Cl  qui  correspond  à  d',  etc. 

Les  dix  couples  d'espaces  par  les  seize  points  ^P,-  contiennent  les  dix 
couples  de  petites  sphères  "^Op  trouvées  plus  haut. 


288  QUELQUES   FIGURES   k  U  -h  2  INVBBSI0I9S 

„les  sphères  coorthogonales  de  ^(5)  Ces  sphères  qui 
^forment  donc  les  intersections  de  £  avec  les  espaces 
„de  /7,  se  trouvent  en  même  temps  sur  les  hypersphè- 
„res  2i  aux  centres  C/,  orthogonales  à  2:,  qui  représen- 
„tent  dans  /»  les  lieux  des  points  doubles" 

„Parce  que  //  est  pentaèdroide  polaire  de  2r,  ses  cinq 
„hauteurs  concourent  au  centre  de  2:.  Donc  les  cinq 
^centres  d'inversion  Q  et  le  centre  de  -T  forment  de 
„sîx  manières  différentes  les  sommets  et  Torthocentre 
„d'un  pentaèdroide  à  hauteurs  concourantes  (sex- 
„tangle  orthocentrique  >*^)." 

„Le  système  linéaire  ^àpAô)  est  l'intersection  de  2  et 
„du  système  linéaire  ponctuel  et  tangentiel  à  la  fois 
„des   espaces   du   second  ordre   dont  n  est  un  pentaè- 


**•)  Les  hypersphères  2:^  sont  orthogonales  à  £  d'après  leurs  définitions. 
Et  deux  hypersphères  2*^  sont  orthogonales  l'une  à  l'autre,  parce  que  leurs 
sphères  d'intersection  %i  avec  2\  orthogonale  à  toutes  les  deux,  se  cou- 
pent sous  un  angle  droit. 

Le  sextangle  orthocentrique  aux  sommets  C  et  C»  sera  le  point  de  départ 
pour  l'étude  des  hypercyclides  (espaces  courbes  du  troisième  ordre  passant 
une  fois  par  a^  et  espaces  courbes  du  quatrième  ordre  passant  deux  fois 
par  <j^);  là  nous  remplaçons  G  et  C»  par  les  six  points  Oi. 

La  notation  des  huit  points  Pi  (fig.  5  et  fig.  6)  et  celle  des  seize  pomts 
Pi  (fig.  22)  n'est  pas  transparente.  Nous  demandons  maintenant  quelle 
est  la  notation  la  plus  simple  qui  met  en  évidence  la  position  remar- 
quable de  ces  points.  En  indiquant  en  général  par  Oi  les  points  de  con- 
currence, il  nous  semble  qu'on  peut  l'énoncer  de  la  manière  suivante. 
Désignons  par  P  tout  court  un  quelconque  des  huit  ou  des  seize  points 
choisi  au  hasard  et  attribuons  au  second  de  ces  points  sur  POi  le  sym- 
bole Pi,  au  second  de  ces  points  sur  PtO&  le  symbole  Pt,&  (=  P^,»), 
etc.  Alors  on  n'a  besoin  que  de  couples  d'indices  au  plus.  Ainsi 
dans  le  cas  de  huit  points  on  trouve  P,  les  quatre  points  P»  et  les  trois 
points  Pi,j  =  P8,4,  Pi,8  =  P«,4,  Pi,4  =  Pm,  tandis  que  dans  le  cas  des  seize 
points  on  a  P,  les  cinq  points  Pi  et  les  dix  points  Pi^k-  Nous  appliquons 
cette  notation  aux  cas  que  les  huit  points  °P  représentent  les  sommets  d'un 
hexaèdre  (fig.  24)  et  que  les  seize  points  °P  représentent  les  sommets  d'un 
octaèdroïde  (fig.  25),  et  renvoyons  par  rapport  à  ce  dernier  à  un  mémoire 
antérieur  „Regelmâssige  Schnitte  und  Projectionen  des  Achtzelles  und 
des  Sechszehnzelles"  {Verhandelingen  der  Kon.  Akad.  van  Wetensch., 
Amsterdam,  t.  2,  No.  2,  1894). 
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„droïde  polaire  commun;  nous  représentons  ce  sy- 
„stème  par  2^ty^{n)  i^oy» 

Dans  le  cas  d'un  réseau  %i  (5)i  les  seize  points  °P,,  les  cinq 
systèmes  de  huit  droites  par  deux  de  ces  points,  les  dix  systèmes 
de  quatre  plans  par  quatre  de  ces  points  et  les  dix  couples 
d'espaces  par  huit  de  ces  points  forment  une  configuration 
C/(16,  5,10,10;2,40,4,6;4,4,40,3;8  12,6,20)  >5i).  Dans  le  cas  d'un 
réseau  %i(5)i  des  seize  points  °Pi  huit  points  d'un  même  espace 
sont  réels,  etc. 

Si  un  des  seize  points  ^Pi  se  trouve  sur  °(0i),  ces  points  coïn- 
cident deux  à  deux  en  huit  points  sur  °(0,),  de  manière  que  tou- 
tes les  hypercycliques  du  réseau  touchent  en  ces  points  les  droites 
qui  joignent  ces  points  à  Cj.  Si  un  des  points  °P,  est  situé  sur 
°Ci,2,  ces  points  coïncident  quatre  à  quatre  en  quatre  points  sur 
''Ci,2  et  toutes  les  hypercycliques  du  réseau  touchent  en  ces  points 
les  plans  qui  passent  par  C^Cj,  etc. 

54.  On  obtient  un  système  linéaire  à  trois  espaces  de  symétrie, 
si  trois  des  sphères  °(0t)  sont  de  grandes  sphères,  ce  qui  est  pos- 
sible pour  des  systèmes  des  deux  espèces.  Et  l'on  obtient  un  sy- 
stème linéaire  de  première  espèce  à  quatre  espaces  de  symétrie,  si 
les  quatre  sphères  °(0,)  réelles  sont  de  grandes  sphères.  Alors  les 
espaces  du  pentaèdroïde  n  sont  les  quatre  espaces  de  symétrie  et 
l'espace  d  ^^  l'infini,  et  toutes  les  hypercycliques  du  système  sont 
des  quadriques  hypersphériques  ^^^). 

c.)    GÉNÉRATIONS. 

65.  Projection  hyperstéréographique.  „Une  hypercyclique  au 
„quintangle    orthocentrique  ''(5)   est   de  cinq  manières 


'*•)  Nous  venons  d'indiquer  la  forme  la  plus  simple  dans  laquelle  le 
système  linéaire  °4pi(6)  peut  se  présenter;  la  figure  essentielle  s'est  réduite 
à  une  hypersphère  £  et  un  de  ses  pentaèdroïdes  polaires  n. 

**")  La  seconde  des  configurations  du  numéro  20  n'admet  pas  d'exten- 
sion à  l'hyperespace. 

***)  Dans  le  dernier  cas  la  position  des  seize  points  de  base  d'un  réseau 
quelconque  du  système  ressemble  à  celle  indiquée  plus  haut  (flg.  25),  ces 
points  représentant  les  sommets  d'un  octaèdrolde  à  arêtes  inégales. 

Une  hypercyclique  est  une  quadrigue  hypersphérique,  aussitôt  que  le 
centre  de  l'hypersphère  qui  la  porte,  est  le  sommet  d'un  des  cinq  espaces 
coniques  qui  la  contiennent. 

Archives  v.  39 
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„différentes  Tenveloppe  des  sphères  (épisphères)  ortho- 
„gonales  à  une  sphère  fixe  (sphère  directrice)  etayant 
„leurs  couples  de  centres  hypersphériques  sur  une 
„quadrique  hypersphérique  (quadrique  déférente).  Les 
„cînq  sphères  directrices  sont  les  sphères  coorthogo- 
„nales  de  ''(5) et  lesquadriques  hypersphériques  V«  sont 
„confocales.  De  la  sphère  \0^)  et  de  sa  quadrique  dé- 
„féTente  Vi  le  tétraèdre  hypersphérique  XO^O^O^O^) 
„est  le  tétraèdre  polaire  commun,  etc." 

Une  hypercyclique  au  quintangle  orthocentrique  '^(5)  est  de  cinq 
manières  différentes  le  lieu  des  couples  de  points  limites  d'une 
infinité  double  de  faisceaux  hypersphériques  de  sphères,  chacun 
desquels  est  déterminé  par  une  des  sphères  directrices  et  une 
grande  sphère  quelconque  tangente  à  la  quadrique  déférente  cor- 
respondante. 

La  génération  par  sphère  directrice  °(0,)  et  quadrique  déférente 
V»  devient  illusoire,  quand  °(0,)  est  une  grande  sphère,  etc. 

56.  Inversion  dans  Vhyperespace.  „Les  espaces  tangents  6>^.de 
„respace  conique  Fi  à  sommet  C,  passant  par  une  hyper- 
„cyclique  ""/v  du  système  linéaire,  coupent  £  suivant 
„une  série  doublement  infinie  de  sphères  bitangentes 
„à  yv]  les  droites  qui  joignent  les  deux  points  de  con- 
„tact  d'une  sphère  quelconque  d'une  série  déterminée, 
„passent  donc  par  un  même  point    Q.'* 

„Le  lieu  des  pôles  des  épisphères  fournies  par  les 
«espaces  tangents  f-j.  de  JT,  par  rapport  à  2'  (et  de  ces 
«espaces  tangents  o^  eux-mêmes)  est  une  quadrique 
„<;p'i  située  dans  Tespace  Ji  opposé  à  Ci  du  pentaèdroïde 
„//;  dans  cet  espace  la  quadrique  <ip',  est  la  figure  po- 
„laire  réciproque  de  Tintersection  (fi  avec  -T,-  par  rap- 
„port  à  ^(O.V^^)" 


*")  Ce  résultat  mène  à  une  démonstration  géométrique  très  simple  de 
la  partie  principale  du  théorème  43. 

Considérons  la  figure  contenant  1^  Tintersection  °yv  de  Thypersphère 
2:  à  centre  C  et  de  Tespace  conique  /',  à  sommet  Ci,  2°  l'espace  polaire 
//j  de  Cj  par  rapport  à  2"  (espace  d^e  //  opposé  à  Ci)  coupant -i'  suivant 
la  sphère  °(0i),  3^  la  quadrique  d'intersection  q>i'  de  l'espace  j^  et  de 
l'espace   conique   /i'   à   centre    C  supplémentaire   de   /  j,   et  4°  la  série 
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doublement  infinie  (2")  d'hypersphères  orthogonales  à  °(0i)  ayant  leurs 
centres  sur  qpi'  et  coupant  donc  £  suivant  une  série  d'épisphères.  In- 
vertissons cette  figure  par  rapport  à  un  point  quelconque  0  de  £^  non 
situé  sur  ^yu,  comme  centre.  Alors  Thypersphère  -S",  la  sphère  °(0i)  et 
yu  se  transforment  successivement  en  l'espace  j  de  la  nouvelle  figure, 
une  sphère  (Oi)  et  une  cyclide  quartique  4(/).  Et  la  série  d'hypersphères 
{£)  se  transforme  en  une  autre  série  d'hypersphères  {2:')^  coupant  j  sui- 
vant une  série  de  sphères  {a).  Ces  sphères  (a')  sont  bitangentes  à  4 (/), 
parce  que  les  hypersphères  (2")  sont  bitangentes  à  ^v;  de  plus  leurs  cen- 
tres se  trouvent  sur  la  quadrique  qpi"  qui  est  la  projection  centrale  de 
(Pi'  sur  j  par  rapport  au  centre  0.  En  effet,  les  centres  des  hypersphères 
(2')  se  trouvent  en  ^,  parce  que  ces  hypersphères  sont  orthogonales  à 
z/,  et  les  centres  de  deux  hypersphères  correspondantes  des  séries  (2)  et 
(2')  sont  en  ligne  droite  avec  0,  etc. 

Les  quadriques  hypersphériques  trouvées  plus  haut  sont  les  intersections 
de  2  et  des  cinq  espaces  coniques  /*»'. 

'  *  *)  Nous  allons  démontrer  que  les  cinq  espaces  coniques  /  »'  (i  =  1 , 2, 3, 4, 5) 
au  sommet  commun  C  ont  pour  lieu  commun  des  foyers  ordinaires  quatre 
cônes  quadratiques  déterminés  /k  (A  =  1,  2, 3, 4)  situés  dans  quatre  espaces 
par  C  formant  un  système  d'espaces  coordonnés  qui  est  pour  chacun  de 
ces  cônes  un  système  d'espaces  de  symétrie.  Pour  entrer  plus  facilement 
en  matière  nous  reculons  d'abord  à  l'espace  ordinaire. 

39* 
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L'hypercyclique  yv  est  de  cinq  manières  diflRSrentes  le  lieu  des 
couples  de  points  limites  d'une  infinité  triple  de  faisceaux  d'hyper- 
sphères,  chacun  desquels  est  déterminé  par  une  des  hypersphères  2\  et 


Considérons  deux  cônes  quadratiques  supplémentaires  y»,//  à  sommets 
Q,  C.  Ces  cônes  coupent  «^  (flg.  26)  suivant  deux  coniques  c,  c  polaires 
réciproques  Tune  de  l'autre  par  rapport  à  c^.  A  deux  points  P,,<?,, 
communs  k  c  et  c^^  correspondent  donc  les  deux  tangentes  communes 
^•-P'oa  =Pa.^  Qoo  Q'oo  =?•  do  C  ot  C. .  Si  0.,  F,  P,  Q  représentent  suc- 
cessivement  le  point  commun  de  ces  tangentes,  un  point  quelconque  de 
C^O.i  i®  point  commun  de  F  P^  et  CP'^^  et  le  point  commun  de  PQ* 
®t  CQ'^,  on  trouve  que  les  plans  Cp^  et  Cg^,  c'est-à-dire  les  plans  iso- 
tropes par  CO^^  touchent  /.  suivant  CPF^  et  CQ  Q'^,  et  le  cône  à  som- 
met jF  et  à  directrice  c^  qui  est  en  même  temps  la  sphère  à  centre  F  et 
à  rayon  zéro,  suivant  P  F  P^  et  QF  Q^.  Donc  cette  cône-sphère  P  touche 
y\  aux  deux  points  P,  Q,  ce  qui  prouve  que  F  est  un  foyer  de  /.. 

Chaque  droite  C  0^  par  C  qui  est  l'intersection  de  deux  plans  tangents 
isotropes  de  /.',  s'appelle  un  „axe  focal"  de  //.  Donc  le  lieu  des  foyers 
F  de  rî  s©  compose  des  trois  couples  d'axes  focaux  dont  les  points  0^  à 
l'infini  sont  les  couples  de  sommets  opposés  du  quadrilatère  formé  par 
les  quatre  tangentes  communes  de  c  et  c^.  Ces  couples  d'axes  focaux 
sont  perpendiculaires  aux  couples  de  faisceaux  de  plans  parallèles  qui 
coupent  y.  suivant  des  cercles  (comparer  la  note  68)  ;  ils  se  trouvent  dans 
les  trois  plans  de  symétrie  de  //. 

Occupons  nous  ensuite  du  cas  de  deux  espaces  coniques  quadratiques 
supplémentaires  dans  un  espace  quadridimensional.  Ces  espaces  coniques 
i .  et  ^^  aux  sommets  C.  et  G  coupent  j^  (flg.  27)  suivant  deux  qua- 
drîques  qp,  qp',  polaires  réciproques  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  cr^.  A  un 
point  quelconque  P^  de  la  courbe  cy^  commune  à  qp  et  a^  correspond 
donc  le  plan  tangent  ^^  de  a^  en  P^  qui  touche  qp'  ailleurs  et  qui  est 
donc  plan  tangent  de  la  surface  développable  sd^  circonscrite  à  qp'  etu,. 
Soit  Tj^  le  sommet  d'un  des  quatre  cônes  /k  par  cy^,  et  le  plan  polaire  t^  de 
ce  point  par  rapport  à  a^  le  plan  de  la  quadrique  aplatie  correspondante 
inscrite  en  sd^.  Représentons  successivement  par  /,  p,  g,  ç,  «  ,  a  une 
arête  quelconque  P«Ç«  de  ce  cône  /^',  les  tangentes  hcy^  en  P^  et  C 
le  plan  tangent  pq  de  y^^'  le  long  de  l  et  les  plans  tangents  de  (p  en  P, 
et  Q^.  Alors  les  figures  polaires  réciproques  par  rapport  à  a^  sont  une 
tangente  quelconque  /'  de  la  conique  c^  en  t^  qui  représente  une  quadrique 
aplatie,  les  ^normales"  p  et  q  en  P^  et  Q^  sur  p  et  q  dans  les  plans 
Qp  ®*  Qqi  '®  point  d'intersection  R  de  p  et  q  où  V  touche  son  enveloppe 
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un  espace  tangent  quelconque  S  i  de  l'espace  conique  déférent  Pi. 
La  génération  par  hypersphêre  directrice  2t  et  espace  conique 
déférent  /\  devient  illusoire,  quand  2\  est  un  espace  J^  etc. 

d.)  FOYERS. 

57.  Projection  hyperstéréograpMque.  Le  lieu  des  foyers  ordinaires 
d  une  hypercyclique  ""yv  se  compose  de  cinq  cycliques  formant  les 
courbes  d'intersection  des  sphères  directrices  **(0,)  avec  les  quadri- 
ques  hypersphériques  déférentes  correspondantes  V*-  Le  lieu  des 
foyers  singuliers  d'une  hypercyclique  ""yv  se  compose  de  quatre 
coniques  sphériques,  intersections  de  i:  avec  les  quatre  cônes  focaux 
communs  des  espaces  coniques  F'ù 

58  Inversion  dans  rhyperespace.  „Le  lieu  des  foyers  ordi- 
„naires  d'une  hypercyclique  yv  dans  l'hyperespace 
„se  compose  de  cinq  hypercycliques  yv,,  intersections 
„des  hypersphères  directrices  2\  et  de  leurs  espaces 
„coniques  déférents  correspondants  7'V  Le  lieu  des 
«foyers  singuliers  de  yv  dans   l'hyperespace  consiste 


c^,  et  les  points  de  contact  A^  et  A^  de  <p'  avec  q^  et  ç^.  Parce  que  a^ 
et  a^  passent  par  p  et  g,  A^  et  A^  se  trouvent  sur  p'  et  q.  Cela  posé, 
nous  remarquons  d'abord  que  les  plans  g^  et  ç^,  c'est-à-dire  les  plans  iso- 
tropes par  l\  touchent  9',  ce  qui  démontre  en  même  temps  que  les  espaces 
isotropes  par  le  plan  C  V  touchent  /  .'.  Donc  nous  disons  que  les  ^plans 
focaux"  de  r/  enveloppent  quatre  cônes  quadratiques /jt  à  sommet  commun 
C  dont  les  quatre  coniques  c^.  représentent  les  directrices.  Et  ensuite  nous 
prouvons  qu'un  point  quelconque  F  d'un  quelconque  de  ces  cônes  est 
foyer  de  i\.  En  effet,  si  F  est  un  point  quelconque  de  CE  (flg.  27),  les 
espaces  C  q^  et  Cq^  touchent  l'hypersphère  à  centre  -F  et  à  rayon  zéro  qui 
est  en  même  temps  l'espace  conique  à  sommet  F  et  à  directrice  cj«,, 
suivant  les  arêtes  FF^  et  i^Ç^,  et  //  suivant  les  arêtes  C  A^  et  OA^^ 
Donc  cette  hypersphêre  touche  /  /  aux  points  d'intersection  P  et  Ç  des 
couples  de  droites  (PP.,  CA^  et  (PC.,  GA^  situés  dans  les  plans 
Cp  et  Cq\  etc. 

Parce  que  les  points  T^  sont  les  sommets  d'un  tétraèdre  polaire  de  a^ , 
les  quatre  droites  CT^  forment  un  système  d'axes  coordonnés  rectangu- 
laires, etc. 

(îomme  les  cinq  espaces  coniques  i\  coupent  <y.  suivant  la  même  cy- 
clique cj/.,  les  cinq  espaces  coniques  r/  à  sommet  commun  (7  admettent 
les  mômes  cônes  focaux  /u  et  sont  donc  confocaux. 
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des  quatre  cônes  focaux  communs  des  espaces  coni- 
ques F'i  1S5)". 


***)  Occupons  nous  d'abord  des  foyers  ordinaires.  D'après  la  génération 
de  °Yv  par  épihypersphères  chaque  point  d'intersection  d'une  hypersphère 
directrice  £.  avec  son  espace  conique  déférent  r  /  est  une  épihypersphère 
à  rayon  zéro,  donc  une  hypersphère  bitangente  à  rayon  zéro,  donc  un 
foyer  ordinaire  de  ""yv.  Donc  le  lieu  des  foyers  ordinaires  de  ^yv  en  E^  se 
compose  des  cinq  hypercycliques  ^«^^.  =  (2"^,  i!).  Et  en  se  limitant  à  2^  on 
trouve  les  cinq  cycliques  °cy.  =  (2",  2^, //)=  (°(0^),  ^'yj.  Chaque  point 
d'une  de  ces  courbes  ^cy^  est  une  épisphère  à  rayon  zéro  située  dans  l'es- 
pace tangent  de  2  en  ce  point,  etc. 

En  suivant  l'ordre  d'idées  indiqué  à  la  note  65  on  trouve  qu'en  E^  le 
lieu  des  foyers  ordinaires  d'une  surface  est  en  même  temps  le  lieu  des 
surfaces  de  points  doubles  de  l'espace  courbe  circonscrit  à  cette  surface 
et  à  <T^.  Cet  espace  courbe  est  en  même  temps  le  lieu  de  la  droite  qui 
joint  les  points  de  contact  des  deux  surfaces  avec  un  espace  tangent  com- 
mun. En  effet,  considérons  l'espace  courbe  circonscrit  à  deux  surfaces 
quelconques  %p  et  v*'  en  -B*.  Soit  ©«  un  espace  tangent  commun,  touchant 
1^  en  ^  et  %p'  en  A\  Alors  les  plans  tangents  a  et  a  en  ^  et  ^'  à  V'  et 
V»'  se  trouvent  en  0a  et  la  droite  A  A'  qui  représente  l'intersection  de 
0a  avec  les  positions  adjacentes  de  l'espace  tangent  commun,  fait  partie 
de  l'enveloppe  et  en  forme  donc  une  génératrice.  Revenons  maintenant 
au  cas  spécial  des  surfaces  V*'  et  <t^  et  représentons  par  AA'  et  Blf 
deux  génératrices  de  l'espace  courbe  circonscrit  qui  se  coupent  en  un  point 
double  F  de  cet  espace,  par  0a  et  06  les  espaces  tangents  communs  en 
^,  ^'  et  en  J5,  B\  par  «,  ^  et  «',  ^'  les  plans  tangents  en  A^  B  et  A\  B 
à  ""yv  et  cj^.  Alors  on  voit  que  l'espace  conique  à  sommet  J?"  et  à  direc 
trice  (î^  est  touché  le  long  des  arêtes  F  A  A'  et  F  B  B'  par  les  espaces 
Fa  =  Fa=ea  et  F^  =  F ^'  =  eb^  ce  qui  démontre  que  l'hypersphère  à 
centre  i^  et  à  rayon  zéro  touche  ^yu  en  A  et  S,  etc. 

L'espace  courbe  circonscrit  à  °yu  et  «r^  est  du  vingt-quatrième  ordre; 
il  passe  deux  fois  par  chacune  des  six  hypercycliques  °yv  et  yv.  et 
douze  fois  par  «r^.  D'abord  les  cinq  hypercycliques  ^u^  en  sont  des  courbes 
doubles  d'après  leur  définition.  Ensuite  le  plan  tangent  a  à  ^v  au  point 
A  coupe  l'espace  j^  de  cj^  suivant  une  droite  Z^,  et  par  cette  droite  il 
passe  un  couple  de  plans  tangents  de  cj^;  donc  A  se  trouve  sur  deux 
génératrices,  les  droites  ^  ^'  et  -4  A"  qui  vont  aux  points  de  contact 
A'  et  A'^  de  ces  deux  plans,  et  V^  est  courbe  double  de  l'espace  courbe 
circonscrit.  Enfin  on  démontre  que  le  degré  de  multiplicité  de  a^  sur  cet 
espace  est  le  double  du  nombre  des  normales  d'une  quadrique  qui  pas- 
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„La  relation  entre  les  six  hypercycliques  yv  et  yvi  est  récipro- 
„que;  chacune  de  ces  hypercycliques  a  pour  hypercycliques  focales 
les  cinq  autres  ^^^). 


sent  pax  un  point  donné.  En  premier  lieu  ce  degré  est  égal  au  nombre 
des  plans  tangents  a  de  ^v^  chacun  desquels  se  trouve  dans  un  même 
espace  avec  un  plan  tangent  donné  a  de  cj^.  Si  ^  représente  un  espace 
quelconque  parallèle  à  «',  le  nombre  en  question  est  donc  égal  à  celui 
des  points  A  de  yv  où  le  plan  tangent  a  est  parallèle  à  .-f ',  c'est-à-dire 
des  points  A  qui  se  trouvent  à  distance  maxima  ou  minima  de  cet  es- 
pace. Considérons  ^yv  comme  l'intersection  des  espaces  coniques  ii  et  /'i  à 
sommets  Ci  et  0%  et  cherchons  la  projection  de  l'intersection  sur  j'  en 
étendant  à  l'espace  jB*  la  méthode  connue  du  problème  analogue  de  l'es- 
pace ordinaire  (voir  la  note  98).  Représentons  par  0,  ip\ ,  «/;2  les  intersections 
de  //'  avec  la  droite  Cid  et  avec  les  espaces  coniques  /'i  et  ^g.  Alors  on 
trouve  que  les  points  cherchés  A  sont  situés  sur  des  arêtes  CiA^  CkA 
rencontrant  /i'  en  des  points  Ai^A%  de  ^i,  u/2  en  ligne  droite  avec  0,  où 
les  plans  tangents  «1,^2  à  i^i,v«  sont  parallèles.  Dana  le  cas  spécial,  où 
1//1  est  une  sphère  à  centre  0  et  \f%  une  quadrique  quelconque,  une  normale 
de  ipa  par  0  coupe  xpi  en  deux  points  Ai  menant  à  des  points  A  jouissant 
de  la  propriété  indiquée;  le  nombre  de  ces  points  A  est  donc  égal  fi  douze, 
celui  des  normales  de  xpt  par  0  étant  six.  Donc  la  multiplicité  de  cj^  sur 
l'espace  courbe  circonscrit  est  douze  et  d'après  son  intersection  avec  //^ 
l'espace  courbe  lui-même  est  de  l'ordre  vingt-quatre.  L'intersection  de  cet 
espace  courbe  avec  une  quelconque  des  six  hypersphères  H  ou  2\-  se 
compose  de  l'hypercyclique  correspondante  ^y^  ou  ^yv^  comptée  deux  fois, 
de  cj^  comptée  douze  fois  et  d'une  certaine  surface  tordue  de  l'ordre  seize. 
Cette  dernière  surface  hypersphérique  est  le  lieu  des  génératrices  de  £ 
ou  2"^.  qui  touchent  l'hypercyclique  correspondante. 

Par  rapport  aux  foyers  singuliers  de  ""yv  nous  rappelons  le  théorème 
que  chaque  foyer  ordinaire  de  l'espace  déférent  d'une  surface  anallagma- 
tîque  est  foyer  singulier  de  cette  surface.  En  l'appliquant  à  l'hypercyclique 
on  voit  que  le  lieu  des  foyers  singuliers  de  ^yv  se  compose  des  quatre 
cônes  confocaux  y\  trouvés  plus  haut.  Et  en  se  limitant  aux  foyers  sin- 
guliers situés  sur  2"  on  trouve  les  quatre  coniques  sphériques  d'intersection 
de  ces  cônes  y\  avec  2  situées  sur  les  grandes  sphères  d'intersection  des 
espaces  des  ces  cônes  avec  2. 

*••)  Chacune  des  six  hypercycliques  se  trouve  sur  cinq  espaces  coniques 
/•  qui  ont  leurs  sommets  aux  centres  des  cinq  hypersphères  non  corres- 
pondantes, et  a  pour  espaces  coniques  déférents  /  '  les  espaces  coniques 
supplémentaires  des  espaces  /  par  rapport  au  centre  de  l'hypersphère  qui 
la  contient.    En    indiquant  tout  ce   qui   se   rapporte   à  l'hypercyclique 
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Si  rhypercyclique  yv  a  un  espace  de  symétrie,  une  des  cinq 
hypercycliques  focales  devient  une  cyclide  située  dans  cet  espace. 
Ainsi  dans  le  cas  d'une  quadrique  hypersphérique  quatre  des 
hypercycliques  focales  sont  des  cyclides  et  la  cinquième  se  trouve 
sur  une  hypersphêre  concentrique,  etc. 

59  „Deux  points  quelconques  d'une  des  cinq  sphè- 
„res  ^(0/)  sont  des  foyers  ordinaires  de  trois  hypercy- 
„cliques  d'un  réseau  %p^{b)  du  système  linéaire.  Ces 
„trois  surfaces  hypersphériques  admettent  les  mêmes 
„cinq  hypercycliques  focales;  donc  nous  les  nommons 
„confocales.  Deux  quelconques  d'entre  elles  se  coupent 
,,sous  un  angle  droit  tout  le  long  de  leur  courbe  d'in- 
„ter8ection  ""g^". 

„Deux  points  quelconques  d'une  des  sphères  ^(0,) 
„sont  des  foyers  ordinaires  d'une  infinité  simple 
„d'hypercycliques  du  système  linéaire.  Cette  série 
„a  les  caractéristiques  (3,10,12);  elle  n'est  donc  pas 
„linéaire.  Deux  hypercycliques  quelconques  de  cette 
„série   sont   confocales  "^^). 

6').    LIEUX  GÉOMÉTRIQUES. 

60.  Si  rhypercyclique  ""yv  parcourt  un  faisceau  quelconque 
°4pi  (6)  du  système,  nous  trouvons: 

a).  Les  cinq  espaces  coniques  Fi  qui  contiennent  yv,  parcou- 
rent cinq  faisceaux  2^.  (7  <)  dont  les  cinq  surfaces  coniques  tordues 
Xi  du  quatrième  ordre  aux  sommets  d  qui  passent  par  la  base  °g^ 
du  faisceau,  forment  les  bases.  Ces  faisceaux,  en  rapport  projectîf  l'un 
avec  l'autre  au  moyen  du  faisceau  donné  °4,i  (ô\  font  partie  d'un 
réseau  d'espaces  du  second  ordre  2pt{''g^)  dont  ""g^  est  la  base. 
Ce  réseau  est  un  réseau  particulier,  parce  qu^il  admet  un  pentaè- 
droïde  polaire  commun,  le  pentaèdroïde  n  aux  sommets  d.  Les 


originale  ^v  par  Tindice  zéro,  et  en  représentant  par  r.j^  l'espace  conique 
passant  par  rhypercyclique  ^yu.  et  figurant  dans  la  génération  de  rh)rper- 
cyclique  V^^^o  ^^  arrange  les  trente  espaces  /\^  sans  peine  en  forme  de 
déterminant,  de  manière  que  les  espaces  coniques  d'une  même  ligne  ad- 
mettent les  mêmes  séries  d'espaces  parallèles  qui  les  coupent  suivant  des 
quadriques  de  révolution,  tandis  que  les  espaces  coniques  d'une  môme 
colonne  sont  confocaux  (voir  la  note  67),  etc. 

*")  Pour  la  déduction  des  caractéristiques  voir  la  note  133. 


DANS  l'espace   à  n  DIMENSIONS.  297 

espaces  de  ce  pentaèdroide  qui  passent  par  C^ ,  constituent  le  tétra- 
stère  polaire  commun  des  espaces  coniques  de  2p.  (/",),  etc. 

fi).  Les  cinq  espaces  coniques  -T/  à  sommet  commun  C,  sup- 
plémentaires des  espaces  coniques  Fiy  décrivent  cinq  faisceaux 
tangentiels  2,i  (/;•')•  Les  espaces  tangents  O^'  de  base  de  2,i  (i',') 
enveloppent  un  espace  conique  développable  ^^®)  de  la  quatrième 
classe,  l'espace  conique  X/  supplémentaire  de  la  surface  conique 
tordue  X^  à  centre  C,  ,etc.  Les  faisceaux  2,»  (/<'),  en  rapport 
projectif  Tun  avec  l'autre  au  moyen  du  faisceau  °4pi  (6),  font  partie 
d'un  réseau  tangentiel  d'espaces  coniques  du  second  ordre  à  som- 
met commun  G;  les  huit  espaces  de  base  de  ce  réseau  —  imagi- 
naires d'ailleurs  —  sont  perpendiculaires  aux  huit  séries  de  droites 
parallèles  dont  les  directions  sont  indiquées  par  les  huit  points 
d*intersection  de  ""g^  avec  l'espace  infini  J^. 

Les  cinq  déférentes  ^qp,  (intersections  de  i:  et  des  espaces  coni- 
ques Fi)  engendrent  cinq  faisceaux  4<.  (**y<)  en  rapport  projectif 
qui  font  partie  d'un  réseau  4^1  (^'y),  etc. 

y).  Les  hypercycliques  focales  ^yv,  (intersections  des  espaces 
coniques  F/  et  des  hypersphères  -^,)  parcourent  des  séries  (3,  10, 12) 
non  linéaires,  etc.  ^*^) 

61.  Si  rhypercyclique  yv  parcourt  un  réseau  quelconque  ''4^,1  (5) 
du  système,  on  a: 

a).  Les  cinq  espaces  coniques  Fi  qui  contiennent  yv,  parcourent 
cinq  réseaux  2pt{Fi)  dont  les  cinq  systèmes  de  huit  droites  par 
les  seize  points  de  base  ^'P,  de  ^4pi  (6)  forment  les  bases.  Ces  ré- 
seaux, en  rapport  projectif,  font  partie  d'un  système  linéaire  d'es- 
paces du  second  ordre,  le  système  linéaire  2pj  ("P,)  aux  seize 
points  de  base  °P<  dont  //  est  pentaèdroide  polaire  commun. 

/?)  Les  cinq  espaces  coniques  supplémentaires  P/,  à  sommet 
commun  (7,  décrivent  cinq  réseaux  2^  (P/);  les  cinq  systèmes  des 
huit  espaces  par  C,  perpendiculaires  aux  cinq  systèmes  des  huit 
droites  par  les  seize  points  P,,  en  forment  les  bases.  Ces  réseaux, 
en  rapport  projectif,  font  partie  d'un  système  linéaire  2<»(P')  d'es- 
paces coniques  du  second  ordre  à  sommet  commun  G. 


*••)  Un  espace  conique  est  développable,  quand  il   coupe  un  espace 
quelconque  suivant  une  surface  dévelopable. 

*••)  Nous  supprimons  ici  l'évaluation  des  triples  de  caractéristiques  cor 
respondant  aux  séries  engendrées  par  les  trente  espaces  coniques  r^,^. 
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Les  cinq  déférentes  ^9>»  engendrent  cinq  réseaux  4^,(^0  en  rap- 
port projectif  qui  font  partie  d'un  système  linéaire  4^»  (V). 

y).  Les  hypercycliques  focales  °yv,  parcourent  des  séries  double- 
ment infinis  non  linéaires. 

62  Si  rhypercyclique  yv  parcourt  le  système  linéaire  tout  en- 
tier, on  a: 

a).  Les  cinq  espaces  coniques  Fi  parcourent  cinq  systèmes  linéairefi 
2(p«)*(/^t)  ponctuels  et  tangentiels  à  la  fois,  faisant  partie  du  sy- 
stème linéaire  2(pt)«  {n)  d'espaces  du  second  ordre  trouvé  plus  haut 
(numéro  53);  ils  sont  en  rapport  projectif,  etc. 

/?).  Les  cinq  espaces  coniques  J^^  engendrent  cinq  systèmes  li- 
néaires 2(ep)«  (Pf)  tangentiels  et  ponctuels  à  la  fois,  en  rapport  pro- 
jectif, faisant  partie  d'un  système  linéaire  2«p)*  (r),  etc. 

Les  cinq  déférentes  "(pi  engendrent  cinq  systèmes  linéaires 
4(^)i(V')  tangentiels  et  ponctuels  à  la  fois,  en  rapport  projectif, 
fEÔsant  partie  d'un  système  linéaire  4(tp)%(V)i  etc. 

y).  Les  hypercycliques  focales  °yv<  parcourent  des  systèmes  li- 
néaires ^*CyVi)  en  rapport  projectif.  Chacun  de  ces  six  systèmes 
linéaires  d 'hypercycliques  a  pour  systèmes  focaux  les  cinq  autres 

{A  smvre.) 


.Al^i- 


/ 


/ 


UNE  SURFACE  MINIMA  ALGÉBRIQUE  DU 
VINGTIÈME  ORDRE. 


PAR 


P.  ZEEMAN. 


I.  Afin  de  déterminer  une  surface  minima,  passant  par  une 
courbe  analytique  donnée  et  admettant  en  chaque  point  de  cette 
courbe  une  normale  donnée,  dont  la  direction  dans  les  difiérents 
points  de  la  courbe  varie  suivant  une  loi  analytique  donnée,  on 
peut  d'après  Schwarz  {Gesammelte  Mathematische  Abhandhmgen, 
Bd.  I,  Seite  279)  opérer  comme  suit  Soient  .r,  y^  z^,  les  coordon- 
nées d'un  point  quelconque  de  la  courbe,  et  X,  F,  Z,  les  cosinus 
des  angles  que  la  normale  donnée  fait  avec  les  trois  axes  des  co- 
ordonnées rectangulaires,  des  fonctions  données  d'une  variable 
réelle  (p.  Si  Ton  définit  trois  fonctions  U,  F,  Wdeq)  par  les  équations: 


U  =  x^  -hi  I  {Zdy,  —  Ydz,) 
V  =  y,  ^i  f  {Xdz,—Z(h,) 
W=:z,  -^i  f  (Ydx,-Xdy,), 


ces  fonctions  seront  des  fonctions  analytiques  de  qp;  pour  des  va- 
leurs complexes  de  (p  elles  auront  aussi  une  signification  déter- 
minée. En  donnant  à  (p  des  valeurs  complexes,  les  équations: 

x  =  R(U),  y  =  R{V),  z  =  R(W) 

où  R(U)  désigne  que,  après  avoir  donne  à  q>  des  valeurs  com- 
plexes, on  prend  la  partie  réelle  de  la  fonction  U,  représentent 
les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  cherchée,  exprimées  en 
fonction  de  deux  paramètres.  Il  n'existe  qu'une  seule  surface, 
satisfaisant  aux  conditions  données. 
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Si  la  courbe  est  plane  et  si  Ton  vent  qu'elle  soit  une  ligne 
géodésique  de  la  surface  minima,  il  faut  que,  pour  tout  point  de 
la  courbe,  la  normale  de  la  surface  se  trouve  dans  le  plan  de  la 
courbe.  En  prenant  la  courbe  dans  le  plan  XO  F,  on  aura  «j  =0, 
Z  =  0  ;  les  expressions  de  17,  F,  W  se  réduiront  à  : 

U  =  x,  ,       7  =  2/1  ,       W  =  i  j  {Ydx,  -Xdy,). 

Parce  que:  X  =  — ^  ,       F=  ^l 

oH  ds  désigne  la  différentielle  de  Tare  de  la  courbe  donnée,  on 
aura: 


W  =  i  j  d8  = 


^8. 


La  surface  minima,  passant  par  une  courbe  donnée  du  plan 
X  0  Y  et  admettant  cette  courbe  comme  ligne  géodésique,  sera 
définie  par  conséquent  par  les  formules: 

x=R{x,)       y  =  R{y,)       z^R{i8)  (1) 

où,  comme  nous  venons  de  le  dire,  x^  2/i>  1®^  coordonnées  d'un 
point  de  la  courbe  donnée,  sont  originellement  des  fonctions  d'une 
variable  réelle  9>,  tandis  que  dans  les  formules  (1)  on  donne  à  ip 
des  valeurs  complexes  et  puis  prend  la  partie  réelle  des  formes 
obtenues. 

De  ce  qui  précède  résulte  que,  pour  que  la  surface  minima,  ob- 
tenue de  cette  manière,  soit  une  surface  algébrique,  non  seulement 
X,  et  2/,,  mais  aussi  s  devront  être  des  fonctions  algébriques  d'un 
paramètre.  Henneberg  est  le  premier  qui  a  démontré  que,  pour 
qu'une  surface  minima,  admettant  une  ligne  géodésique  plane,  soit 
algébrique,  la  condition  nécessaire  et  suffisante,  à  laquelle  doit  être 
satisfaite,  est  que  cette  courbe  soit  la  développée  d'une  courbe 
algébrique. 

II.  Appliquons  les  formules  (1)  au  cas  de  la  détermination  d'une 
surface  minima,  admettant  comme  ligne  géodésique  une  cardioïde, 
située  dans  le  plan  XOY.  Les  coordonnées  Xj  et  j/i  d'un  point 
de  cette  courbe  pourront  être  exprimées  en  fonction  d'un  para- 
mètre q>  par  les  formules: 

x^  =  2  a  (1  -{-  cas  (f)  008  q> 
y,  =  2  a  (1  -i-  oos(p)  sin  (p. 
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De  là  on  tire  :    d8  =  4taœs^-d(p    et  s  =  Sadn^  ^   quand   on 

compte  l'arc  s  à  partir  du  point,  correspondant  à  y  =  0   Les  co- 
ordonnées d'un  point  de  la  surface  cherchée  seront: 

a;  =  2  a  B  (1  +  C05  qp)  C05  y 
3/  =  2  a  i2  (1  +  C05  y)  *in  y 

0  =  8aE  (idin  ^). 

Si  l'on  donne  à  y  des  valeurs  complexes  en  prenant  p.  e.  q>  =  2(a-hi/9), 

1/       1\      1/       1\ 
on  obtient  en  remplaçant  cosi/i  etsmi/9  par  ô (  ^  +-  )  ®* sv ^  —  )  > 

où  T  =  ef^: 

x=a  -h  a(r^  -h  ^  jco5  2«-l-?(^r*  +  A.jco«  4a     | 

y=         a(r2^-l^^n2a +^(r*  +  A\5in  4  a     [  (2) 

0=       4:a(^—r\co8  a 

Par  ces  formules,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
surface  sont  exprimées  en  fonction  des  deux  paramètres  r  et  a, 
qui  peuvent  avoir  des  valeurs  quelconques.  Elles  se  simplifient 
encore  par  l'introduction,  au  lieu  de  r,  d'un  nouveau  paramètre  (?, 

tel  que-  —  r^^. 
r 

a?  =  a  +  a(?*  H- 2)co«2a  •+•  ^  (ç*  +  4  ^'  -+- 2)  co«  4  a  \ 

y=        a{Q'  H-2)«in2a-+-|  (ç*  +4  q^  -+-  2)  dn  àa  {       (^) 
2  =  4açco8a  j 

La  surface,  définie  par  les  formules  (3),  sera  une  surface  mini- 
ma  algébrique,  parce  que  la  cardioïde  est  la  développée  d'une 
courbe  algébrique.  Dans  ce  qui  suit,  nous  nous  occuperons  de  cette 
surface  et  de  quelques  unes  de  ses  propriétés. 

III.  En  général,  pour  obtenir  des  points  réels  de  la  surface,  il 
faut  que  g  et  cas  a  aient  des  valeurs  réelles.  On  peut  cependant 
obtenir  encore  des  points  réels  de  la  surface  en  donnant  à  ^^  des 
valeurs  négatives.  Pour  que  z  soit  réel,  il  faut,  q  étant  dans  ce  cas 
de  la  forme  ip,  que  cas  a  soit  de  la  forme  i  q.  Parce  que  l'expression 
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de  a;  en  ?  et  a  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  q  et  de 
œs  cc^  X  sera  réel;  y  au  contraire  ne  prendra  une  valeur  réelle, 
que  dans  le  cas  où  l'on  donne  à  (i  et  à  œs  a  des  valeurs  imagi- 
naires, telles  que  y  =  0,  c.  à  d.  satisfaisant  à  Téquation  : 

din  2  a  j  ç2  H»  2  +  (ç*  4-  4  ç2  H-  2)  C05  2  a  I  =  0. 

On  peut  satisfaire  à  cette  relation  en  prenant: 

l*'  a  =  0.  Dans  ce  cas  cos  a  =  l;  z  sera  par  conséquent  imaginaire, 
dès  qu'on  donne  à  ^^  des  valeurs  négatives  De  cette  manière  on 
n'obtient  pas  de  points  réels  de  la  surface. 

2''  «  =  p    Dans  ce  cas  on  o.  œs  u  —  O^  z  =  0;  en  outre  on  aura 

y  =  0,  tandis  que  x  sera  réel   quand  on  donne  h  q^  des  valeurs 

négatives.  Les  valeurs  des  paramètres  ^^  =  ^,  Q^=ip{p  étant  quel- 

conque)  donneront  des  points  de  Taxe  0  X,  qui  sera  par  consé- 
quent une  droite  de  la  surface. 

3^  ?2  -p  2  -h  (?*  +  4  ^»  +  2)  C03  2  a  =  0 

ou 

2(ç*-i-4ç^ -h2)  ^' 

Pour  que,  q^  étant  négatif,  on  puisse  obtenir  des  valeurs  néga- 
tives pour  cos^  a,  il  faut  que  le  numérateur  et  le  dénominateur 
de  cette  fraction  aient  des  signes  différents.  Le  numérateur  n'est 
négatif,  que  pour  des  valeurs  de  ^^  entre  0  et  —  3;  le  dénomina- 
teur pour  des  valeurs  de    q^  entre  — 2  -f  1^2  et  —  2  — 1^'2  ou 

entre   —  0,586 ...   et   —  3,414 Pour   cas  a  on  n'obtiendra  par 

conséquent  des  valeurs  purement  imaginaires,  qu'en  donnant  à  q^ 
des  valeurs  entre  0  et  —  2  -h  1/ 2  ou  bien  entre  —  3  et  —  2  —  v-"  2. 

Comme  on  voit  immédiatement,  on  ne  trouvera  pas  de  points 
réels  de  la  surface,  en  donnant  à  q  d'autres  valeurs  complexes. 

Ainsi,  tandis  qu'en  général  on  n'obtient  les  points  réels  de  la 
surface  qu'en  assignant  à  ^  et  à  cos  a  des  valeurs  réelles,  on  en 
trouvera  également  en  donnant  à  q^  des  valeurs  négatives  quel- 
conques,  pourvu   que  a-=^ou  bien  en  donnant  à  ç^  des  valeurs 

négatives  entre  les  limites  déterminées  plus  haut,  pourvu  que 
co%^  a  soit  déterminée  par  l'équation  (4).  Plus  loin  nous  verrons 
que,  dans  chacun  de  ces  points,  le  plan  tangent  de  la  surface 
sera  un   plan  imaginaire;  la  succession  de  ces  points  réels,  pour 
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lesquels  q^  est  négatif,  sera  par  conséquent  composée  d  une  ou  de 
plusieurs  courbes  isolées  de  la  surface. 

En  donnant  à  q  toutes  les  valeurs  entre  —  oo  et  4-  oo ,  à  a 
toutes  les  valeurs  entre  0  et  Jt,  on  obtientra  tous  les  autres  points 
réels  de  la  surface;  en  général,  à  tout  point  de  la  surface  ne  cor- 
respondra qu'un  seul  système  de  valeurs  des  deux  paramètres  q  eta\ 
il  n'y  aura  exception  que  pour  des  points  singuliers,  qui  corres- 
pondront à  plus  d'un  système  de  ces  valeurs. 

Les  plans  À'  0  Y  et  A'  0  Z  seront  des  plans  de  symétrie.  D'après 
les  formules  (3),  les  deux  points  (e,  «)  et  (—  c>,  a)  seront  symé- 
triques par  rapport  à  X  0  7,  tandis  que  les  deux  points  {q,  a)  et 
( —  Qj  ^  —  «)  seront  symétriques  par  rapport  à  XO  Z.  L  axe  0  X 
sera  donc  un  axe  de  symétrie  de  la  surface.  Cela  résulte  aussi  de 
la  proposition  suivante,  due  à  M.  Schvvarz:  Toute  droite  réelle  sur 
une  surface  mînima  est  nécessairement  un  axe  de  symétrie  de  cette 
surface.  La  symétrie  de  la  surface  par  rapport  au  plan  OXY  ré- 
sulte de  même  de  cette  autre  proposition  connue:  Si  une  surface 
minima  admet  une  courbe  plane  comme  ligne  géodésique,  le  plan 
de  cette  courbe  est  nécessairement  un  plan  de  symétrie  de  la 
surface  *). 

IV.  Les  courbes  a  :=  C  de  la  surface. 

Les  courbes  a  —  C,  {C  étant  une  constante  arbitraire)  seront  des 
courbes  gauches  du  quatrième  ordre.  Car  si  l'on  donne  à  a  une 
valeur  constante  dans  les  formules  (3),  les  coordonnées  x,  y  et  z 
d'un  point  de  la  courbe  seront  des  fonctions  rationnelles,  entières 
d'un  paramètre  q.  On  obtient  les  équations  de  ces  courbes  en  coor- 
données rectangulaires,  par  l'élimination  de  q  entre  les  équations 
(3).  Comme  résultat  de  cette  élimination  on  trouvera: 

\  \Ycos4u  —  {X-  a)sin4:a\^  =2asin2a\Ycos2a—{X—2a)sin2u\ 
^^\  Z^  =  8acota\{X—a)^n4u—Ycos4a  —  2asin2a\. 

Pour  chaque  valeur  donnée  de  «,  ces  équations  représentent  deux 
cylindres  paraboliques.  Les  génératrices  du  premier  cylindre  sont 
parallèles  à  Taxe  OZ,  tandis  que  celles  du  second  sont  parallèles 
à  la  droite  Xsinia—  Ycosia  —  Q  du  plan  XOY.  Chaque  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre,  intersection  de  deux  cylindres,  sera 
une  des  courbes  «  =  C  de  la  surface. 

^)  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces  I,  p.  402. 
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Les  deux  cylindres  paraboliques  sont  tangents  au  plan  de  Tin- 
fini,  chacun  suivant  une  droite  ;  chaque  courbe  a  =  (7  aura  par 
conséquent  quatre  points  coïncidants  à  Tinfini.  En  déterminant  les 
points  communs  à  une  de  ces  courbes  et  à  un  plan  quelconque 
parallèle  à  XOY^  on  trouve  que  trois  de  ces  points  coïncident  avec 
le  point  à  l'infini  de  la  courbe,  tandis  que  le  quatrième  point  sera 
un  point  déterminé  du  plan,  non  situé  à  l'infini.  Pour  le  plan  Z  =  0, 
les  coordonnées  de  ce  dernier  point  seront: 

a;  =  2a  (1  -{-  cos  2«)  cas  2a 
y  =  2a  (1  +  C05  2a)  dn  2a 

c.  à  d.  ce  point  sera  un  des  points  de  la  cardioïde  donnée. 

Pour  a  =  C  et  a  =  n  —  (7  on  obtiendra  deux  courbes,  symétri- 
ques Tune  de  l'autre  par  rapport  au  plan  ZOX.  Les  deux  courbes 

TV 

a  —  Ceta  =  n+G  auront  la  même  projection  (une  parabole)  sur 

le  plan  XOY. 

Pour  a  =  2  ^^^  deux  équations  (5)  deviennent  Y^  =  0,  Z*  =  0. 

De  là  on  tire  d'abord  que  l'axe  OX  est  une  droite  de  la  surface 
et  puis,  parce  qu'on  peut  regarder  cette  droite  comme  une  quar- 
tique  gauche  dégénérée,  qu'elle  sera  une  droite  quadruple  de  la 

surface.  On  obtient  le  même  résultat  en  posant  «  =  ô  ^^^^  ^^ 

formules  (3).  Dans  ce  cas  ces  formules  deviendront: 

L'axe  OX  est  donc  une  droite  de  la  surface  et  parce  qu'on  trouve 
pour  X  une  fonction  rationnelle  du  quatrième  degré  en  ^,  tout 
point  de  OX  correspondra  a  quatre  valeurs  de  ç  ;  cet  axe  sera  donc 
en  effet  une  droite  quadruple  de  la  surface.  De  l'expression  en  ?, 
trouvée  pour  a;,  qu'on  peut  écrire: 

aç*  -f-2ae^  -  2aî  =  0 

résulte,  que  des  quatre  valeurs  de  (i,  qui  correspondent  à  une  va- 
leur donnée  de  a;,  il  n'y  aura  jamais  plus  de  deux  réelles.  Des  quatre 
nappes  de  la  surface,  passant  par  OZ,  deux  au  plus  sont  réelles. 
En  effet,  l'équation  du  plan  tangent  au  point  (e, a)  sera: 
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Des  formules  (3)  on  déduit: 

^.^-|^.^  =  8a»(e*  +  l)(e*+4c(M»a)co«3«. 

Ainsi,  réquation  du  plan  tangent  au  point  (c,  a)  de  la  surface 
seia,  après  avoir  supprimé  les  facteurs  communs  ^^  +  1  eto^  -h  écos^a  : 

2  {X—x)casSa  +  2  (F  — y)  «in 3a  —  {Z  —  z)  ^  (^^  +  3)  =  0     (6) 

ou  bien,  quand  on  remplace  x^  y^  z  par  leurs  expressions  en  q  eta: 

2(X— a)ca5 3a -h2y«in 3a— Zç(ç2 +3)-+- 3a(ç*  +  2ç*— 2) C05a  =-0(7) 

Pour  un  point  de  Taxe  Ox(a  =  ^\    cette  équation  deviendra: 

et  ce  plan  ne  sera  réel  en  général,  que  dans  le  cas  où  (»  a  ime 
valeur  réelle.  Cîomme  des  quatre  valeurs  de  ç,  correspondant  à 
une  valeur  donnée  de  a;,  il  n'y  a  que  deux  de  réelles,  des  quatre 
nappes  de  la  surface,  passant  par  Taxe  OJf,  deux  seulement  seront 
réelles,  les  deux  autres  imaginaires.  Ceci  sera  le  cas  tant  que  x 
est  positif;  si  Ton  prend  x  négatif,  les  quatre  valeurs  de  q,  corres- 
pondant à  ce  point,  seront  toutes  imaginaires  ;  il  en  sera  de  même 
des  quatre  nappes  de  la  surface,  passant  par  ce  point. 

L'axe  OX  est  par  conséquent,  pour  la  partie  qui  s'étend  de 
l'origine  dans  la  direction  négative,  une  droite  isolée  de  la  surface. 
Par  la  partie  de  cet  axe,  qui  s'étend,  à  partir  de  l'origine,  dans 
la  direction  positive,  passent  deux  nappes  réelles  de  la  surface. 

Sur  Taxe  OX  se  trouvent  trois  points,  où  la  surface  présente 
une   singularité.   D'abord,  au  point  correspondant  à  ^^  =  —  3, 

n  •  3 

a  =  ^  ,  c.  à  d.  le  point  dont  les  coordonnées  sont  ^  a,  0,  0,  les 

deux  plans  tangents  des  nappes  imaginaires,  passant  par  ce  point, 
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coïncident  avec  le  plan  réel  F  =  0.  En  outre,  par  ce  point 
passent  deux  nappes  réelles  de  la  surface,  parce  qu'il  corres- 
pond  aussi  aux  valeurs  des  paramètres  ç  =  ±  1 ,  «  =  -x-;  les  équa- 

tions  des  plans  tangents  dans  ces  points  seront  F  ±  2  Z  =  0.  Ainsi, 
tandis  que  dans  un  point  quelconque  de  Taxe  OX  il  y  aura 
quatre  plans  tangents,  dont  deux  réels  et  deux  imaginaires,  au 
point  considéré  les  deux  derniers  coïncident  avec  le  plan  réel  XOZ. 
Une  singularité  analogue  se  présente  à  l'origine  0  des  coordon- 
nées. En  déterminant  les  quatre  valeurs  de  «,  correspondant  à  ce 
point,  on  trouve  ç2=0etç2=  —  2.  Les  deux  plans  tangents  des 
nappes  réelles,  passant  par  0,  coïncident  donc  avec  le  plan  XOZ, 
tandis  que  les  deux  plans  tangents  des  nappes  imaginaires,  passant 
par  0,  seront  différents.  Les  équations  de  ces  deux  derniers  plans 
tangents  seront  Y  1^2  ±  i  Z  =  0 

Enfin   on  a  une  singularité  au  point  x=-  — ^v   de  l'axe  OX  Les 

quatre  nappes  de  la  surface,  passant  par  ce  point,  sont  toutes 
imaginaires,  comme  on  a  vu  plus  haut  ;  les  quatre  plans  tangents 

imaginaires  seront  deux  à  deux  coïncidants  ;  en  effet  pour  a;  =  —  ^ 

réquation  qui  sert  à  déterminer  les  valeurs  correspondantes  de  e  se 
réduit  à  ((>^  -h  1)2  =  0;  les  quatre  valeurs  de  o  seront  donc  égales 
deux  à  deux  et  les  équations  des  deux  plans  tangents  de  la  sur- 
face  au  point  a;  =  —  ^    seront    F  ±  i  Z  =  0.   Ces  deux   plans  sont 

tangents  au  cercle  imaginaire  de  Tinfini. 

Pour  «  =  0  ou  a  =r  ;r  la  courbe  sera  une  quartique  plane.  Les 
équations  (5),  lesquelles  dans  ce  cas  se  réduisent  à  F  =  0,  ne  dé- 
terminent plus  la  courbe.  Mais,  en  substituant  «  =  0  dans  les  for- 
mules (3),  elles  deviennent: 

Elles  définissent  une  quartique  plane,  dont  l'équation  en  coor- 
données rectangulaires  sera: 

512  a^x  =  :?*  +  96  a'^^  -h  2048  aV  (8) 

Cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  0X\  elle  rencontre 
cet  axe  au  point  ic  =  4  a.  A  partir  de  ce  point  elle  s'étend  à  l'in- 
fini, dans  la  direction  positive  de  cet  axe. 
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L'équation  du  plan  tangent  (7)  montre  que,  dans  tout  point  de 
la  courbe  (8)  ou  «  =  0,  le  plan  tangent  de  la  surface  sera  perpen- 
diculaire au  plan  XOZ.  Cette  courbe  sera  par  conséquent  une 
ligne  géodésique  et  en  même  temps  une  ligne  de  courbure  de  la 
surface.  D'après  la  remarque  de  M.  Henneberg,  citée  plus  haut 
(I),  cette  courbe  sera  la  développée  d'une  courbe  algébriqucr  Mais 
encore,  parce  qu'une  surface  minima  est  complètement  déterminée 
par  une  courbe  donnée,  qu'elle  doit  admettre  comme  ligne  géodé- 
sique, on  obtient  la  même  surface  minima,  déterminée  dans  ce 
qui  précède,  en  imposant  à  une  surface  minima  la  condition 
d'admettre  comme  ligne  géodésique  la  courbe  (8).  Un  simple  cal- 
cul suffit  pour  se  convaincre  de  la  vérité  de  cette  proposition. 

Au  point  a;  =  4  a,  y  =  0,  z  =  0  de  la  courbe  (8),  point  qui  se 
trouve  sur  l'axe  OX,  la  surface  présente  encore  une  singularité. 
Tandis  que  par  un  point  quelconque  de  l'axe  OX  ne  passent  que 
quatre  nappes  de  la  surface,  dont  deux  réelles,  par  ce  point  passent 
cinq  nappes  dont  trois  réelles.  En  effet  les  valeurs  de  ^,  corres- 
pondant à  ce  point,  quand  on  le  regarde  comme  un  point  de  l'axe 
OX,  sont  déterminées  par  l'équation  c^*  4-  2  ^^  _  g  =•  0,  d'où  e^  =  2, 

q'^  =  —  4,  auxquelles  il  faut  joindre  «  =  ~,  Mais  ce  point,  consi- 
déré comme  un  point  de  la  courbe  a  =  0,  correspond  aussi  aux 
valeurs  «  =  0,  (i  rr  0  des  deux  paramètres  Les  équations  des  cinq 
plans  tangents  de  la  surface  en  ce  point  seront  par  conséquent: 
y^"2±5Z  =  0,  y±iZ=0,        X  =  4a. 

Trois  de  ces  plans  sont  réels;  les  deux  plans  imaginaires  sont 
tangents  au  cercle  imaginaire  de  l'infini. 

Les  plans  tangents  de  la  surface,  aux  différents  points  d'une 
courbe  a  z=z  C  coupent  tous  le  plan  XOY  suivant  des  droites  pa- 
rallèles. Cela  résulte  immédiatement  des  équations  (6)  ou  (7).  Ces 
plans  tangents  enveloppent  donc  un  cylindre,  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  la  tangente  de  la  cardioïde  donnée  en  ce  point, 
qu'elle  a  en  commun  avec  la  courbe  «  =  C  Les  cylindres,  corres- 
pondant aux  diverses  valeurs  de  a,  sont  tous  des  cylindres  du 
quatrième  ordre,  dont  on  obtient  l'équation  en  coordonnées  rec- 
tangulaires par  l'élimination  du  paramètre  u  entre  Téquation  du 
plan  -tangent  et  l'équation  z  =  4a  (?  œs  a.  Les  intersections  des  deux 
cylindres,  qui  enveloppent  la  surface  suivant  les  courbes  a  =  (7  et 
«  r=  TT  —  C,  avec  le  plan  ZOX  coïncident,  tandis  que  les  génératrices 
de  ces  deux  cylindres  seront  symétriques  par  rapport  au  plan  ZOX. 
Archives  v.  42 
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Parce  que  les  plans  tangents  de  la  surface  aux  points  d'une 
même  courbe  a  =  C  sont  tous  parallèles  à  une  même  droite  de 
XOY,  les  normales  de  la  surface  dans  ces  points  seront  tous  pa- 
rallèles à  un  même  plan,  normal  à  XOY.  Si,  à  un  point  P  de  la 
surface,  après  avoir  pris  un  sens  déterminé  sur  la  normale  en  ce 
point,.  Ton  fait  correspondre  ce  point  d'une  sphère  de  rayon  1, 
dont  le  centre  coïncide  avec  l'origine  des  coordonnées,  qu'on  ob- 
tient comme  intersection  de  cette  sphère  et  d  une  droite  par  0, 
parallèle  à  la  normale  en  P,  on  aura  une  représentation  de  la 
surface  minima  sur  la  sph^e,  laquelle,  comme  on  sait,  sera  une 
représentation  conforme.  Dans  cette  représentation  les  images  spbé- 
riques  des  courbes  a  =  C  seront  les  grands  cercles  de  la  sphère, 
dont  les  plans  passent  par  Taxe  OZ. 

Les  points  de  la  surface,  pour  lesquels  le  plan  tangent  est  normal 
à  ZOX,  sont  déterminés  par  l'équation  sinSa  =  0;  par  conséquent 

ces   points   se   trouvent   sur  les  courbes   a  =  0,  «  =  ït  et  a  =    -. 

Comme  les  deux  dernières  courbes  ont  la  même  projection  sur  ZOJ, 
le  contour   apparent  de  la  surface  sur  ce  plan  sera  foi*mé  par  les 

projections  des  deux  courbes  «  =  0,  «  =  q>  c.  a.  d.  par  deux  cour- 
bes du  quatrième  ordre.  La  représentation  spherique  de  ces  deux 
courbes  sera  le  grand  cercle,  intersection  de  la  sphère  avec  le  plan  ZOX. 
De  môme,  les  points  de  la  surface,  pour  lesquels  le  plan  tangent 
est  normal  à    YOZ,  seront  déterminés   par  C05  3a  =  0  ;  ces  points 

se  trouveront  sur  les  courbes  ^^  =  î  ,  ^^  =  ^  et  a  =  -^.  De  là  résulte, 

que  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  YOZ  sera  formé 
par  deux  courbes  du  quatrième  ordre,  les  projections  sur  ce  plan 

(les  deux  courbes  a  =  ^  et  «  =  'vr  et  du   point  0,  projection  sur 
ÏOZ  de  la  courbe  «  =  ^ ,  qui  se  réduit  à  Taxe  OX. 

V.  Les  courbes  o  =  C  de  la  surface. 

Les  courbes  ç  =  C  (C  étant  une  constante  arbitraire)  seront  les 
trajectoires  orthogonales  des  courbes  a  =  C.  En  effet,  d'après  les 
formules  (3)  on  aura: 
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Elles  seront,  en  général,  des  courbes  gauches  du  huitième  ordre. 
Si,  dans  les  formules  (3),  on  donne  à  q  une  valeur  constante  et 

si  Ton  substitue  à  a  un  nouveau  paramètre  p  en  posant  Tg  r^rip^ 

les  coordonnées  a;,  y  et  2?  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  de- 
viendront des  fonctions  rationnelles  du  huitième  degré  en  2>-  En 
éliminant  «  ou  ce  nouveau  paramètre  2>  entre  les  équations  (3), 
ou  pourra  mettre  les  équations  de  la  courbe  e  =  C  en  coordonnées 
rectangulaires  dans  la  forme  suivante: 


|(.Y _  a).  +  y.  _  z^  k*_t^ (?^±4lL±_2j  =  o^  (,*  +  ^,^  _  ^y 


(9) 


Pour  toute  valeur  de  o,  la  première  équation  représente  une 
surface  de  révolution  du  second  ordre  et,  quand  on  ne  considère 
que  des  valeurs  réelles  de  ^,  cette  surface  sera  en  général  une  hy- 
perboloïde  de  révolution  à  une  nappe.  Toutes  les  hyperboloïdes, 
correspondant  aux  valeurs  diverses  de  (>  auront  le  même  axe,  la 
droite  Z=a,  7  =  0. 

Pour  (i*  -+.  2  /?*  —  2  =  0  ou  bien  ^^  =  —  1  ±  1x^3,  Thyperboloïde 
deviendra  un  cône  de  révolution,  dont  le  sommet  se  trouve  au 
point  (a,  0, 0)  ;  ce  cône  ne  sera  réel  que  pour  la  valeur  positive  de  o*. 

Les  surfaces,  représentées  par  la  seconde  des  équations  (9),  seront 
toutes  des  cylindres,  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  Taxe 
or,  tandis  que  les  intersections  de  ces  cylindres  avec  le  planZOZ 
seront  des  paraboles  du  quatrième  orde. 

Toute  courbe  gauche,  intersection  d'une  hyperboloïde  et  du 
cylindre  correspondant,  sera  une  des  courbes  e  =  C  de  la  surface. 

L'intersection  des  deux  surfaces  (9)  étant  une  courbe  analytique, 
qui  ne  dégénère  pas  en  deux  courbes  gauches  du  quatrième  ordre 
et  les  équations  (9)  ne  contenant  que  des  puissances  paires  de  ç, 
il  semble  que  les  deux  courbes  ^  =  -hCet(>  =  —  C  coïncident. 
Ceci  n'est  pas  le  cas.  Si  l'on  donne  à  a  seulement  des  valeurs 
comprises  entre  0  et  ^t,  comme  nous  avons  supposé  dans  tout  ce 
qui  précède,  on  ne  trouvera,  en  prenant  q  positif  =  -i-  C  et  a 
quelconque  entre  0  et  ;r,  q'une  partie  de  la  courbe,  intersection  de 
deux  surfaces  (9);  les  coordonnées  des  points  de  cette  partie  se 
calculent  au  moyen  des  formules  (3).  Si  ensuite  on  prend  />  =  —  C 
et  a  quelconque  entre  0  et  rr  on  obtiendra  l'autre  moitié  de  cette 

42* 
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courbe;  cette  seconde  moitié  sera  la  symétrique  de  la  première 
par  rapport  à  Taxe  OX.  Dans  ce  qui  suit,  nous  considérerons  à 
la  fois  les  deux  moitiés  de  l'intersection  des  surfaces  (9)  et  nous 
désignerons  cette  courbe  par  Téquation  q^  =  C. 

L'équation  de  la  projection  de  la  courbe  e-  =  G  sur  le  plan  XOY 
pourrait  s'obtenir  en  éliminant  Z  entre  les  deux  équations  (9). 
Plus  simplement,  on  peut  étudier  la  nature  de  cette  projection  en 
regardant  q  comme  une  constante  dans  les  deux  premières  des 
équations  (3).  Au  moyen  de  ces  deux  équations  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  projection  cherchée  pourront  s'expri- 
mer en  fonction  d'un  seul  paramètre  «,  de  la  manière  suivante: 

,  ^^  (x— a4-J(()*-h4c>2+2)=la(o2+2)+a(o*-f4o2-i-2)cos2«lcos2« 
(10)  ^ 

f  Yt=  I  a(o2  +2)-ha(.o*  +4:q^  h- 2)  cos2«  !sin  2« 

De  ces  équations  résulte  que  les  projections  des  courbes  q^  z=C 
sur  le  plan  XOY  seront  toutes  des  limaçons  de  Pascal.  En  effet, 
on  obtient  une  quelconque  de  ces  courbes  en  décrivant  dans  le 
plan   XOY  un   cercle,   aj^ant  son  centre  au  point  (a,  0,  0),  tandis 

que  le  rayon  est  égal  à  ^(o*  4-  4  o^  -h  2).  En  prenant  sur  ce  cercle 

le  point  (a  —  ^  (','*  -h  4  ?-  -h  2),  0,  0),  c.  à  d.  le  point  d'intersection 

du  cercle  et  de  l'axe  OX,  qui  se  trouve  avec  0  du  même  coté  du 
centre,  et  sur  les  rayons  vecteurs  issus  de  ce  point,  à  partir  de 
leur  point  d'intersection  avec  ce  cercle,  des  segments  égaux  à 
a{n^  "^2),  le  lieu  géométrique  de  l'extrémité  de  ce  segment  sera 
le  limaçon  de  Pascal,  défini  par  les  équations  (10). 

Quoique,  comme  on  a  vu  plus  haut,  les  points  de  la  courbe 
Q^  z=z  C^  pour  lesquels  (?  =  -i-  V^(T  ne  coïncident  pas  avec  ceux, 
pour  lesquels  on  a  o  =  —  V^  C\  les  projections  des  deux  moitiés 
de  la  courbe  (»^  =i  C  sur  le  plan  XOY  seront  toutes  les  deux  le 
limaçon  entier  (cela  résulte  de  ce  que  dans  les  formules  (10)  n'en- 
trent que  des  puissances  paires  de  ^).  Donc,  si  un  point  variable 
parcourt  sur  la  surface  minima  la  courbe  entière  q^  =  C,  la  pro- 
jection  de   ce  point  sur  XOY  décrira  deux  fois  le  limaçon  entier. 

Chaque  courbe  q^  =  C  aura  trois  points  doubles  En  effet,  l'hy- 
perboloïde  de  révolution  et  le  cylindre  correspondant  (9)  seront 
tangents   en   trois  points,  dont  l'un  se  trouve  sur  l'axe  OX  à  une 

distance   de  l'origine  égale   à:  -^Q^iQ^  +2).   Les  deux   autres  se 
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trouvent  dans  le  plan  ZOX  et  sont  symétriques  par  rapport  à  OX] 
les  coordonnées  de  ces  deux  points  seront: 

Les  deux  derniers  points  se  projettent  sur  XOY  dans  le  point 
double  du  limaçon  de  Pascal,  projection  sur  XOY  de  la  courbe 
/>2  =  C;  le  premier  se  projette  sur  XOY  dans  le  point  d  intersec- 
tion de  OX  et  de  Tare  intérieur  du  limaçon.  Dans  chacun  de  ces 
trois  points  la  courbe  q'^  =  C  aura  un  point  double. 

De  Téquation  (6)  ou  (7)  résulte,  que  les  plans  tangents  de  la 
surface  minima  dans  les  différents  points  d'une  courbe  i»^  =  G 
feront  des  angles  égaux  avec  le  plan  XOY^  ou  bien  que  les  nor- 
males de  la  surface  dans  les  points  de  cette  courbe  feront  des- 
angles  égaux  avec  Taxe  OZ.  Le  cosinus  de  Tangle,  formé  par  une 
de  ces  normales  avec  OZ,  est  déterminé  par: 

^'_Hl3)^ 

quantité,  qui  ne  dépend  pas  de  a.  De  là  on  tire,  que  dans  la 
représentation  sphérique  de  la  surface  les  images  des  courbes 
Q^  =.C  seront  les  cercles,  intersections  de  la  sphère  par  des  plans 
parallèles  à  XO  Y.  Cela  résulte  aussi  de  ce  que  cette  représentation 
est  une  représentation  conforme;  par  conséquent  les  images  des 
courbes  ç-  =  C  seront  les  trajectoires  orthogonales  des  grands  cer- 
cles de  la  sphère,  dont  les  plans  passent  par  OZ. 

Il  est  digne  de  remarque,  que  l'image  de  toute  courbe  ^^  =  C 
sera  formé  par  deux  parallèles  de  la  sphère,  symétriques  par  rap- 
port à  XOY;  ces  deux  cercles  seront  les  images  des  deux  moitiés 
de  la  courbe,  représentées  successivement  par  ^  =  +  V^C  et  «=— i^  C- 

Parce  que  sur  la  sphère  les  méridiens  et  les  parallèles  forment 
un  système  isotherme,  de  même  les  courbes  a  =  G  et  c^-  =  C  de  la 
surface  minima  formeront  un  système  isotherme. 

Chacune  des  courbes  q-  =  C  sera  une  courbe  fermée.  D'abord  la 
projection  sur  XOY  est,  comme  Ton  a  vu,  un  limaçon  de  Pascal, 
c.  à  d.  une  courbe  fermée  ;  ensuite  la  distance  maximum  au  plan 
XOY  des  points  de  la  courbe  sera  4: an;  les  points,  qui  se  trouvent 
à  cette  distance  maximum  de  XOY,  correspondront  aux  valeurs 
u  =  0,  a  =  71  des  paramètres- 

Les  points  à  Tinfini  des  courbes  n^  -=:  C  seront  donc  tous  des 
points  imaginaires.  Si  Ton  substitue  dans  les  équations  (3)  le  nou- 
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a 


veau  paramètre  p  ^  Tg  -^  ^  on  trouve  assez  vite,  que  chacune  de 

ces  courbes  aura  en  commun  avec  le  plan  de  Tinfini  deux  points 
imaginaires,  lesquels  dans  Tintersection  de  ce  plan  et  de  la  courbe 
devront  être  comptés  quatre  fois.  L'un  de  ces  points  sera  le  point 
d'intersection  de  la  droite  X  +  iy  =  0,  Z  =  0  avec  le  plan  de  Tin- 
fini;  Tautre  sera  do  même  le  point  d'intersection  de  ce  plan  avec 
la  droite  X — iY^Q,  Z  =  0.  Ces  points  à  Tinfini  ne  seront  donc 
que  les  points  circulaires  de  Tinfini,  appartenant  aux  plans  paral- 
lèles à  XOY)  en  général  ce  seront  les  mêmes  points,  qu'on  ob- 
tient pour  toutes  les  courbes  q^  =  C. 

Pour  (|2  =0  les  deux  équations  (9)  deviendront  Z^  =  0,  Z*  =0. 
La  courbe  gauche,  définie  en  général  par  ces  équations,  dégénère 
donc  en  une  courbe  du  plan  XOT,  laquelle,  dans  ce  cas  particu- 
lier, ne  sera  plus  définie  par  elles.  En  posant  q  =  0  dans  les  for- 
mules (3),  on  trouve  que  cette  courbe  sera  définie  par  les  équations: 

x  =  2a{l  -{'  C082a)œs2a 
2/  =  2a(l  -^C08  2a)sin2a. 

Ce  sera  par  conséquent  la  cardioïde  donnée. 

Dès  qu'on  donne  à  C  des  valeurs  négatives,  les  courbes  q-  =C 
ne  seront  plus  réelles;  leurs  projections  sur  le  plan  ZO  F  cependant 
seront  toujours  réelles  et  définies  par  les  équations  (10);  ce  seront 
encore  des  limaçons  de  Pascal,  mais  à  point  isolé. 

Pour  (?  =  00  les  deux  surfaces  (9)  coïncideront  avec  le  plan  de 
l'infini.  Dans  l'étude  de  Tintersection  de  la  surface  avec  le  plan 
de  l'infini  nous  aurons  à  revenir  sur  ce  cas. 

Pour  ç^  =  —  1  4-  l^Sf  la  première  des  équations  (9)  représente  un 
cône  de  révolution,  dont  le  sommet  se  trouve  au  point  (a,  0,  0). 
Comme,  dans  tout  point  de  cette  courbe,  le  plan  tangent  de  la 
surface  passe  par  l'origine,  ce  qui  résulte  immédiatement  de 
l'équation  (7),  ce  cône  enveloppe  la  surface  suivant  la  courbe 
ç^  =  —  1  H-  i/'3. 

Les  points  de  la  surface,  où  le  plan  tangent  est  normal  à  XOY, 
seront  déterminés  par  l'équation  o  («2  4.  3)  =  0.  Ces  points  se  trou- 
vent donc  sur  la  courbe  0  =  0,  c  à  d.  la  cardioïde,  et  sur  la  courbe 
imaginaire  q^  +3=0.  Par  conséquent,  le  contour  apparent  de  la 
surface  sur  XOY  sera  la  cardioide.  L'image  de  cette  courbe  sur  la 
sphère  sera  le  grand  cercle,  intersection  de  la  sphère  et  du  plan  XOY. 
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VI.  Intersection  de  la  mrfdce  avec  les  plans  coordonnés. 

a.  Intersection  avec  XOY.  On  aura  2:  =  0,  par  conséquent: 

Qcosa  =zO. 
De  là  on  tire  (>  =  0  ou  «  =  ^    Pour  q  =  0  on  obtient  la  cardioïde  ; 

pour  «  =  h  >  01^  trouve  Taxe  OX,  lequel  est  une  droite  quadruple 

de  la  surface.  Dans  Tintersection  de  la  surface  avec  XOYVaxe  OX 
ne  doit  pas  être  compté  plus  de  quatre  fois,  parce  que  le  plan  XOY 
n'est  pas  tangent  à  la  surface  dans  tous  les  points  de  cette  droite. 

En  étudiant  les  courbes  a  —  C  (IV)  on  a  vu,  que  chacune  de  ces 
courbes  a  quatre  points  coïncidants  à  Tinfîni  et  que,  dans  Tinter- 
section  de  la  courbe  avec  un  plan  parallèle  à  XOY,  trois  des  points 
d'intersection  coïncident  avec  le  point  à  l'infini  de  la  courbe.  De 
rintersection  de  la  surface*  minima  avec  XOY  la  droite  de  l'infini 
de  ce  plan  fera  donc  partie;  elle  devra  être  comptée  au  moins 
trois  fois  dans  cette  intersection. 

h.  Intersection  avec  ZOX.  On  aura  y  =0;  par  conséquent  d'après  (3) 

(c^2  -h  2)5in2a  -f-  ^(o*  +4^2  ^.2)8in4«  =  0 

ou  sin  2a\  (g^  4-  2)  -h  (?*  +  4 ç^  +  2)  C05 2 a  j  =  0. 

On  pourra  satisfaire  à  cette  équation  en  prenant  a  =  0  ;  on  ob- 
tient alors  la  quartique  plane  (8),  dont  l'équation  est: 

512  a^  a;  =  0*  4-  96  a^z'^  -h  2048  a*. 

Dans  la  figure  1  cette  courbe  est  désignée  par  ABC;  dans  chacun 
de  ses  points  le  plan  tangent  sera  normal  à  XOZ. 

Ensuite  on  aura  y  =  0  pour  «  =  ^  ;  on  obtient  encore  l'axe  OX, 

lequel,  dans  l'intersection  de  la  surface  avec  ZOX,  ne  devra  être 

compté  que  quatre  fois,  parce  que  ce  plan  n'est  tangent  à  la  sur- 

3 
face  que  dans  les  deux  points  a;  =  0  et  x  =  ^a  de  l'axe  OX. 

Enfin  on  aura  y  =  0,  quand  entre  g  et  u  existe  la  relation  : 
ç2  4-2-h(?*  -h4^2^2)cos2a=0 

En  substituant  cette  expression  dans  les  formules  (3),  on  trouve: 
.=  -»(... 4,.).      V  =  0.       .■  =  ^'i-i|;*^^  (11) 
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La  courbe,  définie  par  ces  équations,  sera  une  courbe  du  sixième 
ordre,  symétrique  par  rapport  à  OX.  Dans  l'origine  des  coordon- 
nées 0  elle  aura  un  point  double  ;  les  tangentes  aux  deux  branches 
de  la  courbe,  passant  par  y,  seront  les  deux  droites  Z  =  ±  X  i.^  3.  La 
droite  JC=a  sera  une  asymptote  de  la  courbe,  laquelle  rencontre 
Taxe  OX^  hors  de  0  en  un  seul  point  (non  situé  à  Tinfini),  le  point 

3 

X  =  2  «.  A   partir  de  ce  point,   la  courbe  ne  s'étend  que  dans  la 

direction  négative  de  l'axe  OX. 

Cette  courbe  du  sixième  ordre,  dont  l'équation  en  coordonnées 
rectangulaires,  obtenue  par  l'élimination  de  ^^  entre  les  équations 
(11),  est: 

sera  une  ligne  double  de  la  surface,  le  lieu  géométrique  de  deux 
des  points  doubles  des  courbes  q^  =  C.  (le  lieu  du  troisième  point 
double  de  ces  courbes  sera  l'axe  OX).  En  effet,  dans  chaque  point 
de  la  courbe  (11),  la  surface  aura  deux  plans  tangents.  Si,  dans 
les  formules  (11),  on  donne  à  q  successivement  deux  valeurs  égales, 
mais  de  signes  différents,  et  à  a  deux  valeurs  (satisfaisant  à  l'équa- 
tion 4)  dont  l'une  est  le  supplément  de  l'autre,  on  obtiendra  le 
même  point  de  la  surface  Les  plans  tangents  correspondants  seront 
diftérents  suivant  que  l'on  fait  correspondre  ce  point  aux  valeurs 
(p,  «)  ou  ( — Q,7t  —  a)  des  paramètres;  dans  chaque  point  de  la 
courbe  on  aura  par  conséquent  deux  plans  tangents,  ou  bien,  par 
la  courbe  (11)  passent  deux  nappes  de  la  surface. 

Ces  deux  nappes  de  la  surface,  passant  par  un  point  quelconque 
de  la  courbe,  ne  seront  pas  toujours  réelles;  la  courbe  considérée 
ne  sera  qu'en  partie  une  courbe  double;  Tautre  partie  sera  une 
courbe  isolée  de  la  surface.  Si  l'on  donne  à  c^^  toutes  les  valeurs 
possibles  entre  0  et  -4-  oo ,  ou  obtient  les  deux  branches  de  la 
courbe,  qui,  à  partir  du  point  double  0,  s'étendent  dans  la  direc- 
tion négative  de  Taxe  OX;  elles  sont  symétriques  par  rapport  à 
OX.  Dans  la  figure  1  ces  deux  branches  sont  désignées  par  OP  et 
OQ.  Dans  tout  point  de  ces  deux  branches  les  plans  tangents  seront 
réels;  ou  bien  par  tout  point  de  OP  et  OQ  passent  deux  nappes 
réelles  de  la  surface. 

En  donnant  à  q^  les  valeurs  entre  0  et  — 2 -i-  i.'^2( — 0,586..) 
on  obtient  les  deux  branches  de  la  courbe,  qui  s'étendent  à  partir 
de  0  jusqu'à  l'asymptote  ;t'  =  a;  ce  sont  les  deux  branches  OP,  et 
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OQi  de  la  figure  1.  Enfin  en  donnant  k  q^  les  valeurs  entre  —  3 
et  —  2  —  l^  2  ( —  3,414 . . .)  on  obtient  une  dernière  branche  de  la 
courbe,   la  branche  Pj  ^02  ^^  ^^  figure  1,  qui  se  trouve  à  droite 

de  Tasymptote  a;  =  a  et  rencontre  Taxe  OX  en  D  (x  =  ^  a). 

Pour  des  valeurs  de  q^  <— 2  —  V^2  ou  bien  entre  —  2  +  1^2 
et  —  3,  on  n'obtiendra  pas  de  points  réels  de  la  surface. 

Les  branches  OP^^  OQj  et  P^DQi  de  la  courbe  (11)  seront  des 
courbes  isolées.  Pour  chaque  point  situé  sur  une  de  ces  branches 
Q  et  C05  a  auront  des  valeurs  imaginaires  ;  dans  Téquation  du  plan 
tangent  les  coefficients  de  X  et  de  Z  seront  imaginaires,  tandis  que 
celui  de  Y  sera  réel;  les  deux  nappes  de  la  surface,  passant  par 
ce  point,  ne  seront  donc  pas  réels. 

Tandis  qu'en  général  en  tout  point  de  OP^^  OQ^  et  P^DQ^  les 
deux  plans  tangents  seront  imaginaires,  il  y  a  un  point  de  ces 
branches,  le  point  D  correspondant  aux  valeurs  des  paramètres 

e^=  —  3,  a  =  ^  ^  pour  lequel  ces  deux  plans  imaginaires  coïncident 

avec  le  plan  réel  ZOX.  Par  ce  point  passent  deux  courbes  réelles 
de  la  surface.  Taxe  OX  et  la  courbe  P2DQ^]  les  tangentes  réelles 
de  ces  deux  courbes  au  point  D  déterminent  le  plan  tangent  réel 
en  D.  En  outre  par  le  point  D  passent  encore  deux  nappes  réelles 
de  la  surface. 

Sur  la  ligne  double  (11)  se  trouvent  deux  points  G  et  H,  dans 
lesquels  les  deux  plans  tangents  do  la  surface  coïncident;  ces  deux 
points  seront  par  conséquent  des  pinch-points.  Parce  que,  en  un 
point  quelconque  de  la  ligne  double  les  deux  plans  tangents  sont 
symétriques  par  rapport  à  ZOX,  ils  ne  peuvent  coïncider  que  pour 
un  point  de  cette  courbe,  où  le  plan  tangent  est  normal  à  ZOX. 

Dans   ce   point  on  aura  donc  «  =  ^  et  d'après  les  formules  (11) 

ç^  =  — 1-1-1/3.  Les  coordonnées  des  deux  pinch-points  seront 

x=z  —  a  1/3 ,      y  =  0,      «2  _  4  ^2  (1/3  —  1). 

Ces  points  se  trouvent  sur  le  cône  de  révolution,  qui  enveloppe 
la  surface  suivant  la  courbe  e^  =  —  1  +  ^3. 

En  résumant  ce  qui  précède,  on  a  que  Tîntersection  de  la  sur- 
face minima  avec  le  plan  XOZ  se  compose  de:  1.  la  droite  qua- 
druple OX,  2.  la  quartique  plane  (8)  et  3.  la  ligne  double  du 
sixième  ordre  (12).  Cette  intersection  sera  donc  du  vingtième  ordre. 
Archives  v.  43 
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c.  Intersection  avec  YOZ.  On  aura  a;  =  0,  par  conséquent: 

1  +  (/^  -^  2)  cos  2  a  4-  ^  (ç*  +  4  «2  +  2)  co«4  «  =  0. 

L'équation  de  Tintersection  en  coordonnées  rectangulaires  s'ob- 
tient, en  éliminant  les  deux  paramètres  ç  et  a  entre  cette  relation 
et  les  deux  dernières  formules  (3).  On  pourrait  aussi,  exprimer 
y  et  z  en  fonction  d'un  seul  paramètre  q  ou  a  en  éliminant  l'autre 
au  moyen  de  la  relation  x  =  0.  Parce  que  les  résultats  obtenus 
nô  se  présentent  pas  dans  une  forme  assez  simple,  l'étude  de  cette 
intersection  ne  sera  pas  poussée  plus  loin. 

VIL  Construction  des  courbes  a  =:  C  et  q^  =  C. 

Des  équations  (5)  résulte,  que  les  projections  des  courbes  a  =  C 
sur  le  plan  XO useront  des  paraboles,  dont  Téquation: 
j  Ycos4a  —  {X—  a)Mn4a| 2  =  2asin2a  j  lcos2a  —  {X—  2a)sin2a\{5) 
pourra  être  écrite: 

/ï  ^ 

\X--^'^(i(^s4a\^'b\Y+asin4:a\^=\{X—a)cos4ta'^Ysi7iÂa'i'^a\^. 

Les  coordonnées  du  foyer  de  cette  parabole  seront: 
ic,  =2  —  acos4a,        2/i  =^  —  asinéa 

tandis  que  l'équation  de  la  directrice  sera: 

3 

{X —  a)  C05  4  a  H-  Ysin  4  a  -h  -^  a  =  0. 

Le  lieu  géométrique  des  foyers  des  paraboles,  qui  correspondent 
aux  différentes  valeurs  de  a  sera  donc  un  cercle,  dont  l'équa- 
tion est: 

tandis  que  les  directrices  de  ces  paraboles  enveloppent  un  second 
cercle  : 

L'équation  de  l'axe  de  la  parabole  (5')  étant  Y8inia—(X—%)  cosia—0, 
les  axes  des  difiérentes  paraboles  passent  tous  par  un  même  point 
(  2  ,  0),  le  centre  du  cercle,  lieu  des  foyers  des  paraboles. 
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La  parabole  (5')  passe  par  les  deux  points,  dont  les  coordon- 
nées sont: 

x=       2 a (1  H-  C05 2 a)  C05 2 a,  y=      2a(l  -h  cas 2a) 8in2 a, 

»  =  —  2 a  (1  —  C03 2 «)  C05 2 a,  y  =  —  2 a (1  —  cos2a)sm2a. 

c.  à  d.   par  les  points   d'intersection  de  la  cardioïde  donnée  dans 
le  plan  XOY  et  d'une  droite  par  0,  faisant  un  angle  2  a  avec  OX. 
Enfin  la  parabole  passe  encore  par  le  point  d'intersection  des 
deux  droites: 

Ycos4:a  —  {X  —  a)  m  4  a  =  0, 
Yco8  2a  — (Y  — 2  a)  sin2  a  =  0. 

Ce  point  sera  l'un  des  points  d'intersection  du  cercle 
(X  —  a)^  +  Y^=za^  et  du  diamètre  de  ce  cercle,  parallèle  à 
Taxe  de  la  parabole. 

De  ces  remarques  on  déduit  la  construction  suivante  de  la  pa- 
rabole, projection  sur  XOY  d'une  courbe  a  =  C.  (Voir  la  figure  2). 

Dans  le  plan  XOY  on  construit  d'abord  la  cardioïde  de  ce  plan, 
en  décrivant  un  cercle,  dont  le  point  A  {OA=a)  est  le  centre, 
tandis  que  le  rayon  est  a.  Si  Ton  mène  par  0  tous  les  rayons 
vecteurs  possibles  et  si,  sur  chaque  rayon,  à  partir  de  son  point 
d'intersection  P  avec  le  cercle,  on  prend  un  segment  égal  à  2a, 
le  lieu  des  extrémités  Pj  et  P^  de  ses  segments  sera  la  cardioïde. 

Pour  construire  la  parabole,  on  mène  par  0  une  droite  OP^ 
telle  que  l'angle  de  cette  droite  avec  OX  soit  égal  à  deux  fois 
l'angle  donné  a.  Les  intersections  Pj  et  Pj  de  cette  droite  avec 
la  cardioïde  seront  des  points  de  la  parabole.  La  droite  PA  fera 
OX  un  angle  4a;  le  point  d'intersection  Q  de  cette  droite  et  du 
cercle  OA  sera  donc  un  troisième  point  de  la  parabole.  Une  droite 

par  J!f(01f=rô),  parallèle  à  PQ  sera  l'axe  de  cette  courbe,  le 

point  d'intersection  F  de  cette  droite  avec  le  cercle  décrit  du  point 
M  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  a,  sera  le  foyer  de  la  para- 
bole,  tandis  qu'une  tangente   GH  du  cercle,  décrit  de  A  comme 

3 
centre  avec  un  rayon  ^  a,  telle  que  cette  tangente  soit  normale  à 

PQ,  sera  la  directrice  de  la  parabole.  De  ces  données  on  déduit 
immédiatement  la  construction  de  la  parabole  entière,  projection 
de  la  courbe  a  =  C,  (où  2C  =  P0Jl),  ainsi  que  celle  toutes  les 
paraboles  analogues. 

La  parabole  construite  est  non  seulement  la  projection  sur  XOY 

43* 
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de  la  courbe  a  =  C,  mais  aussi  de  a  =  tt  —  G,  parce  que  réquation  (5) 
ne  varie  pas  en  substituant  n  —  a  k  a. 

Pour  déterminer  la  projection  de  la  courbe  a  =  C  sur  le  plan 
ZOX,  considérons  la  seconde  des  équations  (5) 

Z^  =Sacota  j  {X  —  a)  sine  a  —  Y  cas  4:  a  —  2asin2a\.      (5*) 

L'équation  (5")  représente  un  cylindre  parabolique,  dont  les  gé- 
nératrices sont  parallèles  à  l'axe  de  la  parabole  (5');  une  de  ces 
génératrices,  intersection  du  cylindre  avec  le  plan  XOY,  sera  la 
droite  PiN^,  passant  par  le  point  Pj.  Ce  cylindre  sera  symétrique 
par  rapport  à  XOY;  un  plan  par  P^  normal  aux  génératrices  déter- 
minera comme  intersection  avec  le  cylindre  une  parabole,  dont 
la  droite  PiL^,  normale  à  P^N^  sera  l'axe,  P^  le  sommet,  tandis 
que  le  paramètre  de  cette  parabole  sera  égale  h  4  a  cota. 

L'intersection  do  ce  cylindre  avec  un  plan  normal  à  XOY  et 
passant  par  P^O,  la  normale  de  la  cardioïde  au  point  P^,  laquelle 
normale  fait  un  angle  «  avec  les  génératrices  du  cylindre,  sera  une 
parabole  dont  le  sommet  se  trouve  encore  en  Pj,  tandis  que  P^Q 
sera  Taxe;  la  grandeur  du  paramètre  de  cette  parabole  sera 
Racola  .  sin  a  =  4 a co5 a.  Si  l'on  rabat  le  plan  de  cette  courbe 
autour  de  P^Q  sur  le  plan  A'OF,  la  directrice  de  la  parabole  ra- 
battue sera  une  droite  parallèle  à  PiRn  la  tangente  de  la  cardioïde 
en  Pj  et  dont  la  distance  à  Pjfli  sera  2acosa;  dans  la  figure  2 
on  voit  immédiatement,  parce  que  P,  Fj=2acosa,  que  cette 
directrice  sera  la  droite  PV^.  Le  foyer  de  la  parabole  rabattue  se 
trouve  en  W^  sur  PjQ,  à  une  distance  2aco5«  de  P.  De  ces  don- 
nées on  déduit  une  construction  simple  de  la  courbe  rabattue  Pj-Bj. 

Parce  que,  K^  étant  la  projection  sur  XOY  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe  a  =  C,  la  génératrice  du  cylindre,  passant  par 
ce  point  se  projettera  suivant  K^C^  sur  le  plan  XOY  et  parce  que 
tous  les  points  de  cette  génératrice  ont  la  même  distance  à  XOYy 
ByC^  sera  cette  distance. 

La  projection  sur  XOZ  de  ce  point  de  la  courbe  a  =  C^  dont  la 
projection  sur  XOY  se  trouve  en  K^^  sera  donc  le  point  jST,'  ou 
K^*\  K^'  Tc^  =  K/'  k^  étant  égal  k  B^C^.  De  cette  manière  simple  on 
obtient  la  projection  entière  de  la  courbe  az=  C  sur  le  plan  XOZ. 
Dans  la  figure  2  non  seulement  les  projections  sur  XOY  et  XOZ 
de  la  courbe  u  =  C  (où  2  6^=  POX)^  mais  aussi  celles  de  la  courbe 
a  =  TT  —  C  ont  été  construites. 

Quant   à  la  projection   de   cette   courbe  sur   le  plan  XOY^  on 
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peut  encore  faire  la  remarque  suivante.  L*équation  (5")  peut  s'écrire 
Z^  =  8  ai  coi  a  où  l  représente  la  longueur  de  la  perpendicu- 
laire sur  PiN^  abaissée  d'un  point  quelconque  de  la  projection 
sur  XOY  de  la  courbe  a  =  C.  Pour  que  Z  soit  réel,  il  faut  que  l 
soit  positif  ou   négatif,  suivant  que  les  valeurs  de  «  sont  >  ou 

<  J.  La  perpendiculaire  de  0  sur  PjiVj  est  négative  pour  «  <'o 

et  positive  pour  «  <  9  •  -^î^^si  pour  obtenir  des  valeurs  réelles  de 

Z  et  des  points  correspondants  réels  de  la  courbe  az=Cf  il  faut 
que  les  projections  de  ces  points  sur  XOY  ne  se  trouvent  pas, 
par  rapport  à  la  droite  PiN^,  du  même  côté  que  le  point  0,  c.  àd. 
la  partie  réelle  de  la  courbe  a  =  C  se  projette  sur  XOY  suivant  la 
partie  PiK^  de  la  parabole.  De  même  les  points  réels  de  la  courbe 
a  =  71  —  G  auront  leurs  projections  sur  XOY  sur  la  partie  ^2^2  ^® 
la  parabole.  Sur  la  partie  P^QP^  de  cette  parabole  ne  se  trouve 
donc  la  projection  d'aucun  point  réel  des  courbes  a  =  Cou  a  =  71  —C. 

Afin  de  construire  le  plan  tangent  de  la  surface  minima  dans 
un  point  {K^K^')  de  la  courbe  a  =  C^  on  sait,  d'après  IV,  que  la 
droite  d'intersection  de  ce  plan  avec  XOY  sera  parallèle  à  P|iî,. 
La  tangente  de  la  parabole  rabattue  au  point  B^  coupe  Taxe  P,Q 
de  cette  parabole  en  un  point  D;  la  droite  DE^  menée  par  D 
parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  sera  donc  la  droite  d'in- 
tersection du  plan  XOY  avec  le  plan  tangent  au  cylindre  suivant 
la  génératrice,  passant  par  le  point  {K^K^').  Le  point  d'intersection 
E  de  cette  droite  avec  K^  E,  la  tangente  en  iT,  à  la  parabole  (5') 
sera  donc  le  point  où  la  tangente  en  (iT, ' K^)  à  la  courbe  a  =  C 
rencontre  le  plan  XOY,  tandis  que  la  droite  par  E,  parallèle  à 
PiRi  sera  la  droite  d'intersection  avec  XOY  du  plan  tangent  de 
la  surface  minima  au  point  {K^K^').  Ce  plan,  dont  on  connaît  un 
point  et  une  droite,  sera  donc  pleinement  déterminé. 

Pour  construire  une  des  courbes  q^  =  C,  on  remarque  d'abord 
que  la  projection  de  chacune  de  ces  courbes  sur  le  plan  XOY 
sera  un  limaçon  de  Pascal,  défini  par  les  équations  (10).  Du  point 
A{OA  =  a)  comme  centre  (voir  la  figure  3),  décrivons  un  cercle, 
dont   la   rayon    AB   est   quelconque;    d'après  (10)   on  aura  donc 

AB  =  ^  (o*  H-  4(>2  -h  2).   Menons  par  le  point  B  tous  les  rayons 

vecteurs  possibles  et  sur  chacun  de  ces  rayons  vecteurs,  à  partir 
de  son  point  d'intersection  avec  le  cercle,  prenons  un  segment 
égal  à  a{Q^  -h  2).  Afin  de  trouver  la  longueur  de  ce  segment,  ob- 
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servons  que  BC  =:  AB  -^  AC=^  ^-  (q^  +2)^;    le   segment   cherché 

sera  donc  une  moyenne  proportionnelle  entre  BC  et  OC  =  2  a; 
cette  moyenne  se  construit  immédiatement  en  CD.  En  prenant  ce 
segment  sur  le  rayon  vecteur  OP,  à  partir  de  P,  le  lieu  géomé- 
trique des  extrémités  P,  et  P 2  de  ces  segments  sera  le  limaçon 
de  Pascal,  projection  sur  XOZ  de  la  courbe  ('^  ==  C,  laquelle  corres- 
pond à  la  valeur  de  q^  qu'on  déduit  de  l'équation  ^  (?*  +4ci*  -+-2)=il£. 

La  distance  au  plan  XOY  du  point  de  la  courbe  q^  =z  C^  qui  se 
projette  en  P,  sera  déterminée  par  l'expression  2  =  4  a  ^  co5  a,  où  2  a 
est  égal  à  l'angle  P,BX  Soit  CE  =  CD,  on  aura  0E=  CE—  OC=aQ^) 
ainsi  quand  0G=^4a  la  moyenne  proportionnelle  Ofl"  entre  OJE  et 
OQ  c.  à  d.  entre  aç^  et  4  a  rera  2aç.  En  décrivant  du  point  B 
comme  centre,  un  cercle  dont  le  rayon  est  OH  =  2  a  (?,  ce  cercle 
déterminera  avec  la  droite  PjPj  deux  points  d'intersection  Q^  et 
Q2.  En  joignant  ces  points  à  L,  Q^L  et  Qj^  seront  les  distances 
des  points  de  la  courbe  q^  ^  C,  qui  sur  XOY  se  projettent  en  Pj 
et  Pj,  à  ce  plan.   En   eflfet,  puisque  l'angle  PBX  est  égal  à  2a, 

on  aura  LQ^B='^^  donc  LQ,  =4aocoa«  et  LQ^  =4ao  cas — ^ — . 

De  cette  manière  on  obtient  immédiatement  les  projections  de  la 
courbe  q^  =^  C  sur  les  plans  XOZ  et  YOZ  (figures  3  et  4). 

Les  plans  tangents  de  la  surface  minima  aux  différents  points 
de  la  courbe  q^  —  C  font  tous  le  même  angle  avec  le  plan  XOY\ 
le  cosinus  de  cet  angle  sera: 

(>(g^+3)   _ agMg^-h3) 

La  grandeur  de  cet  angle  se  déduit  d'une  manière  très  simple 
de  la  figure  3.  En  joignant  le  point  F  du  limaçon  au  point  Jf  du 
cercle  BQ^y  Tangle  MBF  étant  droit,  on  obtient  l'angle  cherché  en 

MFB.  Car  Bi^  =  5^  -  0^ -h  Oi^=|-((?*  +  4(?«H-2)-H  |((?*-h2ci2-2) 

=  a  e^  ((?2  +3).  _ 

Donc    MF=^  ^BF^  -*-  3/fi^  =  ^4a2o?-haî  o*(ç24-3)^   De  là 

résulte  que  MFB  est  en   effet  l'angle  des  plans  tangents  de  la 

courbe  considérée  q^  =  C  avec  XOY. 

Au  moyen  des  constructions  précédentes  des  courbes  a  =  C  et 

Q^  =  C,  on  pourra,  sans  trop  de  difficultés,  construire  un  modèle  de  la 

surface  minima,  admettant  comme  ligne  géodésique  une  cardioïde 
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VIII.  Les  courbes  minima  de  la  sv/rface. 

D'après  Lie  *)  toute  surface  minima  peut  être  regardée  comme 
une  surface  de  translation  c.  à  d.  comme  une  surface,  pouvant  être 
engendrée  en  donnant  à  une  certaine  courbe  donnée  un  mouve- 
ment de  translation  tel,  qu'un  point  de  la  courbe  parcourt  une 
seconde  courbe  donnée.  Chaque  point  de  la  première  courbe  dé- 
crira dans  ce  cas  une  courbe,  congruente  à  la  seconde.  La  même 
surface  peut  être  obtenue,  en  donnant  à  la  seconde  courbe  un 
mouvement  de  translation  tel  que  le  point  commun  aux  deux 
courbes  parcourt  la  première.  Sur  toute  surface  de  translation  se 
trouvent  par  conséquent  deux  systèmes  de  courbes  telles,  que  les 
courbes  appartenant  à  un  même  système  sont  congruentes  et  peu- 
vent coïncider  au  moyen  d'une  translation  opportune.  Dans  le  cas 
d'une  surface  minima  les  deux  systèmes  de  courbes  seront  des 
courbes  minima  c.  àd.  des  courbes  imaginaires,  dont  les  tangentes 
ont  toutes  un  point  de  commun  avec  le  cercle  imaginaire  de  l'in- 
fini, par  conséquent  des  courbes,  définies  par  l'équation  dijfféren- 
tielle  dx^  -h  dy^  -h  dz^  m  0. 

Pour  que  la  surface  minima,  engendrée  par  la  translation  d'une 
courbe  minima,  dont  un  point  (et  par  conséquent  tous  les  points) 
parcourt  une  autre  courbe  minima  soit  réelle,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  deux  systèmes  de  courbes  minima  de  la  surface  soient 
composés  de  courbes  conjuguées.  On  obtient,  l'équation  d'une 
courbe  minima  étant  donnée,  celle  de  la  courbe  minima  conjuguée 
par  le  changement  de  -f  i  en  —  i. 

Pour  déterminer  ces  courbes  sur  la  surface  minima,  admettant 
comme  ligne  géodésique  une  cardioïde,  on  déduit  des  formules  (3) 
une  expression  de  Télément  linéaire  sur  cette  surface.  Cet  élément 
sera  défini  par  la  formule: 

ds^==Edu^  +  2FdadQ'hGdQ\ 
où 

«  =  (!)'+  (I)V(I)'  =4.H.>+1)'V+  400..», 


•)  S.  Lie,  Beitrilge  zur  Théorie  der  MinimalflOchcn.  Mathematische  Annalen, 
Bd.  XIV  und  XV. 
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Par  conséquent  on  aura: 

ds^  =4a^Q^+iy{Q^-i-4œs^a)\{Q^^4)da^-i-dQ^\.       (13) 

Les  courbes  minima  de  la  surface  minima  considérée  seront  donc 
définies  par  l'équation  dififérentîelle  : 

{Q^^4)da^-^dQ^=0  (14) 

si,  provisoirement,  on  fait  abstraction  des  deux  facteurs  (o*+l)- 
et  ç^-h  Acos'^a.  L'intégrale  générale  de  Téquation  (14)  sera: 

ç  =  Ce'"—  -^e-*\  (15) 

C  étant  une  constante  arbitraire   Si,  au  lieu  de  q  on  introduit  de 
nouveau  le  paramètre  r  des  formules  (2)  où t  =:  q,  cette  équ- 


ation  dé  viendra: 

1  _ 

r 

r  = 

Ce'"- 

1  _ 

i.< 

De  la  résulte: 

r 

1     . 

-in 

ou 

r  = 

r\  (16) 

Par  conséquent  les  deux  équations  r  6*"  =  C  ou  r  e""'"  =  C  définissent 
les  deux  systèmes  de  courbes  minima  conjuguées  de  la  surface. 

Ce  qui  précède  fournit  d'abord  un  moyen  simple  d'exprimer  les 
coordonnées  d'un  point  de  la  surface  en  fonction  des  paramètres 
des  courbes  minima.  Si  l'on  pose  ré'*z=,t  etre~*'  =  ij,  les  deux 
équations  <=  C  et  t^z=C  définiront  les  deux  systèmes  de  courbes 
minima.  En  introduisant  ces  deux  nouveaux  paramètres  t  et  /, 
dans  les  fornmles  (3)  au  lieu  des  paramètres  r  et  a,  on  obtiendra 
les  coordonnées   d'un  point  de  la  surface,  exprimées  en  /  et  f,  : 


4  <*  4  «, 


t 


^  4«»  4<,«  1       V    / 

t  «, 

Pour  obtenir  les  points  réels  de  la  surface,  on  n'a  qu'a  donner  des 
valeurs  complexes  conjuguées  aux  deux  paramètres  t  et  t^. 
Comme  les  formules   (17)  ne  changent  pas  quand  on  remplace 

t  et  t^  successivement  par  —  T  ^^  — 7  >   ^^^   deux   systèmes  de 


DU   VINGTIÈME   ORDRE.  323 

courbes  minima  de  la   surface  seront  composés  des  mêmes  cour- 
bes ;  la  courbe  <  =  C  du  premier  système  coïncidera  avec  la  courbe 

<i  =  — -p  du  second,  ce   qui  résulte  d'ailleurs  des  formules  (16). 

On  peut  faire  coïncider  une  courbe  minima  appartenant  à  un 
des  systèmes  avec  toute  autre  courbe  appartenant  au  même  système. 
Les  deux  systèmes,  contenant  les  mêmes  courbes  et  ne  formant 
par  conséquent  qu'un  seul  système  irréductible,  on  peut,  par  une 
translation  opportune  faire  coïncider  chaque  courbe  minima  de  la 
surface  avec  la  courbe  conjuguée  La  surface  minima  considérée 
appartient  donc  à  cette  famille  de  surfaces  minima  auxquelles 
Lie  ')  a  donné  le  nom  de  surfaces  doubles. 

Afin  d'étudier  les  courbes  minima  de  la  surface,  prenons  en  une 
p.e.  celle  qu'on  obtient  en  prenant  i,  =  1.  En  fonction  du  seul 
paramètre  t  les  coordonnées  d'un  point  de  cette  courbe  seront 
exprimées  par  les  formules 

y  =  m  '- -L-S 1  (18) 

t  ! 

Elle  est  du  huitième  ordre;  un  plan  quelconque  a  huit  points 
de  commun  avec  la  courbe.  Le  plan  de  l'infini  n'a  de  commun 
avec  cette  courbe  que  les  deux  points,  qui  correspondent  aux  va- 
leurs 0  et  cx)  du  paramétre  t;  chacun  de  ces  points  devra  être 
compté  quatre  fois  dans  l'intersection  de  la  courbe  avec  ce  plan. 
Un  plan  quelconque,  parallèle  à  XOY  coupe  la  courbe  en  deux 
points,  lesquels  correspondent  à  des  valeurs  finies  du  paramètre 
tj  tandis  que  les  autres  points  coïncident  avec  les  points  à  l'infini 
de  la  courbe;  ces  derniers  points  devront  donc  être  comptés  trois 
fois  dans  l'intersection  de  la  courbe  avec  un  plan  quelconque, 
parallèle  à  XOY. 

La  courbe  (18)  est  symétrique  par  rapport  à  XOY,  parce  que 
deux  valeurs  égales  et  de  signes  différents  donneront  des  points 
symétriques  par  rapport  à  ce  plan  Elle  a  quatre  points  singuliers 
qui  seront  des  points  de  lebroussement  de  la  courbe.  En  effet  des 
équations  (18)  résulte: 


ï)  Lie.  Mathematische  Annalen,  Bd.  XIV,  Seite  846. 
Archives  v.  44 
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dx_  (l  +  <»)(l-<6) 

dy             .  (1  +  <n  (1  +  <«) 
dt'=-''" 1^ 

Aux   points   <  =  -h  i,   t  =  —  i,   ^  ®t  ^^  i  ^  >  gf  ®*  ^/  (*^  P^"^t 

inroo  seulement  les  deux  derniers)  seront  donc  nuls  ou  infinis; 
ces  points  seront  des  points  singuliers  de  la  courbe  (18). 

Les  coordonnées  rectangulaires  des  deux  points,  correspondant 
aux  valeurs  <  =  ±  i  des  paramètres  seront  :  2  a,  0,  hF  4  ai  ;  les  deux 
autres  points  singuliers  seront  les   points  à  Tinfini  de  la  courbe. 

Les  équations  de  la  tangente  et  du  plan  osculateur  de  la  courbe 
au  point  t  seront: 

X-x  _    Y— y   _  Z^z  \ 

1_<6  -i(i^f6)  -  2  «3  f     (19) 

et         (X— a;)  (!  —  <«)  + (y-  y)i{\  +  t^)-^{Z  —  z)2t^=0.  ^ 

Au  point  <=  +  i  la  tangente  sera  donc  la  droite  :  î^^O,  X  ~  iZ-i-2a=0, 
tandis  que  la  seconde  de  ces  équations  représente  le  plan  oscula- 
teur en  ce  point.  Parce  qu'un  plan  quelconque,  excepté  le  plan 
osculateur,  passant  par  la  tangente,  a  huit  points  de  commun 
avec  la  courbe,  dont  trois  coïncident  avec  le  point  <  =  -+-  i,  ce  point 
sera  un  point  de  rebroussement  de  la  courbe.  De  même  le  point 
t  =  — i  sera  un  point  de  rebroussement;  dans  ce  point  X-\riZ-^2a'=0 
sera  le  plan  osculateur,  tandis  que  l'intersection  de  ce  plan  avec 
y  =  0  sera  la  tangente  de  la  courbe  au  point  t  =  —  i. 

Pour  le  point  <  =•  0,  un  des  points  à  l'infini  de  la  courbe,  Téqua- 

tion  du  plan  osculateur  deviendra  X  -hiY=  ^^  .  Ce  plan  coupe  la 

courbe  en  huit  points,  dont  six  coïncident  avec  le  point  t=0, 
tandis  que  les  deux  autres  correspondront  aux  valeurs  <  =  ±i  1^2"  du 
paramètre.  La  tangente  en  ce  point  sera  entièrement  à  l'infini, 
tandis  que  des  points  d'intersection  de  tout  plan,  passant  par  cette 
tangente,   avec  la  courbe,  quatre  coïncideront  avec  le  point  t  =  0. 

De  même  au  point  f  =  oo  le  plan  osculateur  sera  X  —  iY=  -^i  des 

points  d'intersection  de  ce  plan  avec  la  courbe,  six  coïncideront 
avec  le  point  <  =  x ,  tandis  que  les  deux  autres  points  correspon- 
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dent  aux  valeurs    t  =  ±^U"2  du  paramètre.   La  tangente   en  ce 

point  sera  une  droite  de  l'infini  ;  un  plan  quelconque,  passant  par 
cette  tangente  aura  au  point  «  ==  oo  quatre  points  d'intersection 
de  commun  avec  la  courbe. 

Dans  les  deux  points  <  =  0  et  <  =  oo ,  lesquels  d'après  ce  qui 
précède  ne  sont  que  les  points  circulaires  à  l'infini  du  plan  XOT, 
les  tangentes  de  la  courbe  seront  aussi  des  tangentes  du  cercle 
imaginaire  de  l'infini. 

Quand,  par  sa  translation,  la  courbe  minima  (18)  engendre  la 
surface  minima,  tout  point  de  cette  courbe  décrira  une  autre 
courbe  minima  de  la  surface.  Les  points  <  •—  ±  i,  points  de  re- 
broussement  de  la  courbe  (18)  décriront  aussi  de  ces  courbes.  On 
obtiendra  Téquation  de  ces  courbes  en  substituant  t=  ±i  dans  les 
équations  (17)  ou  bien  en  prenant  C=±i  dans  l'équation  (15). 
De  cette  manière  on  obtient  une  intégrale  particulière  de  l'équation 
différentielle  (14)  des  courbes  minima.  Elle  sera: 

ou  Q^  -h  4co8^  a  =  0. 

Cette  équation  définit  le  lieu  géométrique  des  points  de  rebrous- 
sement  de  toutes  les  courbes  minima  de  la  surface. 

IX.  Classe  et  rang  des  courbes  minima.  Dans  l'équation  (19)  du 
plan  osculateur  en  un  point  t  de  la  courbe  minima  (18),  ce  para- 
mètre entre  au  sixième  degré.  Par  un  point  quelconque  de  l'espace 
passent  donc  six  plans  osculateurs  de  la  courbe;  par  conséquent 
elle  sera  de  la  sixième  classe. 

Pour  trouver  le  rang  de  la  courbe  c.  à  d.  l'ordre  de  la  sur- 
face développable,  formée  par  ses  tangentes,  prenons  une  droite 
quelconque  : 

X=aZ-hp,         Y=pZ-hq, 

et  déterminons  le  nombre  des  tangentes  de  la  courbe,  lesquelles 
ont  un  point  de  commun  avec  cette  droite. 

Pour  le  point  d'intersection  de  cette  droite  et  de  la  tangente  de 
la  courbe  au  point  (z,  y,  z)  on  aura: 

a  Z-^p  —  x  _fi  Z  -h  q—  y  _Z  —  z 
dx  dy  dz 

Substituons  à  a;,  y,  z,  ainsi  qu'à  dx,  dy  et  dz  leurs  expressions  en 
«,  on    trouve  que  la  valeur  de  Z,  correspondant  au  point  d'inter- 

44'^ 
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section  de  la  droite  et  de  la  tangente  doit  satisfaire  aux  deux 
équations  : 

4(aZ+2>-2a)f^— a(l  +  t2)2(l-^<^)<_4(/?Z-^g)<5-a^(l  +  <^)^(l-<*)  _ 

_Zt^—2a{\—V')t 
~  2(1  +  «2  )  ' 

Dans  ces  équations  on  peut  supprimer  le  facteur  commun  1h-<- 
des  dénominateurs  et  t  des  numérateurs  parce  que  ces  facteurs 
déterminent  des  points  de  la  courbe  (les  points  singuliers)  entière- 
ment indépendants  de  la  position  de  la  droite  quelconque,  lesquels 
par  conséquent  ne  correspondent  pas  à  des  points  d'intersection 
de  la  droite  et  d'une  des  tangentes  de  la  courbe.  En  éliminant  Z 
entre  les  deux  dernières  équations,  on  obtient  de  l'équation  résul- 
tante les  valeurs  de  <,  correspondant  à  des  tangentes  ayant  un 
point  de  commun  avec  la  droite   Cette  équation  sera: 

t^-\~1at^—\    _  — 3a<^-H6a<«-f(2a— 4j?)f*4-6a<^— 3a 

Après  réduction,  les  termes  en  <'*,  <*^,  t^  et  f  disparaissant  de 
l'équation,  elle  sera,  en  supprimant  le  facteur  t^,  du  huitième 
degré  en  t.  Par  conséquent  il  y  a  huit  tangentes  de  la  courbe 
minima  qui  ont  un  point  de  commun  avec  une  droite  quelconque; 
la  courbe  sera  donc  du  huitième  rang. 

La  surface  développable,  formée  par  les  tangentes  de  la  courbe 
minima  passera  par  le  cercle  imaginaire  de  l'infini.  Pour  déter- 
miner si  ce  cercle  est  une  courbe  simple  ou  bien  une  courbe  mul- 
tiple de  la  surface,  ou  bien,  combien  de  tangentes  passent  par  un 
point  quelconque  de  ce  cercle,  prenons  le  point  à  l'infini  de  la 
droite  : 

a  ~  ft~  y' 
Ce    point   se   trouve    sur  le   cercle  imaginaire   de  l'infini,   quand 
a24-/?2-fy2  ^0.  Par  ce  point  passera  une  tangente  de  la  courbe,  si 

^ ày dz 

De  ces  deux  dernières  équations,  l'une  dépendra  de  l'autre,  parce 
qu'on  a  dx'^  +  dy^  -i-  cfe^  =  0  et  «^  ^  yy2  _^  j,2  —  o.  Remplaçant 
dxy  dy  et  dz  par  leurs  expressions  en  t,  on  aura: 

l—t^  _  i(l-ht^)  _  2t^ 

~  (i     ~'    ft      ~   Y    ^ 
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A  cette  équation  on  ne  peut  satisfaire  qu'en  prenant  <^= — ~ — —. 

Par  conséquent,  si  a,  /î  et  /  sont  données  {a^-}-  fî''i'Y^=0)^  ou 
bien  si  un  point  quelconque  du  cercle  imaginaire  de  Tinfinî  est 
donné,  il  y  a  trois  valeurs  de  t  telles,  que  les  tangentes  de  la 
courbe  minima  (18)  aux  points,  correspondant  à  ces  valeurs  pas- 
sent par  ce  point.  Sur  la  développable,  formée  par  toutes  ces 
tangentes,  ce  cercle  sera  donc  une  courbe  triple. 

Puisque  cette  développable  est  une  surface  du  huitième  ordre, 
son  intersection  avec  le  plan  de  Tinfini  sera  une  courbe  du  hui 
tième  ordre  Cette  courbe  dégénère  en  le  cercle  imaginaire  de 
l'infini,  compté  trois  fois  et  deux  droites,  les  tangentes  de  la  courbe 
minima  (aux  points  <  =  0  et  <  =  oc  ),  qui  sont  situées  entièrement 
à  Tinfini;  ces  tangentes,  comme  on  a  vu  dans  ce  qui  précède, 
seront  aussi  des  tangentes  au  cercle  imaginaire  de  l'infini 

Les  équations  en  coordonnées  rectangulaires  des  projections  de 
la  courbe  minima  sur  les  plans  coordonnés  s'obtiennent  par  Téli- 
mination  de  t  entre  les  équations  (18).  Successivement  on  aura: 

L'équation  de  la  projection  sur  XOY  sera: 

j(Z— 2a)2-Hy2-a(Z^2a)P=ra2|(A— 2a)2  +  y2j. 

Cette  projection  et  de  même  la  projection  de  toute  autre  courbe 
minima  de  la  surface  sur  le  plan  XOY  sera  une  cardioïde,  dont 
les  dimensions  sont  les  moitiés  de  celles  de  la  cardioïde  donnée. 
De  même,  l'équation  de  la  projection  sur  le  plan  ZOX  sera: 

64a3(A— 2a)=^*-h24a2^2^.i28aV 

Cette  projection,  ainsi  que  celles  de  toutes  les  autres  courbes  mi- 
nima de  la  surface  sur  2:0X  sera  une  courbe,  semblable  à  la  ligne 
géodésique  de  la  surface,  située  dans  ce  plan,  laquelle  est  définie 
par  réquation  (8)  ;  les  dimensions  de  cette  projection  seront  encore 
les  moitiés  .de  celles  de  la  ligne  géodésique  (8). 

Enfin  la  projection  de  la  courbe  minima  sur  le  plan  YOZ  sera 
une  courbe  imaginaire  du  huitième  ordre,  dont  Téquation  est: 

Ainsi,  tandis  que  les  deux  cylindres,  lesquels  projettent  la  courbe 
minima  sur  XOY  en  ZOX  sont  des  cylindres  réels  du  quatrième 
ordre,  le  cylindre  projettant  cette  même  courbe  sur  le  plan  YOZ 
sera  un  cylindre  imaginaire  du  huitième  ordre. 

Les  courbes  minima  de  la  surface  ont  une  enveloppe.  Comme 
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résulte  des  équations  (14)  ou  (15)  cette  enveloppe  sera  définie  par 
réquation  : 

ç24-4=a 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  cette  courbe,  laquelle 
appartient  au  système  des  courbes  q^  =  C,  pourront  être  exprimées 
en  fonction  d'un  seul  paramètre  a,  en  substituant  ç^  =  —  4  dans  les 
formules  (3).  De  cette  manière  on  obtient: 

a;=a  —  2aco82a  -h  aœsAa    \ 
y  =    —  2  a  sin  2  a  -h  a  nn  4  a    [  (20) 

z=     ±  Saicoscc  ) 

Cette  courbe,  laquelle  sera  une  courbe  mini  ma  de  la  surface,  se 
projettera  sur  les  plans  XOY  et  XOZ  suivant  la  cardioïde  donnée 
du  plan  XOY  et  la  ligne  géodésique  (8)  du  plan  XOZ.  Si  Ton 
prend  sur  cette  courbe  deux  points  quelconques,  le  lieu  du  milieu 
de  la  corde,  joignant  ces  deux  points,  sera  d  après  une  proposition 
connue,  la  surface  minima.  On  peut  aisément  s'en  convaincre  en 
écrivant  les  coordonnées  d  un  point  de  la  courbe  de  la  manière 
suivante  : 

o       (14-À2)2(1+À*) 
4À* 

o   .  (l+r^)ni-^*) 
y=2m^ ^, ^ 

.=4a.-^. 

ce  qu'on  obtient  en  posant  co8a  =  ^(X — yj    dans    les   formules 

(20).  Prenons  sur  cette  courbe  deux  points  correspondant  aux 
valeurs  Aj    et  A 2  du  paramètre  À,   le  milieu  de  la  corde,  joignant 

ces  deux  points  sera  réel,  dès  que  Àj  et  —  j-   auront  des  valeurs 

complexes  conjuguées.  En  représentant  par  t  en  t^  deux  de  ces 
valeurs,  on  trouve  aisément  que  le  lieu  géométrique  du  milieu  de 

la  corde,  joignant  les  deux  points  Àj  =  t  en  — t"  ~  *»  ^®^^  ^^  ^^' 

face,  définie  par  les  équations  (17). 

Si  l'une  des  extrémités  A  de  la  corde  est  un  point  fixe  de  la 
courbe  (20),  tandis  que  l'autre  extrémit-é  parcourt  la  courbe  entière, 
le  milieu  de  cette  corde  décrira  une  courbe  minima  de  la  surfiwîe. 
Les   projections  de  cette  courbe  sur  les  plans  coordonnés  seront 
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donc  Bemblables  à  celles  de  la  courbe  (20),  mais  les  dimensions 
seront  les  moitiés  des  dimensions  des  projections  de  la  courbe  (20). 
Revenons  à  l'expression  de  l'élément  linéaii'e  sur  la  surface  con- 
sidérée 

(fe2=4a2(ç2^.  iy{Q^^4:Cos^cc)\{Q^+4)da^-^  dç^\.       (13) 

A  Inéquation  cb^  =  0,  laquelle  détermine  les  courbes  minima  de 
la  surface,  on  peut  satisfaire  d'abord  par:  (^^4- 4)cîa^-i- dd»^  _  q^ 
mais  aussi  en  prenant 

ç^  -h4cos^az=0        et        /^2-hl=0. 

La  solution  q^  -h  4co5'a  =  0  représente,  comme  on  a  vu  à  la  fin 
de  VIII,  le  lieu  géométrique  des  points  de  rebroussement  de  toutes 
les  courbes  minima  de  la  surface  L'équation  Q^-^-Acos^a-rr  0  sera  une 
intégrale  particulière  de  l'équation  différentielle  (ç^  +  4)cîa  2+ d«^=:0. 

La  solution  ç^+  1  =  0  ne  donne  pas  une  intégrale  particulière 
de  l'équation  différentielle.  Cependant  elle  représente  une  courbe 
minima  de  la  surface,  laquelle  n'appartient  pas  au  système  étudié. 
En  tout  point  de  cette  courbe,  le  plan  tangent  de  la  surface  sera 
aussi  tangent  au  cercle  imaginaire  de  l'infini.  En  effet,  de  l'équa- 
tion (6)  du  plan  tangent  résulte,  que,  pour  que  ce  plan  soit  tangent 
au  cercle  de  l'infini,  il  faut  avoir: 

4  +  (?2(o2  +  3)2=0         ou  bien        (e2H-l)Hc^^+  4)  =  0. 

Pour  tout  point  d'une  des  deux  courbes  q^  h-  l  =  0etç2-f-4  =  0, 
le  plan  osculateur  de  cette  courbe  sera  le  plan  tangent  de  la  sur- 
face; ces  deux  courbes  seront  donc  des  courbes  asymptotiques  de 
la  surface,  tandis  qu'elles  possèdent  encore  la  propriété,  qu'en 
chacun  de  leurs  points  le  plan  tangent  de  la  surface  sera  tangent 
au  cercle  imaginaire  de  l'infini. 

Tandis  que  chacune  des  courbes  minima  du  système  étudié  peut 
s'obtenir  en  joignant  un  point  fixe  A  de  l'enveloppe  (20)  des  courbes 
du  système  à  tous  les  autres  points  de  cette  courbe  et  en  cherchant 
le  lieu  des  milieux  de  ces  cordes,  la  courbe  ç^  -h  1  =  0  s'obtient 
de  la  manière  suivante:  Sur  la  courbe  (20)  on  peut  grouper  les 
points  trois  à  trois  de  manière  que  les  tangentes  de  la  courbe  en 
ces  points  soient  parallèles;  si  X  est  la  valeur  du  paramètre  qui 
correspond  à  un  de  ces  points,  les  valeurs,  correspondant  aux  deux 

autres  seront  Xe  ^  et  Xe  ^ .  En  joignant  les  trois  points  de  chaque 
groupe  deux  à  deux,  le  lieu  géométrique  des  milieux  de  ces  cordes, 
sera,  comme  on  trouve  immédiatement,  la  courbe  ç*  +  1  =0. 
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Par  un  point  de  la  courbe  q^  +4  =  0  ne  passe  qu'une  seule 
courbe  minima  du  système  laquelle  sera  tangente  à  la  courbe 
^2  +4  =  0  en  ce  point.  Par  un  point  de  la  courbe  (>^  -h  1  =Oau 
contraire,pa8sent  deux  courbes  minima  diflFérentes  du  système,  qui, 
toutes  les  deux  auront  en  ce  point  la  même  tangente  que  la 
courbe  ^^  h-  1  =0.  Toute  courbe  de  la  surface,  passant  par  un  tel 
point,  aura  en  ce  point  la  même  tangente. 

D'après  Weiekstrass  ^)  les  coordonnées  dun  point  d'une  sur- 
face minima  quelconque  seront  données  par  les  formules: 

2/  =  ^/(l  -^  s^)F{8)ds-y{l-^s,^)F,{s,)dsJ     .  (21) 
z=  J3F{s)ds  H- fsi  F^  («i)^i 

où  F  (s)  représente  une  fonction  quelconque  du  paramètre  «,  i^i(«,) 
la  fonction  conjuguée  du  paramètre  8^.  Pour  que  la  surface  soit 
algébrique,  F  (s)  et  F^{8^)  devront  être  des  fonctions  algébriques 
de  5  et  de  5,,  tandis  que  pour  obtenir  des  points  réels  de  la  sur- 
face, on  n'a  qu'à  donner  des  valeurs  complexes  conjuguées  à  s  et 
à  s,.  Dans  les  formules  (21)  .^  et  5,  seront  donc  les  paramètres 
des  courbes  minima  de  la  surface  c  à  d.  en  donnant  à  5  ou  s, 
une  valeur  constante,  on  obtiendra  ces  courbes 

Pour  choisir  F  (8)  de  manière  que  l'on  obtient  la  surface  minima, 
admettant  une  cardioïde  comme  ligne  géodésique,  remarquons  que 
suivant  les  formules  (21)  une  courbe  minima  d'une  surface  quel- 
conque sera  définie  par: 


X  =  ~j{l-8^)F(8)d3^A 

y  =  y{l-^8^)F{8)(k-^B 
z  -     j        8F{8)d8         +  G 


oh  A,  B  et  C  sont  des  constantes,  les  valeurs  des  secondes  inté- 
grales des  expressions  (21),  pour  8^  =  constante.  D'après  les  for- 


')  Weiebstrass,  Mooatsberichte  der  Berliner  Akademie,  1866. 
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mules  (17)  une  des  courbes  minima  de  la  surface  considérée  sera 
définie  par  les  expressions: 

^.(1   H-  «2)2(1  _  ^4)  o 

1  12 

où  -4,,  Bj  et  C,  seront  des  constantes  En  comparant  les  deux 
expressions  de  x,  y  et  «,  on  pourra  déterminer  s  en  fonction  de 
/  et  F{8).  Il  faut  remarquer  que  les  trois  équations,  obtenues  de 
de  cette  manière  ne  seront  pas  indépendantes,  mais  que  Tune 
d'elles  dépend  des  deux  autres,  parce  que  dans  les  deux  cas  on  a 
dx^  4-  dy^  4-  dz*  =  0.  La  comparaison  des  deux  expressions  pour 
Xj  y  et  z  donne: 

(l-a^)F(«)cfe=-2a  i^±^^-ndt 

t 

d'où  Ton  tire  8=t^  et: 

F(«)=  — -ga(8-3  +«-  »). 

On  obtient  donc  la  surface  minima,  admettant  comme  ligne 
géodésique  une  cardioïde  en  prenant  dans  les  formules  de  Weier- 
sTRAss  F{8)  égale  à  l'expression  trouvée. 

De  la  forme  trouvée  pour  F(s),  résulte  immédiatement  que  la 
surface  est  une  surface  double.  La  condition  nécessaire  et  suffisante, 
à  laquelle  F{s)  doit  satisfaire,  pour  que  la  surface  minima  corres- 
pondante soit  une  surface  double,  sera  *). 


••(4) 


i.(,)=_^-F.(-i). 

2       1-1 
sera  égale  k-^a{8^  4- «3  ).  Par  conséquent: 

—!>''•  (-i)=-i'>(»-^+»-j)=-fw- 

')  Voir  p.  e.:  Darboux,  ].eçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces,  1. 1,  p.  853. 
Archives  v.  45 
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La  représentation  sphérique  de  la  surface  minima  étant  une 
représentation  conforme,  les  images  des  courbes  minima  de  la 
surface  seront  les  courbes  minima  de  la  sphère  c  à  d.  les  droites 
imaginaires  de  la  sphère.  En  partant  de  cette  dernière  proposition 
on  peut  aisément  déduire  les  formules  générales  (21)  de  Weier- 
STRASS,  lesquelles  expriment  les  coordonnées  d'un  point  d'une 
surface  minima  quelconque  en  fonction  de  «  et  de  s j,  les  para- 
mètres des  droites  imaginaires  de  la  sphère. 

X.  Intersection  de  la  sti/rfcu^  mmima  avec  le  plan  de  Vinfini. 

Quand  on  donne  des  valeurs  finies  aux  deux  paramètres  f  et  t^ 
dans  les  formules  (17),  on  trouve  un  point  de  la  surface,  dont  les 
coordonnées  ont  des  valeurs  finies.  Par  conséquent  on  n'obtiendra 
des  points  à  l'infini  de  la  surface,  qu'en  donnant  à  l'un  des  para- 
mètres <  et  <i,  ou  aux  deux  paramètres  à  la  fois  des  valeurs  nulles 
ou  infinies.  Pour  déterminer  l'intersection  de  la  surface  avec  le 
plan  de  l'infini  on  déduit  des  formules  (17) 

ll_«î    1  — «,*/ 


Posons  : 


•  \ju  \  •  X9  ■Ta 

x  -h  ^V  =  -  »  ^  —  'î'V  =  -  î  2:  =  -  . 


et  introduisons,  au  lieu  de  t  etfj,  de  nouveaux  paramètres  w,v,tt, 
et  v^  tels  que 


Les  formules  deviendront: 


Xk  /       VA)  UiVi       Y 
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Soit  (>  un  facteur  de  proportionnalité,  on  pourra  prendre: 

f  çx^  =  2u*i;*t6,*t;i*. 

Les  équations  x^  =0,  0:2=  0,  x^=Of  0^4=0  représentent  suc- 
cessivement les  plans  Z-h  il  =  0,  X  —  iY  —  0,  Z  =  0  et  le  plan  de 
l'infini.  L'intersection  de  la  surface  avec  ce  dernier  plan  sera  définie 
par  l'équation  a;^  =0  ou  u^v'^u^^v^^  =  0,  ce  qui  correspond  natu- 
rellement à  ce  qu'on  vient  de  déduire  des  formules  (17)  c.  à  d.  qu'on 
n'obtiendra  des  points  à  l'infini  de  la  surface  qu'en  donnant  des 
valeurs  infiniment  petites  ou  infinies  à  lun  des  paramètres  tonti, 
ou  bien  aux  deux  paramètres  à  la  fois. 

A  l'équation  u*i;*t6,*i;,*  =  0  on  peut  d'abord  satisfaire  en  prenant 
16  =  0  Dans  ce  cas  a;,,  x^  et  x^  seront  nuls,  tandis  que  Xj  aura 
une  valeur  finie  ;  on  obtient  ainsi  le  pointa;,  :  aîj  :  2^3  : 3:4  =  0 : 1 :  0 :  0 
ou  bien  le  point  à  Tinfini  de  la  droite,  intersection  des  plans 
Jir-l-iZ=0,  Z=:0,  ou  enfin  un  point  à  l'infini,  commun  à  toutes 
les  courbes  minima  de  la  surface.  Cela  résulte  aussi  de  ce  que  la 
supposition  u  =  0,  en  revenant  aux  paramètres  <  et  <,,  correspond 
à  f  =  0,  <i  quelconque.  D'après  ce  qui  précède  cette  supposition 
détermine  un  point  à  l'infini  d'une  des  courbes  minima  de  la 
surface  et  ce  point  ne  varie  pas  par  une  translation  de  la  courbe, 
laquelle  est  désignée  par  les  valeurs  quelconques,  qu'on  peut 
donner  à  t^. 

De  même,  en  supposant  nul  un  des  autres  facteurs  v,  u^  ou 
Vj,  on  obtiendra  toujours  un  des  deux  points  à  l'infini,  communs 
à  toutes  les  courbes  minima  de  la  surface. 

A  l'équation  u'^v^u^^v^^  =0  on  peut  encore  satisfaire  en  suppo- 
sant nuls  deux  des  facteurs  u,  v,  u^  et  v^.  Des  six  combinaisons 
possibles  de  ces  quantités,  prises  deux  à  deux,  il  y  a  deux  qu'on 
ne  pourra  pas  admettre.  En  effet,  u  et  v,  (et  aussi  u,  et  vj  ne 
pourront  pas  être  nuls  à  la  fois,  quand  on  veut  obtenir  de  nou- 
veaux points  à  l'infini  de  la  surface.  Si  u  et  v  sont  des  infiniment 

petits,  mais  tels  que  le  rapport  -  ait  une  valeur  finie,  tandis  que 

16 1  et  v^  ont  des  valeurs  quelconques  mais  finies,  dans  les  for- 
mules (17)  t  et  <i  auront  des  valeurs  finies;  de  cette  manière  on 
obtient  des  points  déterminés  de  la  surface,  non  situés  à  l'infini. 

45* 
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Si,  au  contraire  u  et  v  sont  des  infiniment  petits,  tels  que  Lim- 

soit  égal  à  0  ou  00 ,  U|  et  ^1  ayant  des  valeurs  quelconques  mais 
finies,  on  obtiendra  de  nouveau  l'un  des  points  de  l'infini,  com- 
muns à  toutes  les  courbes  minima  de  la  surface. 

Restent  donc  quatre  combinaisons  des  quantités  u,  v,  u^  et  v, 
deux  à  deux,  lesquelles  étant  des  infiniments  petits,  peuvent 
donner  de  nouveaux  points  à  Tinfini  de  la  surface  minima. 

Supposons   d'abord   que   u  et  u^    aient  des  valeurs  infiniment 

petites,  tandis  que  leur  rapport  -     ait  une  valeur  finie,  quelcon- 

que,  p  e.  —  =  C;  les  paramètres  v  et  v,    ont  des  valeurs  finies, 

lesquelles,  puisqu'on  n'a  qu'à  s'occuper  du  rapport  de  ces  quan- 
tités peuvent  êtres  prises  égales  à  1. 

Cette  supposition  revient  à  la  considération  sur  la  surface  mi- 
nima des  courbes   .   =  —  :  — ^  =  C,  ou  bien  comme  rê^  =  t  et 

re-*"  =  <, ,  des  courbes  a  =  C  (IV)  et  à  la  recherche  des  points  à 
l'infini  de  ces  courbes.  Si,  dans  les  équations  on  ne  fait  attention 
qu'aux  termes  de  degré  le  plus  faible  en  u  et  u^,  ou  bien  si  l'on 
néglige    les    infiniment   petits   d'ordre   supérieur,   on   peut,   dans 

l'étude  des  points  a  Tinfini  des  courbes  -  =  C\  remplacer  les  ex- 
pressions (22)  par  d'autres  plus  simples,  savoir: 

ça;,  =au*     QX^'^au^     i)X^=^A:a{u-^u^)u^u^     ça;^=:2u*w,* 
d'où  résulte: 

iCi  :a;2  :a;3  :a;4  =  C*a:a:4a(C-H  1)  G^u^i^Cu^. 

Toute  courbe   —  =  C   (ou  a  =  C),   laquelle   correspond    à  une 

valeur  déterminée  de  C  aura  donc  un  point  à  l'infini  sur  la  droite, 

intersection  du  plan     ^  =  C*    avec  le  plan  «s  =  0;  ce  point,  con- 

sidéré  comme  point  d'intersection  de  la  courbe  avec  le  plan  de 
l'infini  devra  être  compté  quatre  fois,  tandis  que  dans  l'intersec- 
tion de  la  courbe  et  du  plan  «3=0  l'ordre  de  multiplicité  de  ce 

oc 
point  ne  sera  que  trois.  De  l'équation  -^  =(7*  résulte,  qu'à  chaque 


^2 


X 


valeur   donnée  de  —  correspondront  quatre  valeurs  de  C,  c.  à  d. 


^2 
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qu'on  obtiendra  le  même  point  à  l'infini  pour  quatre  Hes  courbes 

-     ou  a—  C.  Sur  chacune  de  ces  courbes,  Tordre  de  multiplicité 

de  ce  point  à  Tinfini  étant  quatre  ou  trois,  suivant  qu'on  le  regarde 
comme  point  d'intersection  de  la  courbe  avec  le  plan  de  l'infini 
ou  avec  le  plan  Z  =  0,  l'ordre  de  multiplicité  total  de  ce  point 
considéré  comme  point  d'intersection  de  la  surface  minima  avec 
le  plan  de  l'infini  ou  avec  le  plan  Z  =  0,  sera  seize  ou  douze. 
Puisque,    comme   résulte   des   formules   précédentes,   le   lieu   des 

points  à  l'infini  des  courbes  -   =  C,  en  faisant   varier  C,  sera  la 

droite  de  l'infini  du  plan  Z  =  0,  cette  droite  fera  partie  de  Tinter- 
section  cherchée  de  la  surface  avec  le  plan  de  l'infini;  dans  cette 
intersection  Tordre  de  multiplicité  de  cette  droite  sera  seize,  tandis 
que,  dans  l'intersection  de  la  surface  avec  le  plan  rcj  =  0  ou  avec 
tout  plan,  parallèle  à  a;3  =  0  et  dont  l'équation  par  conséquent 
séria  x^  -h  A  x^  =  0,  Tordre  de  multiplicité  de  la  droite  sera  douze. 
Supposons  ensuite  que  v  et  v^  aient  des  valeurs  infiniment 
petites,  mais  que  leur  rapport  ait  une  valeur  finie  C,  tandis  que 
u  et  u,  aient  aussi  des  valeurs  finies,  qu'on  pourra  prendre  égales 
à  1.    Cela   revient   à   la   considération  sur  la  surface  minima  des 

courbes  définies  par  l'équation  —  =  -^  =  C  et  à  la  recherche  des 

points  à  l'infini  de  ces  courbes.  Ces  courbes  étant  les  mêmes  que 
nous  venons  d'étudier,  la  seconde  supposition  ne  donne  pas  de 
nouveaux  points  à  l'infini  de  la  surface. 

En  troisième  lieu  supposons  que  u  et  v^  aient  des  valeurs  infi 

niment  petites,  que  leur  rapport  ait  une  valeur  finie  —  =  C,  tan- 

dis  que  u^  et  v  aient  des  valeurs  finies,  qu'on  pourra  de  nouveau 
prendre  égales  à  1.  De  cette  manière  on  considère  les  courbes  de 

la  surface,  définies  par  l'équation  iij  =  —  ',    ou    bien,    puisque 

f  =rre»«,  «1  =re-*"  et  ç  = r,  les  courbes  g^  =  C  (V).  Si,  dans 

Tétude  de  ces  courbes,  pour  ce  qui  regarde  leurs  points  à  Tinfini, 
Ton  ne  fait  attention,  dans  les  expressions  (22)  des  coordonnées 
^19  ^21  ^3»  ^4  qu'aux  termes  qui  sont  du  degré  le  plus  faible  par 
rapport  aux  paramètres  infiniment  petits  u  et  v^,  on  pourra  rem- 
placer les  expressions  (22)  par  ces  autres  expressions  plus  simples  : 
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QZ2  =a{u^  -h  v^)  I 


(23) 


Pour  les  points  à  Tinfini  des  courbes  f  f,  =  C  on  aura  donc: 

ic,  :  iCj  :  0:3  :  x^  =  2  a  u*  :  a  (1  -h  C*)  :  4  a  (1  —  C)u^  :2u^ 

où  u  est  infiniment  petit.  De  ces  expressions  résulte  que  toutes 
les  courbes,  définies  par  Téquation  tt^  =  C  (ou  q^  =  C),  auront  de 
commun  avec  le  plan  de  l'infini  un  point  de  Tintersection  des 
deux  plans  XyZizO  et  0:3  =0;  ce  point  sera  aussi  un  des  points 
de  rinfini  communs  à  toutes  les  courbes  minima  de  la  surface. 
L'ordre  de  multiplicité  de  ce  point,  considéré  comme  point  d'in- 
tersection de  la  courbe  et  du  plan  de  l'infini  sera  quatre. 

Ce  qui  précède  est  vrai,  tant  que  1  -h  C*  n'est  pas  égal  à  zéro, 
parce  qu'en  ce  cas  ic,  aussi  sera  infiniment  petit.  Pour  voir  ce 
qu'on  obtient  dans  ce  cas,  posons  C*  =  —  1  et  uzrzCv^  +  jDv/, 
où  provisoirement  D  est  une  constante  arbitraire,  tandis  que  p 
est  >  1.  Les  équations  (23)  deviendront  dans  ce  cas: 

qx^  =2ai;,*  \Cv^  -h  Dv,^\^ 
QX^=a\{Cv^  -i-Di;/)*  -l-i;,^ 

QX^=2v^''  \Cv^  +Dv,^\^ 

ou  bien,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  et  ne 
considérant  dans  chacune  de  ces  expressions  que  les  termes  du 
degi'é  le  plu^  faible  en  Vyi 

çx^  =:  —  2ai;,® 
QX^=éaC^  Dv^^-^^ 
QX^=4a{l  —  C)C^v,' 
QX,^=-  —  2v^^ 

Si  Ton  prend  p4-3  =  7  ou2>  =  4  on  aura  : 

x^  :x2:x.^:x,^  =av^  :  —2aC^D:  —  2a(l  4-  C^): v,. 

Les  courbes  tt^  =  ïK — 1  ont  par  conséquent  leurs  points  à 
rinfini  sur  la  droite,  intersection  de  x^  =0  ou  a;  -h  i  y  =  0  avec  le 
plan  de  l'infini.  Parce  qu'on  a: 

^2  -  Ç!jP 

X,  -  1  +  œ 

où    C  peut  avoir   quatre   valeurs   différentes  (correspondant  aux 
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quatre  valeurs  de  i^—  j)  Tordre  de  multiplicité  de  cette  droite 
dans  l'intersection  de  la  surface  et  du  plan  de  l'infini,  sera  appa- 
remment quatre.  Cependant,  si  l'on  remarque  que  le  point  (<,  f,) 

de  la  surface  coïncide  avec  le  point  f — -.- ,  — y  V  on  trouve  que 

les  deux  courbes  U,  =  Cet  <<,  =  t^  coïncideront.  Comme  les  quatre 

valeurs  de  ly—  1  sont  telles,  que  le  produit  de  deux  de  ces  va- 
leurs est  4-1,  il  n'y  aura  pas  quatre,  mais  seulement  deux  courbes 
différentes  if,  =  C,  quand  C^  -f-  1=0.  Chaque  point  de  la  droite 
de  l'infini  du  plan  X  -h  i  7  =  0  a  donc  un  ordre  de  multiplicité 
deux  dans  l'intersection  de  la  surface  avec  le  plan  de  l'infini;  la 
droite  entière,  qu'on  obtient  en  donnant  à  D  toutes  les  valeurs 
possibles,  aura  le  même  ordre  de  multiplicité. 

Une  dernière  supposition  est  celle,  que  Uj  et  v  soient  infiniment 
petits,  tandis  que  leur  rapport  ait  une  valeur  finie.  Par  un  raison- 
nement analogue  à  celui,  employé  dans  le  troisième  cas,  on  verra 
que  la  droite  de  l'infini  du  plan  X  —  iy=0  se  trouve  sur  la 
surface  et  que  Tordre  de  multiplicité  de  cette  droite  dans  Tinter- 
section  de  la  surface  et  du  plan  de  Tinfini  sera  deux. 

En  résumant  ce  qui  précède,  on  aura: 

L'intersection  de  la  surface  miiiima,  admettant  comme  ligne 
géodésique  une  cardioïde,  par  le  plan  de  Tinfini  se  compose  de 
trois  droites:  1.  la^  droite  de  Tinfini  du  plan  XOY  et  2.  les  tan- 
gentes du  cercle  imaginaire  de  Tinfini,  situées  dans  les  plans 
X±iy=0.  L'ordre  de  multiplicité  de  la  première  droite  sera 
seize,  celle  de  chacune  des  deux  autres  droites  sera  deux.  Dans 
l'intersection  de  la  surface  minima  avec  le  plan  Z—0  Tordre  de 
multiplicité  de  !a  droite  de  Tinfini  de  ce  dernier  plan  ne  sera 
que  douze. 

D'une  autre  manière  on  obtient  encore,  que  Tordre  de  multi- 
plicité de  chacune  des  droites  de  Tinfini  dans  les  plans  X±ir=0 
sera  deux  dans  Tintersection  de  la  surface  par  le  plan  de  Tinfini. 
Revenons  aux  équations  (9),  lesquelles  déterminent  les  courbes 
g^  =  C  comme  étant  Tintersection  d'une  hyperboloïde  de  révolution 
à  une  nappe  et  d'un  cylindre  du  quatrième  ordre.  Tandis  qu'en 
général  cette  courbe  sera  une  courbe  gauche  du  huitième  ordre, 
pour  «i,  =  r*  =  ^—1  ou  bien  ç*  -h  4  p^  -h  2  =  0,  elle  dégénère  en 
une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  et  en  deux  droites  de 
Tinfini,  pour  chacune  desquelles  Tordre  de  multiplicité  sera  deux. 
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En  effet,  pour  ç*  -h  4  ç*  h- 2  =  0,  la  première  des  équations  (9) 
deviendra 

c.  à  d.  un  cylindre  de  révolution,  tandis  que  la  seconde  repré- 
sentera un  cylindre  parabolique  et  le  plan  de  l'infini,  compté 
deux  fois.  L'intersection  du  plan  de  l'infini  et  du  cylindre  de  révo- 
lution fera  donc  partie  de  la  la  courbe  tt^  =  ^y —  i  ;  elle  se  com- 
pose des  deux  droites  de  l'infini  des  plans  X±iY'=a\  chacune 
de  ces  droites  aura  Tordre  de  multiplicité  deux. 

XL  Les  lignes  multiplis  de  la  surface. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  plusieurs  lignes  doubles  ou  multiples 
de  la  surface  ont  été  déterminées  Proposons  nous  d'étudier  la  ques- 
tion s'il  y  a  encore  d'autres  lignes  doubles  ou  multiples  sur  cette 
surface. 

Pour  qu'un  point  se  trouve  sur  une  courbe  multiple  de  la  sur- 
face, il  faut  que  ce  point  corresponde,  non  à  un  seul  système  de 
valeurs  des  paramètres  q  et  te  des  formules  (3),  mais  à  deux  ou  à 
plusieurs  systèmes  de  valeurs  de  ces  paramètres.  Par  exemple,  le 
point  (4a,  0,  0)  lequel  se  trouve  sur  la  droite  quadruple  OX  et 
sur  la  courbe  a  =  0,  correspondra  aux  valeurs  suivantes  der  para- 
mètres (ç,  a): 

(H-i^^2,f)  ,  (-1/2, f)  ,  (-.2i.  l)  ,  (-2i,|)  ,  (0,  0) 

Par  conséquent  si  ç,  «  et  ç , ,  « ,  sont  deux  systèmes  de  valeurs 
des  paramètres,  il  faut,  pour  que  ces  valeurs  correspondent  à  un 
point  d'une  courbe  multiple  de  la  surface,  qu'on  ait: 

{q^  +2)co52a-i-2  (^*  +4(?^  -l-2)co^4a=  , 

=  (ç,»  'h2)œs2u^  -h^  (ç,*  +4^,»  -h2)co54a,  1 

{q^  -h2)sin2a-l-^(ç'  -4-4(i^  -h2)5in4a=  ^  ^^^' 

=  {Qt^  -h  2) ^71 2  a,  -h  2  (çi*  +4ç,*  +  2)  «in 4  a, 

çCOSa  =:(>,  C(W«, 

La  première  de  ces  équations,  laquelle  peut  s'écrire  : 
{q'  -l-2)(2co«2a  — l)-h^  (?^  -h4ç*  4- 2)  (8co«*  «  — 8co«^  «  +  1)  = 
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la  même  expression  en  q^  et  a^  devient,  en  remplaçant  co5  « ,  par 
gcosa 


Qt 


,  ce  qui  résulte  de  la  dernière  des  équations  (24) 


ou  bien  en  supprimant  le  facteur  e*  —  e,*  et  après  réduction: 
^W«  ^  i)}(i^  _  i)  (,.  +  ,..  +  2)  -h 

^8^(e«e.'-l)j  =  0   (25). 

Elevant  ensuite  au  carré  les  membres  des  deux  premières  équa- 
tions et  ajoutant,  on  aura: 

(ç»  +  2)^  -h  ]^{q'  -h4ç^  -l-2)»  +  (ç^  -4-2)(^*  +4?^  -h2)co82a=  la 

même  expression  en  ç,  et  «j. 

Remplaçant  dans  cette  équation   cosa^    par  -? ,  on  trouve, 

après  réduction  et  après  avoir  supprimé  le  facteur  q'^  —  Çi*  : 

{q^  +  ç.^  +  2)  î  ç*  4-  (*.^  4-  2  {q'  4-  ç,^)  -  4  {  -h 

-  ^'''4-^iç^ç.M?^+^i^)  +  6^'^.^-4{  =  0   (26). 


Q 


Les  valeurs  de  q,  q^,  a  et  «j  satisfaisant  aux  équations  (25),  (26) 
et  Tune  des  équations  (24),  la  dernière  par  exemple,  peuvent  dé- 
terminer des  points,  par  lesquels  passe  plus  d'une  nappe  de  la 
surface.  Mais  le  point  correspondant  aux  valeurs  (ç,  a)  des  para- 
mètres ne  coïncidera  pas  toujours  avec  le  point  {q^,  a^),  quand 
même  les  valeurs  ç,  ce,  q^  et  a^  satisfont  à  ces  équations.  En  efiFet, 
si  Ton  détermine  les  coordonnées  des  deux  points,  les  coordonnées 
X  et  2;  seront  égales,  tandis  que  l'expression  {x  —  a)*  -hy^  aura  la 
même  valeur  aux  deux  points.  De  là  résulte,  que  les  points  (g,  a) 
®*  (^n  ^i)  coïncideront  et  dans  ce  cas  donneront  un  point  d'une 
courbe  multiple  de  la  surface  ou  bien  seront  des  points  symétriques 
de  la  surface  par  rapport  au  plan  XOZ. 

En  déduisant  les  équations  (25)  et  (26),  le  facteur  ç^  —Qi^  a  été 
supprimé    dans    les   deux   cas.    Cherchoûs   d'abord    si   l'équation 
ç*  —  ç,*  =0  peut  déterminer  une  ligne  multiple  de  la  surface. 
Archives  v.  46 
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On  peut  satisfaire  à  Téquation  q^  —  c'  =  0  en  prenant  ç  =  ±q^. 
Parce  que  ocosa  :=.  q^  œsa^,  on  aura  œsa^  '=  ±œ8 a,  La  suppo- 
sition ç  I  =  «,  a ,  =  «  donne  une  solution  évidente  des  équations 
(24),  mais  pas  de  courbe  multiple.  Si  ensuite  on  prend  ? ,  =  —  «, 
«1  =  TT  —  «,  les  coordonnées  a;  et  2:  des  deux  points  (ç,  a)  et  ( —  o, 
71  —  «)  seront  égales  ;  y  n'aura  la  même  valeur  pour  ces  deux 
points  que  dans  le  cas  où 

^n2a|ç*  4-2  4-  ((?*  4-4e*  -H2)co5  2a|=0. 

De  cette  manière  on  obtient  Tintersection  de  la  surface  par  le 
plan  XOZ  (VI).  On  a  vu,  que  de  cette  intersection  Taxe  OX  est 
une  droite  quadruple  de  la  surface,  tandis  que  la  courbe  (11)  est 
une  courbe  double  La  courbe  ^  =  0,  qui  fait  encore  partie  de 
l'intersection,  n'est  qu'une  courbe  simple  de  la  surface. 

Éliminons  ensuite  des  équations  (25)  et  (26)  Tune  des  trois 
quantités  o,  ç,  ou  ^^,  par  exemple  «;  on  obtiendra  une  équation 
entre  q'^  et  c>j^  Les  points,  correspondant  aux  valeurs  des  para- 
mètres (o,  a)  et  (o ,  a  j  )  pour  lesquelles  cette  équation  est  satisfaite, 
ainsi  que  les  équations  gcosa  =i  q^  cosa^  et  une  des  deux  équations 
(25)  ou  (26),  pourront  être  des  points  d'une  courbe  multiple  ou 
bien  des  points  de  la  surface,  symétriques  par  rapport  XOZ. 

Eliminons  d'abord  u  entre  les  équations: 

^•^^  +  1  =  0  (25')  et  (26). 

Après  quelques  réductions,  on  trouve: 

(ç'-ç.»)ne^-t-ç.»H-4)  =  0.  (27) 

Eliminant  ensuite  a  entre  les  équations: 

(25")      (^S2p  -  !)(,.+  ,.«  ^  2)  -H  ^"  (çW  - 1)  =  0  et  (26), 

on  obtiendra  aisément: 

(q^  4-  ç.'  4-  2)  [jç*  4-  Q,'  4-  2  (ç^  4-  Q,')  -  4j 

(q'  +  Ç.'  -h  2  ç^Q,')  4-  2\q^q,-  {ç^  4-  Q,')  4-  6  çV,*  -  4j]  =  0.  (28). 
Des  équations  (27)  et  (28)  résultent  donc  les  quatre  suppositions 
suivantes,  lesquelles  pourront  donner  des  courbes  multiples  de  la 
surface  : 

1-       q'^  —  QÎ^=0        Qœ8a  =  Q^co8a^  4co«^  a -h  ç,*  =0 

2.  ç*-+-ç,H4  =  0       QC08cc  =  q^coscc^  éœs^a-h  qî^=0 

3.  ^^4-^.^4-2  =  0       QC08a  =  Q,cosa,       cQg^a==/;'y  tiC't^n 

4(ç^4-ç,*4-2ç*ç,*) 
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I  çCosa  =  ç,cosa,  cos^  «  =  ^j^-iJLli__  . 

Examinons  successivement  ces  quatre  cas. 

La  supposition  1.  ne  donne  pas  de  courbe  multiple  de  la  surface. 
En  effet,  dans  ce  qui  précède  on  a  vu  que  Téquation  ç*  —  o,'*  =  0 
définit  les  courbes  multiples  de  la  surface,  qui  se  trouvent  dans 
le  plan  XOZ.  Si  en  outre,  Téquation  qî^  -^  é  co^9^  «  =  0  devra  être 
satisfaite,  on  n'obtient  que  des  points  déterminés  (imaginaires)  de 
ces  courbes. 

La  supposition  2  ou  bien  ^^  -h  ^,*  +  4  =  0,  (>,*  H-  4  œs^  a  =  0 
donne  q^  -h  4  sin^  a  =  0. 

On  aura  donc  :  ç  =  ±  2  i  sm  «,  çj  =  ±  2  i  co«  «. 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  g œs a  =  q^  cas a^^  on 
obtient  : 

±  sin  aœsa  zizcosacosa^         ou  bien     a^  •=  -^  ±  a. 

En     considérant    les    deux    points     {q  =  ■±  2  i  sin  a,  a)    et 

(^1  =  ±  2  i  C08  a,  «1  =  2  ±  a),  on  trouve,  en  comparant  les  valeurs 

des  coordonnées,  correspondant  à  ces  points,  que  les  points  coïn- 

cideront  pour  «^1=  „  -4- a,  tandis  que,  g  étant  égal  à  ±2isinay 

c,  devra  être  égal  à  =P2ico5«.  On  obtient  donc  une  nouvelle 
courbe  double  imaginaire  de  la  surface,  définie  par  Téquation 
ç'  -^ésin^  «=0. 

Les  coordonnées  d*un  point  de  cette  courbe  seront  exprimées  en 
fonction  d'un  seul  paramètre  «  par  les  formules: 

X  —  a  =  2  a  œs'^  2  a  -h  a  œs^  4  a 

y  =^2  a  sin  2  a  cas  2  a  -i-asvnéaœsAa 
z  =  ±Sai  sin  a  œs  a. 

Cette  courbe  double,  dans  tout  point  de  laquelle  la  surface  a 
deux  plans  tangents  différents,  sera  une  courbe  minima  de  la  sur- 
face. L'équation  de  cette  courbe  se  déduit  de  l'équation  générale 
(15)  des  courbes  minima  en  prenant  C  =  ±  L 

La  supposition  3  donne  :  ç^  -hç  ,*  -»-2=0,     cos^  a  =J\^  '^+2'^^    m' 

On  peut  d'abord  satisfaire  à  ces  équations  en  prenant  cos  «  =  0 

46* 
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n 


OU  «  =  2'   P^^^®  ^^®   ç^  ■»- ^1^  +  2  =  0,  Q^  et  ç,2  sont  les  racines 

d'une  équation  q^  -i- 2q^  -¥•  1  =  0,  ou  A  est  quelconque.  En  com- 
parant ce   résultat  à  celui,  obtenu  dans  ce  qui  précède  (IV),  l'on 

voit   que  cette   supposition   {a ,  étant  aussi  égal  à  ô  )>  nous  donne 

de  nouveau  la  droite  quadruple  OX  de  la  surface. 

On  satisfait  encore  aux  équations  (3)  en  prenant  a  quelconque, 
pourva  que  ç*  4-  ç,*  -h  2  ç^^,*  =  0.  De  cette  dernière  relation,  jointe 
à  o»  -h  ^,^  -h  2  =  0,  résulte 

ç2  +1=0    et  Q^^  -h  1=0. 

En  prenant  q^  =z  —  ^  =  ±  i  et  «1=71  —  a,  on  ne  trouve  pas  de 
points  coïncidants,  mais  bien  des  points  symétriques  par  rapport 
à  XOZ. 

Considérons  enfin  le  quatrième  cas;  ç,  ?i,  a  et  «j  devront 
satisfaire  aux  équations: 

Q  cas  u=:q.  cosa.     et    œs^  a  =  -.7  '        ,  — r>  ^    .%  • 

La  première  équation,  rangée  d  après  les  puissances  descendantes 
de  ç^  sera: 

çi«  (1 -h  2ç2)  H- çj*  (2  4- 7ç2) -h  çj2  (2^6  H.  7ç* +8(?2  — 4)  4- 

4-(ç«-h2ç*— 4?^— 8)=0.     (29) 

Si  Ton  prend  pour  q^  une  valeur  déterminée,  on  obtiendra  six 
valeurs  correspondantes  de  g.  Parce  que  le  dernier  terme  de  l'équ- 
ation (29)  est  égal  k  {q^  — 2)(ç*  -h  2)^,  cette  équation  ne  donnera 
de  valeur  positive  pour  ^,',  que  dans  le  cas  où  la  valeur  de  q^ 
est  prise  entre  0  et  4-2;  la  valeur  positive  correspondante  de  ?,* 
sera  aussi  comprise  entre  les  mêmes  limites,  Téquation  (29)  étant 
symétrique  par  rapport  à  g^  et  ç,^  Cette  équation  (considérée 
comme  une  équation  du  troisième  degré  en  ç,')  ne  pourra  pas 
avoir  plus  dune  racine  positive;  les  deux  autres  seront  négatives 
ou  complexes. 

Après  avoir  donné  à  q^  une  valeur  entre  0  et  4-  2  et  après 
avoir  déterminé  la  valeur  correspondante  positive  de  ç,*,  satisfai- 
sant à  réquation  (29)  on  déterminera: 

4(?'+e,*+2e»(»,=') 


DU   VINGTIÈME   ORDRE.  343 

et  enfin  cas  a,  par  l'équation  Qœsaz=  ç^  cosa^.  Parce  qu'on  trouve 
pour  a  deux  valeurs  supplémentaires,  ainsi  que  pour  a , ,  on  poura 
choisir  ces  valeurs  de  manière  que  les  points  ((>,  a)  et  (ç,,  a^) 
coïncident.  Par  conséquent,  sur  toute  courbe  ^^  =  C  (G  ayant  une 
valeur  quelconque  entre  les  limites  0  et  -h  2)  se  trouvent  deux 
points  réels  d  une  courbe  double  de  la  surface,  qui  ne  coïncide 
pas  avec  une  des  courbes  multiples,  déterminées  dans  ce  qui  pré- 
cède. En  outre,  sur  chaque  courbe  ç^  =  C  se  trouvent  encore 
quatre  points  imaginaires  de  cette  courbe  double.  Pour  C <0  ou 
C  >  2,  les  six  points  de  cette  courbe  qui  se  trouvent  sur  la  courbe 
Q^  =:  C,  seront  imaginaires. 

Puisque   pour   ^^  =  0,    on    aura    e,^  =  2,    cos^  «  =  1    ou   a  =  0, 

a  ^  —  ô^ ,  cette  courbe  double  de  la  surface  passe  par  le  point  (4  a,  0, 0). 

De  même  elle  passe  par  les  deux  pinch-points  de  la  surface,  qui 
sont  situés  dans  le  plan  XOZ,  parce  que  pour  q^  =  —  1  -h  lx"3 
on  aura  Qi^  =  —  1  4-  i^S  etc.  Enfin  au  point  (4  a,  0,  0)  elle  aura 
un  point  double.  L'équation  en  coordonnées  rectangulaires  de  cette 
courbe  double  de  la  surface  ne  se  présente  pas  sous  une  forme 
simple. 

Dans  la  détermination  précédente  des  courbes  multiples  de  la 
surface  on  n'a  pas  retrouvé  les  droites  multiples  de  la  surface, 
situées  dans  le  plan  de  l'infini.  En  effet  ces  droites,  comme  on  a 
vu  dans  l'étude  de  l'intersection  de  la  surface  avec  ce  plan  ne 
s'obtiennent  qu'en  donnant  aux  paramètres  des  valeurs  infinies; 
dans  ce  qui  précède,  relativement  aux  courbes  multiples  de  la 
surface,  on  n'a  considéré  que  des  valeur  finies  de  ces  paramètres. 

XII.  Classe  et  ordre  de  la  surface.  Son  éqiiation  en  œordonnées 
rectangulaires. 

Suivant  une  formule  de  Lie  *),  la  classe  dune  surface  minima 
double  sera  M{R  —  M).  Dans  cette  expression,  iî  représente  le 
rang  d'une  courbe  minima  de  la  surface,  tandis  que  M  désigne 
l'ordre  de  multiplicité  du  cercle  imaginaire  de  l'infini  sur  la  sur- 
face développable,  formée  par  les  tangentes  d'une  courbe  minima. 
Pour  la  surface  minima,  admettant  comme  ligne  géodésique  une 
cardioïde  on  a:  iî  =  8,  3f=3;  cette  surface  sera  par  conséquent 
de  la  quinzième  classe. 


^)  Mathematische  Annalen,  Bd.  XIV,  Seite  852. 
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La  surface  sera  du  vingtième  ordre.  En  étudiant  Tintersection 
de  la  surface  par  le  plan  ZOX^  on  a  vu  que  cette  intersection  se 
compose  d'une  quartique  {a  =  0),  d'une  droite  quadruple  OX  et 
d'une  ligne  double  du  sixième  ordre.  Ensuite  Tintersection  de  la 
surface  par  le  plan  XOY  est  du  vingtième  ordre,  car  elle  se 
compose  de  la  droite  quadruple  OX,  de  la  cardioide  et  de  la  droite 
de  rinfini  de  ce  plan,  dont  l'ordre  de  multiplicité  dans  cette 
intersection  est  douze.  Enfin  Tintersection  de  la  surface  par  le  plan 
de  l'infini  est  encore  du  vingtième  ordre,  puisqu'elle  est  composée 
de  trois  droites,  dont  les  ordres  de  multiplicité  dans  cette  inter- 
section sont  seize,  deux  et  deux. 

En  déterminant  l'équation  de  la  surface  en  coordonnées  rectan- 
gulaires, on  obtient  encore  aisément  l'ordre  de  la  surfece.  Cette 
équation  s'obtient  par  l'élimination  de  q  et  de  a  entre  les  équations 
(3).  En  éliminant  d'abord  cas  a,  on  aura  les  deux  équations  (9), 
lesquelles  définissent  les  courbes  q^  =  C.  En  rangeant  ces  équations 
suivant  les  puissances  descendantes  de  q^,  on  pourra  les  écrire: 
2a^Q^^  -hSa^Q^  -hZ^Q^  -h  (6Z2  —  lôa^)  ç*  + 

+  [8a2  +  10  22— 8|(Z— a)2  -hF^jjoî  -h4Z2=0 
et 
32a*^8  ^  (64a*  —  l6a^Z^)Q^  -h  (Z^  —66a^Z^  —  Ma^XP) q^  + 

^(4^4_16a2Z*)ç2  4-Z*=0. 
Posant  : 
6^2  — 16a^=i4,      8a^  H- lOZ^  —  8  |(A^  — a)^  -h  Y^\=B. 
64  a*  — 16a^Z2=i4i,       Z'^  —  66  a^Z^  —  64a^X  =  B,, 
4Z*— 16a^Z2  =  Ci 

on  trouve,  après  élimination  de  q^  entre  les  deux  dernières  équa- 
tions, l'équation  de  la  surface  minima  dans  la  forme  du  détermi- 
nant suivant  du  neuvième  ordre. 
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Cette  équation   est  du  vingt-quatrième  degré  dans  les  coordon- 
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nées  X,  Y  et  Z.  Comme  les  éléments  de  la  dernière  ligne  verticale 
contiennent  tous  les  deux  le  facteur  2Z2,  ou  aura,  en  supprimant 
ce  facteur  et  développant  le  déterminant  suivant  les  éléments  de 
la  dernière  ligne  verticale: 
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Dans  le  premier  déterminant,  tous  les  éléments  de  la  dernière 
ligne  verticale  auront,  parce  que  C^  =4Z*—  16  a^Z^,  le  facteur 
commun  Z^.  En  supprimant  de  nouveau  ce  facteur  Z^,  on  aura 
une  équation  du  vingtième  degré  dans  les  coordonnées  X,  Z,  Z, 
réquation  de  la  surface  minima.  Cette  surface  sera  par  conséquent 
du  vingtième  ordre. 

En  déterminant  les  termes  du  vingtième  degré  dans  les  coor- 
données de  cette  équation,  on  trouve  que,  laissant  de  coté  un 
facteur  constant,  ces  termes  seront: 

Z^«(X2  -h  y^)^ 

De  la  résulte  encore,  correspondant  à  un  résultat  trouvé  dans  ce 
qui  précède  (X),  que  l'intersection  de  la  surface  minima  par  le 
plan  de  Tinfini  se  compose  des  deux  droites  de  Tinfini  dans  les 
plans  X  ±  iF=  0,  Tordre  de  multiplicité  de  chacune  de  ces  droites 
étant  deux  et  de  la  droite  de  Tinfini  du  plan  Z  =  0,  Tordre  de 
multiplicité  de  cette  droite  étant  seize. 
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